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Domanda 1 Data f: R — R tale che 1im1 f(z) = 4 allora:
r—

A) f & continua nel punto z =1 B) lim f (1 - i) = f(1) C) li_>m ! (1 + i) =4 D) f(1)=4

n—oo

1
Domanda 2 L’insieme {az eR: 3z——>0, &
T

A) superiormente limitato B) inferiormente limitato C) vuoto D) limitato

2 _ 2
Domanda 3 lim (:1024—1‘—&—4) =
T2 (ea: —4 __ 1)4
1 1

B) — C) +o0 D)0

A) —
) et 256

_|sin®F

Domanda 4 La successione a,, =

n?+1
A) ha minimo B) ha due limiti C) non ha limite D) non ¢ limitata superiormente
Domanda 5 '
. (n! + 3) -
lim
n— 00 n!
. 1
A) vale +00 B) non esiste C) vale — D) vale 0
e

(3)"+ (="

Domanda 6 Si consideri la successione a,, = , n>2. Allora
nlogn
A) lim a, =+ B) {a,} non & limitata inferiormente C) esiste finito lim a,
n—oo n—oo

D) da {a,} si possono estrarre due sottosuccessioni convergenti a limiti diversi

5132
Domanda 7 Sia F(z) = [ e/t dt allora
1

IQ x
A) F'(z) = [2te™ L dt  B) F'(z) = 2" T1(14+42*)  C) F'(z)=e* T —e2  D)F'(z) =2z [eFldt
1 1

Domanda 8 / cos(2log z) dx =
x
in(21
A) 75111(37#33) +c B) log x cos(2x)+c C) sin(log z) cos(log z) + ¢ D) sin(2logx)logx + ¢
y'+r=y
Domanda 9 Sia y(z) la soluzione del problema di Cauchy { 4(0) =9 Calcolare y(5).
y'(0) =0.
A) 9e5 +5 B) 5¢° — 5
C) 5€% +de™® D) 4e® +5e 5 +5
. . . y =yt
Domanda 10 Sia y(z) la soluzione del problema di Cauchy Calcolare y(—2).
y(0) = 3.

2 4 3
A)1  B) —3e~4 4 e C)% D) &
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(3)"+ (D"

, n > 2. Allora
nlogn

Domanda 1 Si consideri la successione a,, =

A) da {a,} si possono estrarre due sottosuccessioni convergenti a limiti diversi
B) {a,} non & limitata inferiormente
C) esiste finito lim ay,
n— oo
D) lim a, = +o0
n—oo
2 2
- —4r+4

Domanda 2 lim ( 4

z—2 (eI2_4 —1)4 -

1 1
A B) — D) —
Jtee B 00 D)gg
Domanda 3 L’equazione 22 = 2, z € C
A) ha due soluzioni B) ha 4 soluzioni
C) ha una sola soluzione D) ha infinite soluzioni

Domanda 4

. (n! + 3) -
lim
n— 00 n!

1
A) non esiste B) vale 0 C) vale — D) vale +o0
e

1
Domanda 5 L’'insieme <z € R: 32 — — > O} &:
T

A) inferiormente limitato B) limitato C) superiormente limitato D) vuoto

Domanda 6 (2v3 — 2i)10 =
A) 35 —210  B)16° C) 41°(v3 — i) D) 2'9(1 + iv/3)

Domanda 7 Data f: R — R tale che lim1 f(x) =4 allora:
z—

n—00 n—00 n

A) f(1)=14 B) lim f (1 + 711> =4 C) lim f <1 - 1> = f(1) D) f & continua nel punto z = 1

. | sin 2 |
Domanda 8 La successione a,, =
n?+1
A) ha minimo B) non ¢ limitata superiormente C) non ha limite D) ha due limiti
21
Domanda 9 / M dr =
x

_ sin(2log z) ‘e

A) log x cos(2x)+c B) sin(log z) cos(log z) + ¢ C) 5

D) sin(2logz)logz + ¢
x

1:2
Domanda 10 Sia F(z) = [ e’ 1 dt allora
1

1}2 x
A)F/(z)=e”'t1—¢2  B) F'(z)= [2te” 1 dt  C)F'(z) =2z [e't1dt D) F’(x) = 2% t1(1+4a%)
1 1
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Esercizio 1 Studiare la funzione
1—logx
f (.%‘) = 2
log” x
determinandone insieme di definizione, asintoti (compresi quelli obliqui), massimo e minimo (o estremi superiore e
inferiore), punti di massimo e di minimo locali e intervalli di convessita.

Soluzione

Per la presenza del logaritmo deve essere « > 0 inoltre il denominatore della frazione deve essere diverso da 0,
quindi z # 1. 11 dominio della funzione & quindi I'insieme (0,1) U (1, +00). Calcoliamo i limiti.
1—logx 1-0

911—>ml log? = T or - oo

Con il cambiamento di variabile log x = t otteniamo

1—logx . 1-t

lim ———— = lim s— =0
z—0t+  log”x t——oco t

. 1—logx . 1-—t

lim ——— = lim —— = 0.
z—+oo  log“x t—too 2

La funzione presenta quindi un asintoto verticale di equazione x = 1 e uno orizzontale di equazione y = 0. La funzione
non & superiormente limitata quindi sup(f) = 4+o0c0. Cerchiamo ora eventuali massimi e minimi locali valutando la

derivata.
—Llog®x — (1 —logx)2(logz)L  —log’z —2logz +2log”x  logaz —2

f'@) = =

log* zlog' z zlog®z

Il numeratore ¢ positivo se e solo se
logz >2 <= x> ¢

mentre il denominatore ¢ positivo se e solo se
log?z >0 <= 2 >1
dato che nel dominio della funzione ¢ sempre x > 0. Combinando insieme i due risultati otteniamo che
fl(x) >0 <= z€(0,1)U(e?, +00), fl(z) <0 <= z€(1,e%), f'(e?) = 0.

La funzione ¢ quindi strettamente crescente nell'intervallo (0,1), strettamente decrescente nell’intervallo (1,e?] e
strettamente crescente sulla semiretta [e2, +00). Valutiamo la funzione nel punto di minimo locale z = €2

_1—loge* 1-2 1

(&) = (loge2)2 ~— 22— 4

Dato che lim+ f(z) = 0 e che f ¢ strettamente crescente in (0, 1) otteniamo che f(z) > 0 per ogni z € (0,1). Ne segue
z—0

che —i ¢ il minimo della funzione.

Vediamo ora la convessita calcolando la derivata seconda:

L zlog?z — (logz — 2)(log® z + 2 3(log” z) 1) _log®z — (logz — 2)(log” z)(log = + 3)

z21log® z21log®

f(a) =

B log? z (log z — (logz — 2)(log  + 3)) B logz —log?z — 3logz + 2logx + 6 B —log?z +6

221og’ z 22 log z 22 log* z



Risulta quindi che f”(z) > 0 se e solo se

—log?4+6 >0 <= 6> log’z < |logz| < V6 <= —V6rlogz < V6 — e Vo< <eVs,

Ne segue che la funzione & concava in (0, e~ V], convessa in [e= V6, 1) ancora convessa in (1, V%] e concava in [eV8, +00).

A

\ 4

Esercizio 2 Calcolare una primitiva della funzione f(z) = log(x + V1 + z2).

Soluzione

Moltiplichiamo la funzione per 1 e integriamo per parti

/1~10g(:1:+ 1+ 22)dx = zlog(z + 1+x2)—/

x V1i+az2 42
z+vV1i+22 V1+22

Calcoliamo ora 1'ultimo integrale con la sostituzione ¢ = 1 + 22, dt = 2z dx

T 2z
1+ dx
z+ 1+ 22 ( 2\/1+x2>

dx = xlog(x + 1+ 22

= zlog(z + 1—|—x2)—/

T dt
——  de= | — =Vit+c=V1+22+ec.
/\/14—1‘2 /2\/%

Sostituendo il risultato otteniamo quindi

/log(x—i— 1+a2)de =zlog(z+ V1422 — 1+ 22 +c

Esercizio 3 Risolvere il problema di Cauchy
y// _ 2y/ + 2y — %
y(0) =3
y'(0) =1



Soluzione
Troviamo prima la soluzione generale dell’equazione omogenea associata i’ —2y’+2y = 0. Il polinomio caratteristico
N —2X+2=0
che ha radici A\ =1 +14, A =1 — 4. La soluzione generale dell’omogenea ¢ quindi
yo(x) = €(c1 cosx + ey sinx).

Cerchiamo ora una soluzione particolare dell’equazione completa con il metodo si somiglianza. Dato che 1 non e radice
del polinomio caratteristico non siamo in presenza di risonanza e la soluzione sara del tipo

Determiniamo A derivando g due volte

e sostituendo nell’equazione
Ae® —2Ae” + 2Ae” = €e”.

Quindi
Ae® = ¢e”

e di conseguenza A = 1. Abbiamo ottenuto che
ylz) =e
e la soluzione generale dell’equazione completa &
y(z) = e®(c1cosx + cosinz) + e”.
Determiniamo ora le costanti ¢; e ¢y derivando la soluzione e imponendo le condizioni iniziali.
y'(z) = e"(—cysinz + cg cosx) + €*(cq cos T + casinx) + ”
y(0) =1 + 1, y'(0) = ca+ 1 + 1.

Dobbiamo risolvere il sistema
ci+1=3

c1+ec+1=7

che ha soluzione ¢; = 2, ¢ = 4. La soluzione del problema di Cauchy ¢ quindi

y(x) = e*(2cosx +4sinz + 1).



