Universita di Pisa - Corso di Laurea in Informatica

Analisi Matematica A
Pisa, 18 gennaio 2016

2 —2cosx —sin’z

Domanda 1 lim vy =
z—0+ 1—e*

Ao B)-y OO D)t

Domanda 2 La funzione f : (0,400) — R definita da f(z) = sin (%23%)

2
x
A) ha sia massimo che minimo B) ¢ limitata ma non ha né massimo né minimo
C) non ¢ limitata e non ha asintoti D) ha un asintoto verticale e uno orizzontale

Domanda 3 La funzione f : (0,+00) — R definita da f(z) = zlogz + €*
A) ha due punti di minimo locale e uno di massimo locale B) non ha né massimo né minimo
C) non & inferiormente limitata D) ha un solo punto di minimo locale

Domanda 4 L’insieme A = {n € N: n? — 10log(n +2) < 0}
A) non & superiormente limitato B) ha massimo
C) non ha minimo D) ¢& superiormente limitato ma non ha massimo

. n!

Domanda 5 lim 7/——— =
n—00 3n ]Og n
1
A)oO B) 40 C) o D) elog3

4

. nt+1 . 1 .
Domanda 6 La successione a,, = | ———_sin(n") — n?logn | (1 —cos — |, definita per n > 1
n‘ 43 n
A) ha massimo ma non ha minimo B) ha minimo ma non ha massimo
C) non ha né massimo né minimo D) ha sia massimo che minimo

Domanda 7 Sia F(z) = / 3sint — 2costdt. Allora F'(1) =

log x
A) 3sinl —2cos1 B) 3sinl —2cos1+2 C) 3cos1+2sinl D) 3cosl+2sinl —3

%
Domanda 8 /sin3 T dr =
0

o 2 1 1
AN T oy z S D) -
) 24 2 ) 3 ©) 4 ) 3
y = 2xy + 3z
Domanda 9 Sia y(z) la soluzione del problema di Cauchy Allora y(1) =
y(0) = 1.
5e — 3 3
A) B)3+e C)—-= D)5
2 2
Y =y
Domanda 10 Sia y(x) la soluzione del problema di Cauchy Allora y(5) =
y(1) =1.

. 2 17\ s
A) 38 B)sE Q) (5) D) 11-*
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Domanda 1 L’equazione di variabile complessa |z — 1| = |z — 5|
A) non ha soluzione B) ha soluzione unica C) ha due soluzioni D) ha infinite soluzioni
n!

Domanda 2 lim {/———— =
n—oo |\l 3" ]log” n

1
A)o B) 40 C) elog3 D) =

Domanda 3 L’insieme A = {n € N:n? — 10log(n +2) <0}

A) ha massimo B) & superiormente limitato ma non ha massimo
C) non ha minimo D) non ¢ superiormente limitato
5

1
Domanda 4 ——+ zﬁ =

2 2

1 V3 1 9V3 1 V3
A) —— —i— B) —— —i——— - —i— D)1
)37 R R )

Domanda 5 Sia F(x) = / 3sint — 2costdt. Allora F'(1) =

log x
A) 3sinl —2cos1 B) 3sinl —2cos1+2 C) 3cosl+2sinl —3 D) 3cos1+2sinl

2 —2cosx —sin’z

Domanda 6 lim v =
z—0+ 1—e*

A)+oo  B)-oo  C)0 D)—i

B)

z
Domanda 7 /sin3 rdr =
0
1
l D) —
4 )

1
3

Domanda 8 La funzione f : (0,+00) — R definita da f(z) = sin (¢%%)

2
A) non ¢ limitata e non ha asintoti B) ha sia massimo che minimo
C) & limitata ma non ha né massimo né minimo D) ha un asintoto verticale e uno orizzontale

4

1 1
Domanda 9 La successione a,, = <n—|—3 sin(n™) — n?log n) (1 — cos >, definita per n > 1
n

n? +
A) ha minimo ma non ha massimo B) ha massimo ma non ha minimo
C) ha sia massimo che minimo D) non ha né massimo né minimo

Domanda 10 La funzione f : (0,400) — R definita da f(z) = xlogz + *
A) non ¢ inferiormente limitata B) ha due punti di minimo locale e uno di massimo locale
C) ha un solo punto di minimo locale D) non ha né massimo né minimo
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Esercizio 1 Studiare la funzione f(z) = z|logz|'°* determinandone insieme di definizione, asintoti (compresi quelli
obliqui), massimo e minimo e estremi superiore e inferiore, punti di massimo e di minimo locali. Tracciare un grafico
approssimativo della funzione.

Soluzione

Data la presenza del logartimo deve essere x > 0 inoltre, dato che

| logxllogx — elogaﬁlog | log x|
dovra essere anche |logz| > 0 quindi « # 1. L’insieme di definizione di f ¢ pertanto (0,1) U (1, +00). Vediamo ora i
limiti

lim f($> — lim xelogaclog\logaﬂ — lim melogmlog(—logx) — Oe—oolog(+oo) — 0e~>® = (.

z—0t z—0t z—0t

Da questo limite e dal fatto che f(x) > 0 per ogni x del dominio, otteniamo che

inf(f) = 0.

lim f(.’L‘) — lim xelogmlog|10ga¢| — lim xelogwlog(—logw)
r—1— z—1- r—1—
risolviamo quindi prima il seguente limite, che si presenta nella forma indeterminata 1 - (—o00), effettuando il cambia-
mento di variabile t = —logx
lim logxlog(—logz) = lim —tlogt =0
z—1- t—0+
quindi
lim f(z) =1 =1.

r—1—

Con procedimento analogo si verifica che

lim f(x)=1.
r—1+t f( )
Infine
lim f(.T) — lim xelogzlog\logz\ — lim xelogmlog(logm) = 400 e+oolog(+oo) — ooe—i—oo = +o0.
T—+00 T——+00 T—+00
La funzione non & limitata superiormente quindi
sup(f) = +o0.

Verifichiamo se ¢ presente un asintoto obliquo.

. X .

lim J@) = lim |logz|°8” = +o00

xr— 400 €T T—r00

quindi non c’e 'asintoto obliquo.
Calcoliamo ora la derivata. Ricordando che

d 1
—log|t|:¥ Vit #0

dt

abbiamo che
i10 |logz| = L
dx 81%08 "~ logz



quindi, per ogni x > 0,x # 1 abbiamo

f/(.’L‘) — elogr log | log x| _|_xelogrc log | log x| (1 10g|10g$| _|_10ng 1)
T logz x

_ elog log|log | (log|logz| 4+ 2).

Ne segue che

2 2

f'(x) >0 <= log|logz|+2>0 <= log|logz| > —2 <= |logz|> e ? <= loga > e 2 oppure logz < —e~

quindi
_ 1 - 1
F2)>0 < z>¢° =cZ oppurez <e © =

1
ee?

1 .
La funzione quindi ¢ crescente in (0, 11], decrescente in { 1 1) ancora decrescente in (1,6#‘} e crescente in

ee eez

a - . . Lo
[e ez +oo). Il punto # = = & di massimo locale mentre il punto = e=* & di minimo locale.
2
ee

A
3 -+

1+

Esercizio 2 Trovare una primitiva della funzione f(x) = arctan /.

Soluzione

Integriamo per parti integrando la funzione 1 e derivando arctan /x

1 1 1 VT
1-arct dr = t — —— ——dx = t - = dz.
/ arctan /z dx = x arctan /x /xl—i—xQﬁ r = xarctan /z 5| Ty %
Per calcolare 'ultimo integrale eseguiamo la sostituzione
9 dx
Vz =t, x =t — =92t, dx = 2tdt

dt



quindi

1 [ Vo 1 t t? 1
5/1+xd1:5/1+t22tdt:/1+t2dt:/1f1+t2dt:t7arctant:\/Efarctan\/f.

Mettendo insieme i risultati abbiamo

/arctan Vx dx = rarctan /x — /x + arctan v/ + c.

Esercizio 3 Trovare la soluzione del problema di Cauchy

Soluzione

Osserviamo che 'equazione differenziale ha senso se y > 0 e se x # 0. Dovendo trovare una soluzione locale in un
intorno del punto iniziale di coordinate (—1,2) dovremo quindi considerare x < 0. L’equazione ¢ a variabili separabili
e presenta la soluzione costante y = 1 che annulla logy. Dato che il valore iniziale ¢ yy = 2 # 1, possiamo separare le
variabili dividendo per ylogy e integrare.

/ dy dx
= — +c
ylogy T
Con la sostituzione i@t ) p
t =logy, — =, Y a
dy y (1
otteniamo p @t
Y
/ = [ — =log|t| = log|logy| = log(log y)
ylogy t

dato che logy > 0 in un intorno del valore iniziale yy = 2. Analogamente abbiamo
d
~ =log o] = log(~a)
x

perché zg = —1 < 0. Ne segue che
log(logy) = log(—x) + c.

Ricaviamo la costante ¢ dalla condizione iniziale y(—1) = 2
log(log2) = (logl) +c=c¢

di conseguenza
log(logy) = log(—x) + loglog 2
logy = —xlog?2

y(I) — efmlogQ — (6103;2)_m — 9T



