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e 4ot — 2% — 2z

e + 3+ [z| + 22

A) & limitata superiormente ma non inferiormente B) ¢ limitata

C) non & limitata né superiormente né inferiormente D) & limitata inferiormente ma non superiormente

Domanda 1 La funzione f : R — R definita da f(z) =

2?2 +xsinz +1

Domanda 2 La derivata della funzione f(z) = —————— logz @
x
A) (2x +sinz + zcosx + 1)z? log x + 222 + 2z sinx + 2 B) (22 cosx — xsinz — 2)logx + 22 + xsinz + 1
223 23
Q) 2?2 + cosx D) 23+ wcosx — 222 — 2xsinx — 2
223 xt
x+ 3)log(1 + 5=
Domanda 3 lim ( ) log 2:) =
z—0t x 3
A)O B) 400 C) —c0 D) B
Domanda 4 11 limite della successione a,, = n(1 + (=1)") 4+ n?
A) non esiste B) vale 400 C) vale 0 D) vale —oo
Domanda 5 La successione a,, = s;&
n®+1
A) ha massimo ma non ha minimo B) ha sia massimo che minimo
C) ha minimo ma non ha massimo D) & limitata ma non ha né massimo né minimo
.1 s
Domanda 6 lim — [ sin(sin(t%)) dt =
z—0 X
0
1
A)oO B) 3
C) 400 D) non esiste
Domanda 7 La funzione F' : R — R definita da F(z) = /t3 V1+t5dt
0
A) ha massimo ma non ha minimo B) ¢ limitata superiormente ma non ha massimo
C) ha sia massimo che minimo D) ha minimo ma non ha massimo
I 1 1
Domanda 8 L’integrale / — arctan — dx
x x
0
A) converge B) diverge positivamente
C) diverge negativamente D) non esiste

1

Domanda 9 La serie Z
n>1 "N (arctan% + ﬁ)

A) converge assolutamente B) diverge positivamente
C) converge semplicemente ma non assolutamente D) diverge negativamente
2
Domanda 10 La serie Z(—l)” w
n>1
A) diverge positivamente B) converge assolutamente
C) converge semplicemente ma non assolutamente D) diverge negativamente
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sinn
Domanda 1 La successione a,, = ———
n?+1
A) ha sia massimo che minimo B) ha massimo ma non ha minimo
C) & limitata ma non ha né massimo né minimo D) ha minimo ma non ha massimo
. . 22 4+ rsinz +1
Domanda 2 La derivata della funzione f(r) = —————— logz ¢
x
A) (z?cosx — xsinx — 2)logx + 22 + wsinz + 1 B) (2x +sinz + xcosx + 1)z log x + 222 + 2z sinx + 2
) 3:03 ) 23
T° + cosx z° +xcosx — 2z — 2rsinx — 2
C)—=— D
223 at
2x 4 3
e Tt —x° -2
Domanda 3 La funzione f : R — R definita da f(x) = i
e + 3+ [z| + 22
A) @ limitata B) non & limitata né superiormente né inferiormente
C) & limitata inferiormente ma non superiormente D) & limitata superiormente ma non inferiormente
+oo
. 1 1
Domanda 4 L’integrale — arctan — dx
x x
0
A) converge B) non esiste
C) diverge negativamente D) diverge positivamente
x+ 3)log(1+ 5=
Domanda 5 lim ( ) log 2) =
3 z—0+t x
A) B B) 400 C) —0 D)0
xT
Domanda 6 La funzione F' : R — R definita da F(z) = /t3 V1+t5dt
0
A) ha massimo ma non ha minimo B) ha sia massimo che minimo
C) ¢ limitata superiormente ma non ha massimo
D) ha minimo ma non ha massimo
Domanda 7 lim =z (\/x2 +2— \/:1:2 - 1) =
T—r+00
A)3 B)0
3
C) —0 D) =
) )3
nA
Domanda 8 La successione a,, = )
—2n
A) ha massimo B) ha minimo
C) & limitata inferiormente ma non ha minimo D) & limitata superiormente ma non ha massimo

Domanda 9 11 limite della successione a,, = n(1+ (—1)") + n?
A) vale +00 B) vale —oo C) vale 0 D) non esiste

1 x
Domanda 10 lim — /sin(sin(tz)) dt =
x—0
0
A)oO B) non esiste

C) +o0 D) %

codice IIT anno




Universita di Pisa - Corso di Laurea in Ingegneria Edile-Architettura

Analisi Matematica I
Pisa, 27 giugno 2013

T I S D O | ||

(Cognome) (Nome) (Numero di matricola)

Esercizio 1 Studiare la funzione

1
vr+2—— se —2<x<0
T

x(r+2) sex < —2oppurez >0

fz) =

determinandone insiemi di definizione, continuita e derivabilita, asintoti orizzontali, verticali ed obliqui, punti di
massimo o di minimo locale, estremi superiore e inferiore (0 massimo e minimo).

Soluzione
La funzione ¢ definita in tutto R dato che le quantita sotto radice sono non negative nei rispettivi domini. Vediamo
i limiti
lim f(z)= lim y/z(z+2) =40
——00

r—r—00 x
lim f(z)= lm +/z(zx+2)=0=f(-2)
T——2" T——2"

. . 1 1
lim f(z)= lim vVez+2-——=—
z——2+ z——2% X 2

1
lim f(z)= lim vz +2— — =40

r—0~ r—0~ X

lir{)lJr f(z) = lir{)l+ va(r+2)=0= f(0)

lim f(z)= lim +/z(zx+2) =+4oc.

T—r+00 T—r+00

La funzione quindi ¢ continua a sinistra ma non a destra in x = —2 mentre ¢ continua a destra ma non a sinistra in
x = 0. Inoltre f non & superiormente limitata e non presenta asintoti orizzontali. Potrebbe avere quelli obliqui.

lim M: lim 733@_'_2) lim z12

= -1
r—+oc0 I r——00 €T T— 400 \/E
2) — 2
lm fz)—1 2= lim Va@s D -—s= lim SEXD-T
@—+00 z—-+oo etoo (x4 2) 4o

La funzione ha quindi I'asintoto obliquo di equazione y = z 4+ 1 per x — +oc.

2
2 [z[y/1+ 2
lim @: lim M_ lim —Y % _
Tr——00 X TrT—r—00 X r—r—00 i
2 2
. . . ¢+ 2r—=x . 2z
Jm S = (Fhe= lim Vele+2)te= lim e T 12 -2 -
x
quindi e presente I'asintoto obliquo di equazione y = —x — 1 per £ — —oo. Vediamo ora la derivata

1 1
—_— 4+ — se —2<2x<0
’ o 2v/x + 2 x2
f(z) = z+1

—_— se r < —2 oppure x > 0
z(x + 2)

Nel punto x = —2 la funzione non e derivabile a destra perché non € continua a destra. Potrebbe essere derivabile solo
a sinistra ma dal calcolo appena fatto risulta f’ (—2) = —oo, quindi non & derivabile neanche a sinistra ed il grafico



ha semi-tangente sinistra verticale. Per analogo motivo la funzione non ¢ derivabile né a destra né a sinistra in z = 0
ma [} (0) = +oo e il grafico ha semi-tangente destra verticale. Studiando il segno si ottiene che

fi(z)>0 se —2 <z <0 oppurex >0

() <0  sex<—2.
La funzione & quindi decrescente sulla semiretta (—oo, —2], crescente nell’intervallo (—2,0) e ancora crescente sulla
semiretta [0, +00). Dato che
1
lim f(z)= 3> 0= f(-2)

r——21

il punto x = —2 & di minimo locale. Analogamente, poiché

lim f(z) =4o0e f(0)=0
r—0~
anche il punto x = 0 ¢ di minimo locale. Essendo poi f(—2) = f(0) = 0 si ottiene anche che il minimo assoluto della
funzione e 0. La funzione non ha massimo e il suo estremo superiore vale +oco.

Esercizio 2 Studiare la convergenza, e la convergenza assoluta, al variare del parametro o € R, dell’integrale

generalizzato
+oo

T — asinx
73dx
T

0

Soluzione

Studiamo prima la convergenza all’infinito. Osserviamo che, per ogni a € R la funzione & positiva per x abbastanza
grande, quindi convergenza semplice e assoluta sono equivalenti. Utilizziamo il criterio del confronto asintotico. Risulta
che

z — asin(x) 1
a3 x
quindi V'integrale converge (e converge assolutamente) in un intorno di +oo per ogni valore di a.
Per x — 07 il segno della funzione integranda dipende dal valore di . Dallo sviluppo di Taylor della funzione seno

otteniamo che 5

sinx::c—g—ko(x‘l)
quindi
3
x—asinx:(l—oz)x—i—a%—i—o(x‘l)N(l—a)x se a # 1.

Da quest’ultima relazione, con 1'uso del teorema sulla permanenza del segno, otteniamo anche che la funzione in-
tegranda, in un intorno destro di 0, € positiva se & < 1 mentre & negativa se « > 1. Nel caso a < 1 si ha
che

T —asinz 1

— ~U-dz
e lintegrale in un intorno di 0 diverge positivamente. Quindi, complessivamente, I'integrale diverge positivamente.

Nel caso a > 1 si ha invece che I'integrale in un intorno di 0 diverge negativamente. Quindi, complessivamente,

Iintegrale diverge negativamente. Nel caso a =1 si ha che

T —asinx T —sinz

g + o(x)

3 x3

_’1

quindi l'integrale converge sia semplicemente che assolutamente in un intorno di 0. Raccogliendo i risultati si ha
che l'integrale converge semplicemente e assolutamente solo per @« = 1. Diverge positivamente per a@ < 1 e diverge
negativamente per o > 1.

Esercizio 3 Studiare la convergenza, al variare del parametro o € R, della serie

1
Z arctan (2) n2=o"
n [e3



Soluzione

La serie € a termini positivi, pertanto puo solo convergere o divergere positivamente. Utilizzeremo il criterio

del confronto asintotico. Se o > 0 allora nli)ngo e = 0 e, dallo sviluppo di Taylor dell’arcotangente centrato in 0,
otteniamo
arctan <1> ~ L
n2a n2a
quindi ,
2—a
arctan (nia> n2=" o nnza = na2+12a_2.

La serie pertanto converge se
aA?+20-2>1 <= a’*+2a-3>0 <= ac(—00,-3)U(l,+o0)

che intersecato con la condizione « > 0, fornisce 'intervallo di convergenza « € (1, +00).

. . 1
Se invece o < 0 allora lim —g =tooe
n—oo N%

. 1 T

lim arctan | — | = —
n—o0o n2a 2

quindi
1 9_a? 9—a? 1
arctan (7120‘) n ~n = W

che converge se
a?-2>1 «— a’-3>0 <= ac(—00,—V3)U(V3, +o0).

Quindi, intersecando con la condizione o < 0, otteniamo la convergenza per a € (—oo, —v/3). Per a = 0 la serie

diventa
T 9

"
n>1
che diverge positivamente.
La serie converge quindi per o € (—o0, —v/3) U (1, +00) e diverge positivamente per tutti gli altri valori di a.



