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Domanda 5 Sia f : R — R una funzione derivabile e strettamente concava tale che f'(0) = 1.
Allora risulta necessariamente che
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Domanda 7 La funzione f: R — R definita da f(x) = /Sinhtdt
x3
A) ¢ limitata superiormente B) ¢ limitata inferiormente
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C) ¢ debolmente crescente D) ha minimo

Domanda 8 Sia f : R — R continua e debolmente crescente e sia F'(z) = /f(t) dt. Allora risulta

necessariamente che
A) F(x) > 0 per ogni z € R B) F' ¢ limitata inferiormente

C) se f(0) > 0 allora F' ¢ debolmente crescente per z > 1 D) lim F(z)=+o0
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Domanda 9 Sia (a,,) una successione di numeri reali strettamente positivi tale che lim — = +o0.
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Allora risulta necessariamente che
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s < by, per ogni n. Allora risulta

Domanda 10 Siano (a,) e (b,) due successioni tali che 0 < a
necessariamente che

A) se Z a, diverge anche Z b, diverge B) se Z b, converge allora anche Z a, converge
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C) se Z b, converge anche Z(anbn) converge D) se Z b, diverge anche Z a, diverge
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Esercizio 1 Determinare, al variare del parametro o € R il comportamento della serie

S(en-1-2)

n

Soluzione

Osserviamo che, utilizzando il polinomio di Taylor della funzione esponenziale centrato in 0,
otteniamo, per n — oo

1 - 1
(63/”—1—%)\/5: {1+§+i+o(ﬁ)—1—ﬂ\/ﬁ:3 O‘+i3+o<—3)

n  2n? vn m
1 1

che e asintotico a T sea # 3 ea —5 se a = 3. Sempre dalla precedente espansione di Taylor si
2

n

n
deduce che il termine generale della serie ha parte principale di infinitesimo con coefficiente che ¢
definitivamente positivo se @ < 3 e definitivamente negativo se o > 3 (nel caso o = 3 infatti la
parte principale diventa L% che ha coefficiente positivo). Ne segue che per ogni valore di « la serie ¢

n
definitivamente a termini di segno costante ed & possibile applicare il criterio del confronto asintotico.

Quindi se o # 3 la serie e asintotica a un’armonica di ordine %, quindi divergente (positivamente se

a < 3, negativamente se a > 3). Se invece o = 3 la serie ¢ asintotica a un’armonica di ordine 2

27
quindi convergente.

Esercizio 2 Stabilire per quali valori del parametro reale a # 0, il seguente integrale converge

arctan(x'/®)

Jr+x

Soluzione

Osserviamo inizialmente che la funzione integranda ¢ positiva e continua per ogni x € (0, 1]
mentre per = 0 non ¢ definita. Esaminiamo prima il caso a > 0. In questo caso otteniamo che

lim '/ = 0.
z—0



Per determinare I'andamento asintotico dell’integranda utilizziamo lo sviluppo di Taylor dell’arco-
tangente nell’origine

arctant =t + o(t).
Con la sostituzione t = 21/* otteniamo che

arctan(z'/*) x4 o(zV/*) 2V fo(xVe)  xw 1
Veve — oPtr gi(l4ah) @b oo
Per il criterio del confronto asintotico si ottiene che I'integrale converge se e solo se 0;—;9 < 1 cioe se
a > —%. Dato che stavamo considerando il caso a > 0 otteniamo semplicemente che per ogni o > 0
I'integrale converge.
Se invece a < 0 otteniamo che
lim 2% = 400
z—07+
quindi -
: 1/
JL%L arctan(z'/) = B
e di conseguenza
arctan(x/®) 1 1
vVr+x

T Vrta oY

Dato che % < 1, dal criterio del confronto asintotico otteniamo subito che 'integrale converge anche
se a < 0. In conclusione I'integrale converge per ogni a # 0.

Esercizio 3 Studiare la funzione f(x) = (32% + 1)e”? determinandone asintoti, punti di massimo o

minimo locali, massimo e minimo o estremi inferiore e superiore e intervalli di concavita e convessita.

Soluzione

La funzione e definita per ogni x € R. Inoltre e di classe C* su tutto il suo insieme di definizione.
Vediamo i limiti. Utilizzando ad esempio il teorema di De 'Hopital otteniamo che

) . 3x?+1
im f(z) = Tim —~az —V
mentre

ml_l)rfoof(x) = (+00)(+00) = +00

Quindi f ha l'asintoto orizzontale sinistro di equazione y = 0. Con calcoli analoghi ai precedenti si
verifica immediatamente che

lim @ = +00
T—+00 €T

che implica la mancanza di asintoti obliqui. Osserviamo anche che f(x) > 0 per ogni x € R, quindi,
dal risultato sul limite a —oo ricaviamo che

inf f(z) =0

reR
e che f non ha minimo (assoluto). Dal risultato sul limite a 400 otteniamo inoltre che f non ha
massimo (assoluto) e che

sup f(x) = +o0.

zeR



Calcoliamo la derivata prima

f'(x) = e*"?(32% + 62 + 1).
La funzione esponenziale ¢ sempre strettamente positiva, quindi la derivata prima prende il segno del
polinomio 322 + 6z + 1 che ha radici x = —1 4 \/g dove la derivata si annulla. La funzione e quindi

crescente nelle semirette <—oo, -1- %) e (—1 + %, —|—oo> mentre ¢ decrescente nell’intervallo

(—1 — \/g,—l + \/§> Il punto z = —1 — \/g ¢ di massimo locale e il punto z = —1 + \/g e di

minimo locale. Vediamo ora la convessita calcolando la derivata seconda
f"(z) = e"2(32% + 120 + 7).

Anche in questo caso il segno ¢ determinato solo da quello del polinomio, che si annulla per z =

3
negativa se —2 — \/> <r <=2+ \/7 La funzione & convessa nelle due semirette <— ,—2 — \/7 )

e (—2 + g, +oo>, concava nell’intervallo (—2 \/; -2+ f) eidue punti z = -2+ f sono

di flesso.

—24 /2. La derivata seconda ¢ quindi positiva per z < —2 — § e per x > —2+ \/g mentre e



