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Domanda 1 Sia f : [-1, 1] — R una funzione derivabile, strettamente concava tale che f(—1) =3
e f(1) = —2. Allora, necessariamente

A) f ha almeno un punto di massimo locale e due punti di minimo locale

B) f ha uno e un solo punto di massimo locale

B
C) f & debolmente decrescente D) esiste almeno un punto dove f’ si annulla
v+ 1)log (1 +1
Domanda 2 La funzione f : (0,4+00) — R definita da f(z) = ( Jlog (1+5) e
x
A) concava  B) debolmente crescente
D
C) ha un asintoto obliquo D) non ha punti di minimo locale
en — 9n logn
Domanda 3 La successione a,, = —_— definita per n > 1
A) tende a —oo  B) tende a 0
B
C) tende a 400 D) non ha limite
1—e)?
Domanda 4 La successione a,, = —5—
S11 n  n
A) ¢ limitata B) ¢ limitata superiormente ma non inferiormente
C) ¢ limitata inferiormente ma non superiormente
C
D) non ¢ limitata né superiormente né inferiormente
$2
el (2t — 12
Domanda 5 Sia F(z) = /¥ dt. Risulta che
m — 2arctant
0
A) z =0 & punto di massimo locale per F' B) x = 0 & punto di flesso per F
C) z =0 & punto di minimo locale per F’
C

D) F non ha né punti di massimo locale né punti di minimo locale




w/2

1
Domanda 6 L’integrale generalizzato / dx
& & sin® (% — x) Vtanzx

0
A) esiste finito ~ B) non esiste

C) diverge a +00 D) diverge a —oo

Domanda 7 La funzione f : R — R definita da

ez2+x—1
T

flx)=4 0 sex =20

—2_21?0” sex <0

sex >0

A) ¢ derivabile in x =0 B) ¢ derivabile a sinistra ma non a destra in = = 0
C) e derivabile a destra ma non a sinistra in x = 0

D) non ¢ derivabile né a destra né a sinistra in z = 0

—1)"e *"log’n

Domanda 8 La serie Z (

n>1 n+l
A) converge semplicemente ma non assolutamente B) diverge a +00
C) ¢ indeterminata D) converge assolutamente

Domanda 9 Sia (a,) una qualsiasi successione tale che ) a, converga assolutamente.

n
necessariamente

A) >~ +/la,| converge  B) > a? converge

C) 3" a? diverge D) > aylogn converge

n

Domanda 10

lim ——M— 3 t sin t3
z—0 ] — cos T
0

A) vale 0 B) vale +o0
C) & un numero reale appartenente all’intervallo (0, 1)

D) & un numero reale maggiore o uguale a 1

Allora,
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Esercizio 1 Determinare i valori del parametro o € R per i quali converge la serie

-«

Z -
1 1
—~ 3 —i—arctan\/ﬁ

Soluzione
Ricordiamo che per t — 0 si ha
arctant =t + o(t)
quindi
! + arct ! ! + ! + ! ! ! +1+0(1) L
— 4arctan—==—+ —=+4o0|—=)=—| —= 0 ~—
n? vnoond o n vn NN vn

per n — oo. Ne segue che

nlfa nlfoz 1

1 1 1 a—

-3 +arctan T NG n
Poiché la serie data ¢ a termini positivi, dal criterio del confronto asintotico otteniamo la sua
convergenza da quella della serie armonica generalizzata

3 N 5
che converge per o — 5 > 1 cioe per a > 3.

Esercizio 2 Data la funzione
_ logz —a?

fla) = =55

determinarne insieme di definizione, punti di massimo e di minimo locali, asintoti, estremi superiore
e inferiore e insiemi di concavita e convessita.

Soluzione

La funzione e definita, a causa del logaritmo, solamente per z > 0, quindi I'insieme di definizione
¢ (0,400). La funzione ¢ derivabile, quindi continua, in tutto il suo insieme di definizione.
logz — 2> —00—0 B

lim = = —00
z—0t T 0t




quindi la funzione ha l’asintoto verticale x = 0. Come conseguenza immediata si ottiene anche che
I’estremo inferiore di f ¢ —oc.

. logx — a? . logx
lim —— = lim
r——+00 T r——+00 T

—z=0—00=—00

quindi non vi & asintoto orizzontale.

lim f(z) lim loﬂ—

—r = 5 1=-1
r—4+o00 I r—+o00 X
log
R

quindi la f ha I’asintoto obliquo di equazione y = —x.

1 —22)z — (logz — 2?) ~ 1—logx —a?
o 2

f(w) = (

ne segue che f/'(x) > 0 se e solo se

2 T

1 —a?—logz > 0.

Per risolvere questa disequazione osserviamo che per = 1 si ottiene 1 — 22 — logz = 0 e che la
funzione 1 — 22 —log x ¢ strettamente decrescente (la sua derivata vale —2z — % che ¢ sempre negativa
nell'insieme di definizione di f), quindi f'(1) =0e f'(z) > 0 se z € (0,1) mentre f'(z) < 0se z > 1.
La funzione ¢ quindi crescente in (0, 1] e decrescente in [1,+00) e di conseguenza x = 1 ¢ un punto
di massimo assoluto (quindi anche locale) e non ci sono altri punti di massimo o minimo locale. Il
massimo della funzione (quindi anche il suo estremo superiore) e f(1) = —1.

() = (=1 —2z)2? — (1 —logz — z%)2x _ _3—210gx‘

xt 3

% ed essendo la funzione logaritmo

. La f & quindi concava per z € (0,e%?), convessa per = > €32 ed ha
3/2

Si ha quindi che f”(x) > 0 se e solo se 3 —2logz < 0 cioe logz >
crescente, se e solo se x > €%/
un punto di flesso per x = e

Esercizio 3 Determinare per quali valori del parametro o € R converge il seguente integrale
generalizzato

1
j* — 1]

sinh x dx.
| log z|

Soluzione

Osserviamo subito che la funzione data non e definita per x = 0 e per x = 1. Tuttavia si ha che

2 «
e —1
lim usinhx =—=0=0
=0+ |log z| —00
percio la funzione e prolungabile con continuita in x = 0 e quindi integrabile in un intorno di
tale punto. Resta solo da esaminare il punto # = 1. Ricordiamo che sinhz = “=¢" quindi

sinh1 = 622—;1 # 0. Come conseguenza immediata abbiamo quindi che, per z — 1~

|x2_1|o¢ ] |x2_1|a
—sinhx ~ ————.
| log z| | log x|



Osserviamo ora che
|22 — 1% = |z + 1%z — 1|* ~ |o — 1|~

Inoltre
logz =log(l14+ (x—1))=(x—1)+o(z —1)

ne segue che
|22 — 1] |z — 1|* 1
| log x| |l — 1| +o(jlx —1]) |z — 1|1~
Essendo la funzione integranda positiva, possiamo applicare il criterio del confronto asintotico otte-
nendo la sua integrabilita se e solo se

l—-a<l <= a>0.



