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Domanda 1 Date due funzioni f,g : [0,1] — R derivabili con g(z) > 0 per ogni = € [0, 1] allora
necessarlamente risulta che

/f )log g(z dx—/f das logg )]l—j%dm

B) / /(@) log () dr = F(1)log (1) ~ F(0) log (0 / e
1 1 . 1 B
0) [ fatogglaydn =+o0 D) [ fla)loggla)dn = [logg(o)g @) f(@)] - [ F@g(o)do

Domanda 2 Sia f : (—1,1) — R una funzione continua. Allora, necessariamente

A) Ve > 0 risulta |f(z) — f(0)] <€
B) Ve > 0 36 > 0 tale che se |z| < § allora f(0) —3e < f(x) < f(0) + =
C) Ve >0, V0 > 0 se |z| < § allora |f(x) — f(0)] < e

B
D) Je > 0 tale che |f(z)| <e Vz e (—1,1)
273
Domanda 3 Sia f : R — R una funzione derivabile e sia F(x) = [ f(cosz)dz. Allora,
w/4
necessariamente
A) Fl(z) = — [ f'(cosz)sinzdx  B) F'(x) = 32*f'(cosz) — T (*g)
0
C

C) F'(x) =322 f(cos(s®)) D) F'(x) = 2*f(cos(32%)) - 5/ (*£)

1
< —. Allora risulta che

Domanda 4 Sia f : (0,400) — R continua e tale che >
x

f(z) — arctan — "

1 +o00
A) [ f(z)dz esiste finito  B) [ |f(z)|dx esiste finito
0 1

Q) Tf(x) dr = +00 D) Ofl|f(x)| dr = +00




Domanda 5 La serie Z cos(n)

et nlogn
A) converge assolutamente B) diverge
C
C) converge semplicemente D) & indeterminata
ezsin %Jrsinz sex >0
Domanda 6 Sia f : R — R definita da f(z) = Allora
224+z+1 sex<0.
A) f non ¢ continua in 0 B) f ¢ derivabile in 0
C
C) f & continua ma non derivabile in 0 D) f e derivabile ma non continua in 0

Domanda 7 Sia (a,) una successione di numeri reali tale che lim sin(a,) = 0. Allora, necessaria-

n—oo
mente
A) lim a, =0 B) lim cos(|a,|) =1
n—oo n—oo
. sin(ay,) i b
C) lim =1 D) lim e =1
n—oo an, n—oo
. n 1Y\ . 3
Domanda 8 La successione a,, = 5 + —)sin—conn>1
n n
A) & debolmente decrescente B) ¢ limitata superiormente
B
C) non ammette limite D) non ¢ limitata inferiormente

Domanda 9 Siano (a,) e (b,) due successioni di segno qualunque tali che a, # 0, b, # 0 per ogni

neNed a,e ). b,siano convergenti. Allora, necessariamente
n n

log [an| .
A) ;anbn converge B) Z h diverge
e B
C) Y ebr — e diverge D) Z oz (b2 converge
n n O n
2
, _ e” +1)(1 —cosy/x)(1l +sinx
Domanda 10 Sia f : (0,400) — R definita da f(x) = ( & _)(1)<2 n si;l/;;gl ) ) Allora
1 +o0
A) [ f(z)dz esiste finito  B) [ f(z)dx = +o0
0 0
B

C) Jrfoof(x) dr =400 D) Jf/?of(x) dx non esiste
1 0
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Esercizio 1 Data la successione a,, = R definita per n > 2, calcolare lim ————.
n— n—o0 n

Verificare inoltre se (a,) ¢ monotona.

Soluzione
Osserviamo che a,, = n® +n? +n + 1 quindi
i1 — =M+ +n+1)*+m+1)+1-n*-n*—n—1=3n>+5n+2

quindi

.yl — Ay o 3n?+5n+2
im ——=Jlim —M =

n—oo TLQ n—oo n2

3.

Per quanto riguarda la monotonia osserviamo che

2
3 +5n+2>0 <:)n>§oppuren<—1.

Considerando il fatto che n € N otteniamo che a,1 —a, > 0 se e solo se n > 2. Quindi la successione
(ay) € strettamente crescente.

Esercizio 2 Data la funzione f(z) = /222 — |z 4 1| determinarne gli insiemi di definizione, di conti-
nuita, di derivabilita di crescenza e decrescenza. Trovare inoltre i punti di massimo e di minimo locali
e assoluti, I'estremo superiore e inferiore e gli eventuali asintoti. Tracciare un grafico approssimativo
della funzione.

Soluzione

L’insieme di definizione di f e quello dove I’argomento della radice quadrata e maggiore o uguale
di 0, cioe
202 > |z + 1| <= —20 <2+ 1 < 22?

che ¢ equivalente al sistema di disequazioni

202 +x+1>0

202 —x—1>0



La prima disequazione e soddisfatta per ogni x € R mentre la seconda e verificata per x > 1 oppure
per 2 < —%. L’insieme di definizione di f ¢ quindi D = (—oco, —3] U [1,+00). La funzione ¢ continua
in tutto il suo insieme di definizione perché composizione di funzioni continue. Osserviamo ora che
x4+ 1> 0 seesolose x> —1 quindi sara

V222 4+x4+1= fi(x) sex < —1

f(z) =
V22 —x—1= fo(z) se —lﬁxg—%oppurele.

Calcoliamo le derivate:
, 4o +1 , dr — 1

xXr) = s €Tr) =
1) 222+ 1+ 1 2(7) 22?2 —x — 1

quindi
3 5
"(-1) = lim f{(z) = ———=, (1) = lim fi(z) = ———
P = dim file) == 1) = lim fie) = 2
ne segue che la funzione non ¢ derivabile per x = —1 che risulta un punto angoloso. Inoltre
lm fir) = —c0,  lim_ filx) = +oo

2

quindi f non e derivabile neanche nei punti —% e 1 dove risulta

1
f,_ (—§> = —0Q, f_/f_(l) = +00

e sono quindi punti a tangente verticale (o di semicuspide).
Vediamo ora gli eventuali asintoti.

lim f(z)= lim vV222+2x+1=+o0, lim f(z)= lim V222 —2—1=+400

r——00 r——00 T—+00 xr——+00

non ci sono quindi asintoti orizzontali. Controlliamo quelli obliqui. Per x — —oo risulta

flz) = m—\ﬂx\\/ :—\/_:c<1+£+0(%>):—ﬂx—;ﬁ—ko(l)

quindi a —oo & presente 1'asintoto obliquo y = —v/2z — NG . Invece per x — +00 si ha che

f(:c):mz\/im\/p%—zi—fx<1—5+o<x>> \/_a:—%+0(1)

quindi a +o0o & presente I'asintoto obliquo y = v/2x — ﬁi
Esaminiamo ora gli intervalli di crescenza e decrescenza studiando il segno della derivata prima.
Risulta che

1
f{(ﬂﬁ)20<:>43:+120<:>a:2—Z

e considerando che f = f; se © < —1 otteniamo che f{(z) < 0 per ogni z < —1. Allora la f ¢
decrescente su tutta la semiretta (—oo, —1].
Per quanto riguarda f, invece

1
fox) > 0= dr—-1>0<= 2z >~

W



quindi fj(z) < 0se =1 <z < —% e fj(x) > 0se z > 1. La f & quindi decrescente sull'intervallo

[—1, —%] e crescente sulla semiretta [1,+00). Riassumendo, la funzione & decrescente in (—oo, —%]
e crescente in [1,+o00). I punti x = —% e £ = 1 sono quindi di minimo locale. Considerando poi che
f(=3) = f(1) =0 e che f(z) > 0 per ogni z del suo insieme di definizione, si ha che i due punti
precedenti sono anche di minimo assoluto. Il minimo assoluto vale 0 e I’estremo superiore vale 4oc0.

Non esistono punti di massimo locale (e quindi neanche assoluto).

Esercizio 3 Determinare per quali valori del parametro o € R\ {0} esiste finito l'integrale genera-

lizzato
—+oco

/ arctan(z?/®) J

x + sin/x -

Soluzione

Osserviamo che la funzione integranda ¢ continua e positiva per ogni z > 0. Infatti il numeratore
¢ sicuramente positivo, mentre per il denominatore basta osservare che se 0 < 2 < 1 allora sin y/z > 0
mentre se x > 1 allora z +siny/z >z —1>1—-1>0.
Dobbiamo esaminare separatamente la singolarita in 0 e I'andamento all’infinito. Per x — 0
ricordiamo che sin /x = \/z + o(y/z) quindi

r +sinvr = Va(vVr +1+o0(1)) ~ V.

Per il numeratore si ha che se a > 0 allora 2%/ — 0 e arctan(z?%) = 22/* + o(z*?), quindi, per
x — 0 e a > 0siha che

arctan(z%/®) 1

x +siny/z e
e per il criterio del confronto asintotico la funzione ha integrale finito in un intorno di 0 se e solo se

1 2
—— =<1l —a<4
2 «

quindi per ogni o > 0.

Se invece a < 0 allora 22/

— 400 e arctan(z?*) — Z, quindi

arctan(z%/®) 1

r+siny/r
che ha integrale finito. Allora I'integrale generalizzato esiste finito in un intorno di 0 per ogni valore
di a.
Vediamo ora l'integrabilita all’infinito. Per il denominatore, essendo la funzione seno limitata si ha
che z + siny/z ~ z. L’andamento del numeratore dipende invece dal valore di «. Se a > 0 allora
per © — o0 si ha che 2%/* — 400 e arctan(z?*) — I quindi

arctan(x?/®) 1

~S —

r+sinyz

che ha integrale uguale a +00. Se invece a < 0 allora per © — o0 si ha che 2%/
2/ 4 o(2**) quindi

@ — 0 e arctan(z?®) =

arctan(x?/®) 1

r+sinyr o gl-i
che ha integrale finito se e solo se 1 — % > 1 condizione verificata da ogni a < 0. Quindi l'integrale
proposto e finito se & < 0 mentre vale +00 se o > 0.




