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Rispondere alle seguenti domande inserendo la lettera corrispondente all’unico risultato corretto nel
riquadro. Ogni risposta esatta vale 1, ogni risposta sbagliata vale -1, ogni risposta mancante vale 0.

1

Domanda 1 Sia f : [0,1] — R una funzione derivabile. Allora, necessariamente /f(m)f’(x) dx =
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Domanda 2 Sia f : [—2,2] — R una funzione derivabile. Allora, necessariamente
2 ) 2(z) — f2(1 ,
Y R (RN LG T
z— r—1

B

C) esiste 7o € (—2,2) tale che f'(zo) =0 D) f(2)f(=2) < f(0)?

Domanda 3 Sia F(z) = / e dt per ogni = € R. Allora

241

A) F & crescente in R B) F' ha un punto di minimo locale per x = 0

D

C) F e limitata inferiormente D) F(x) <0 per ogni z € R

Domanda 4 Sia f : (0,1] — R continua con f(z) > 0 per ogni x € (0,1] e tale che

lier f(z)Vsinx = 2. Allora

z—0

A) / f(z) 4+ 1dx diverge positivamente  B) / f(z) dz esiste finito

C) /fQ(a:) dx esiste finito D) /f(x) dx diverge positivamente



Domanda 5 Sia f(x) = arctan(z? + 1)e*. Allora

2
A) fl(z) = " (Wiz_,_g — sin(2z) arctan(z? + 1))
2 .
B) f/(x) — x;:(f:f 2sinx cosx +arctan(x2 + 1)6005230
2 2x + 1

C / — cos? t 2 1 cos“ x
) f'(x) = e® Tarctan(z® + 1) + e arctan(2 1 1)

COS2 x

D) f'(z) = T e?sinTeosT gretan(z? + 1)

Domanda 6 Sia (a,) una successione di numeri reali tale che lim — = 3. Allora, necessariamente

n—oo M2
A) lim a, =9 B) (a,) € debolmente crescente
n—oo
C
C) (ay) ¢ limitata inferiormente D) lim a, =0
n—oo

Domanda 7 Siano (a,) e (b,) due successioni di numeri reali tali che b, # 0 per ogni n € N e
lim a, = lim b, = 1. Allora, necessariamente

n—oo n—oo
A) zn: a, — b, converge B) zn: Z—: diverge positivamente
B
C) Z ay (b, — 1) converge D) Z a, log |b,| non converge
Domanda 8 Sia f : R — R definita da f(z) = xsin®*z. Allora
A) f ha infiniti punti di minimo locale B) 2 = 0 & un punto di minimo locale per f
A

C) lim f(z) =400 D) f non ¢ derivabile in x =0

T—00

Domanda 9 La successione

A
1
A) diverge a —oo B) tende a 8 C) non ha limite D) tende a 0

1 1
Domanda 10 La seri log (14 = | (n* +3n) (1 —cos =
man aserle; og( +n3)(n + n)( cosn)
A) converge assolutamente ~ B) ¢ indeterminata

C) diverge positivamente D) converge semplicemente ma non assolutamente
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Esercizio 1 Calcolare il limite della successione a,, = | sin — )
n

Soluzione

Ricordiamo che per t — 0 si ha:

t2
sint =t + o(t), cost:1—§+0(t2)

o 1 . 1
quindi, osservando che — — 0 per n — 0o, possiamo porre ¢t = — e ottenere
n n

= (02 o0 (o (£)) (0 2)
B (i i (H) o (%“ ! 0<1>>) - (% +o (%)) (~logn)log(1 + o(1))

logn logn
T o2 +O< n?

)o(l)—>0 per n — oo

dove nell’ultimo passaggio abbiamo usato lo sviluppo di Taylor del logaritmo log(1 + t) = ¢ + o(t)
con t = o(1). Quindi lim a, = ¢® = 1.
n—o0

Esercizio 2 Studiare la funzione f(z) = e +2+1 determinandone insiemi di definizione, continuita
e derivabilita, asintoti, estremi superiore e inferiore, punti di massimo o di minimo locali e assoluti,
insiemi di concavita e convessita e tracciarne un grafico approssimativo.

Soluzione

Osserviamo prima di tutto che f ¢ pari. La funzione ¢ inoltre derivabile (e quindi continua) in
tutto R, dato che il denominatore dell’esponente non si annulla mai. Vediamo i limiti:
lim L

1 4
lim e 2241 = erotoe 2%+l = 0 — ]
Tr—400



lo stesso dicasi per il limite a —oo data la parita di f. Abbiamo quindi ’asintoto orizzontale y = 1.

Calcoliamo la derivata.
1 2z

flx) = e_mm

quindi f’(z) > 0 se e solo se x > 0, f'(z) < 0 se e solo se x < 0 ¢ f(0) = 0. Ne segue che f

¢ decrescente sulla semiretta (—o00,0) e crescente su (0,+00). Il punto x = 0 ¢ quindi di minimo

assoluto e il minimo di f & f(0) = —. Non ci sono altri punti di massimo o minimo locali dato che la

derivata si annulla solo in 0 e il dominio di f ¢ un insieme aperto. La funzione non ammette massimo

e sup f = 1 dato che f & crescente in (0, +00) e lirf f(z) = 1. Vediamo la convessita calcolando la
T—>+00

derivata seconda. 9 _ Gt
1 — 0

" — w24l —

f (‘T) € (]f2 + 1)4

37
f’(z) < 0perz< —{*/g e per x > </§ mentre si annulla per x = :l:f/g. La f ¢ quindi convessa

nell’intervallo (—f/g, %) e concava in ciascuna delle semirette (—oo, —y %) e <</g, +oo>. I punti

x = i% sono di flesso.

quindi il segno ¢ determinato da quello di 2 — 6z*. Ne segue che f”(x) > 0 per —(‘/g <z < (‘/I

“A

157

05T

1
Esercizio 3 Determinare per quali valori del parametro v € R la funzione f(z) = — arctan(z®)
x

risulta integrabile in senso generalizzato sulla semiretta (0, +00).

Soluzione



Dobbiamo analizzare separatamente ’andamento di f in un intorno di 0 e di +oo dato che
in un intorno del punto z = 0 la funzione potrebbe non essere limitata per qualche valore di «.

T .

Cominciamo con I'andamento a +oo. Osserviamo che |arctan(z®)| < 5 per ognia € R,z > 0. Quindi
™

|f(z)] < 553 & per il criterio del confronto, la f ¢ assolutamente integrabile (quindi integrabile) in
x

un intorno di +o00 per ogni o € R. L’integrabilita sara quindi determinata solo dal comportamento

in 0. Ricordiamo che
arctant
m—— =
t—0 t

quindi, se & > 0 abbiamo che 2% — 0 per z — 0" e di conseguenza

che e integrabile in 0 se e solo se 2—a < 1, quindi o > 1. Per il criterio del confronto asintotico quindi

T s
anche f ¢ integrabile se a > 1. Se invece o = 0 risulta arctan(z®) = gesea< 0 arctan(z®) — B)

1
per @ — 0, quindi in entrambi i casi f(z) ~ — per x — 0" e per il criterio del confronto asintotico
x

non ¢ integrabile. Concludendo la f & integrabile sulla semiretta (0, +00) se e solo se o > 1.



