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Rispondere alle seguenti domande inserendo la lettera corrispondente all’unico risultato corretto nel
riquadro. Ogni risposta esatta vale 1, ogni risposta sbagliata vale -1, ogni risposta mancante vale 0.

logg 81

logs V3 -

Domanda 1

B) 8 C) logz 81 —logsv3 D) log,(81 — V/3)

T

Domanda 2 Data f: R — (0, +00) di classe C!, sia F(z) = /th(t). Allora, necessariamente

2

A
A) F ¢ crescente in R B) esiste finito lim F(x) C) F(0)=0 D) F ¢ concava in R
Domanda 3 La successione a,, = log+/n — 2n, n > 1
A) non ha limite B) ¢ decrescente e inf a,, = —o0

B
C) & decrescente e inf a,, = logh — 10 D) e crescente e sup a,, = +00

n

Z, Allora
+1

Domanda 4 Sia z =

A)Re(2)=1 B)|z|=

V2 . )
2

Domanda 5 Sia f(z) = bz — x2 Allora
log” x
A) y =5 ¢ asintoto orizzontale per x — +o0 B) non esiste lim f(z)

r—1

C) f non ha asintoti obliqui D) y = 5z — 1 & asintoto obliquo per x — —o0




Domanda 6 Data f : R — R continua con f(z) > 0, Vx € R poniamo G(z) = /f(t) dt. Allora,
0

necessariamente
A) G'(z) = f(22) B) G'(z) = f(z*) — f(0) C) G ha un punto di minimo per z =0
C
D) G(x) >0 per z >0e G(x) <0 perz <0
. 1
Domanda 7 La serie Z Vn sin =
n>1
C
A) diverge positivamente B) ¢ indeterminata C) converge D) e a segni alterni
Domanda 8 La disequazione |z —i|* < 4, 2 € C
A) ha due sole soluzioni non reali B) ha una sola soluzione reale
C
C) ha infinite soluzioni reali D) non ha nessuna soluzione reale
o . (3)" + (1)
Domanda 9 Si consideri la successione a,, = ~=~———, n > 2. Allora
nlogn
A) lim a, = 40 B) a, non ¢ limitata inferiormente C) esiste finito lim a,
C
D) da (a,) si possono estrarre due sottosuccessioni convergenti a limiti diversi
Domanda 10 Sia f : R — R una funzione di classe C! tale che f(2) =2 e f/(2) = 3.
Allora lim M
r—2 €r — 1
B

3
A) vale 2 B) vale 0 C) non esiste D) vale +oo
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Esercizio 1 Dire se converge il seguente integrale generalizzato ed eventualmente calcolarne il valore

1/e?

1
[
xr + xlog” x

0

Soluzione

Osserviamo che la funzione integranda e continua sull’intervallo (O, e%] dato che il denominatore
si annulla solo per x =0 e x = % Applicando ripetutamente il teorema di de I’Hopital si ottiene

che hm+ zlog® x = 0, quindi la funzione non & limitata nell’intorno di 0. Per quello che riguarda la
z—0

convergenza dell’integrale, basta quindi verificare se esiste finito il limite

1/€2
1
lim ————dv
e—0+ r+xlog’x
&
Eseguiamo la sostituzione y = log x ottenendo che
1/62 —92
1 1
[ o= [
x + xlog’ 1493
€ loge
Dato che lim loge = —o0, l'integrale dato convergera se e solo se convergera l'integrale
e—0
-2
1
d
/ Ty

—00

Dato che 7 +1y3 ~ y%, per y — —oo per il criterio del confronto asintotico l'integrale converge. Cer-
chiamo ora una primitiva della funzione razionale 5 +1y3.

complesse coniugate e si fattorizza nel seguente modo:

Il denominatore ha una radice reale e due

L+y’=1+y)*—y+1)
Cerchiamo quindi tre coefficienti A, B, C' € R tali che risulti:

1 A By+C
1+y3 14y y2—y+1




Applicando il principio di identita dei polinomi si ottiene il sistema lineare

A+B=0
{B+C—A:
C

A+C=
che ha come soluzione A = % = —%, :§ Quindi
1 1 1 -442 1 1 2y — 4
5d :‘/ +/ CR— dy=—10g|1+y|——/2y—dy=
1+y 3) 1+y y —y+1 3 6) yv“—y+1

1 1 1 dy 1 (1+y? 1 2 1
= “log|l4y|— - log(y?—y+1)+= [ — = “log T 4 " arctan | = (y— -
3 log L4yl = logly y+)+2/?ﬂ—y+ﬂ, 6% i1 o s\ Te)) T

1/e? -2 -2
1 1 1
———dr = dy = lim dy =
/Jc+xlog3x /1+y3 LA 1493 Y
0 —00 r

.1 (1+7y)? 1 ( 2 ( 1))}2
= lim |=-log —%— + —arctan | — —_ = =
’"H"O{G gyz_y+1 V3 V3 Y75

11 1+ ! t =5 li (lo (1+7) + 1acta (2( 1)))
= —log = + —= arctan — — lim ———— 4+ —arctan | —= [ r— = =
6 273 V3 e \6 1 \/3 3 2
5
:——log7——arctan—+

6 V3 f2\/_

Esercizio 2 Dire per quali valori del parametro a € R converge la serie

Z ( 1+ m — 1) (logn)?~

n

Soluzione

Per prima cosa notiamo che la serie e deﬁnita per n > 2 ed e a termini positivi. Osserviamo
inoltre che per ogni valore di o € R risulta hm ( 1

—log me = 0, quindi ponendo t = 5 e ricordando
che V141 =1+ %+ o(t) si ottiene che

(]ﬂjﬁéﬁg—i)@%m%az(1+Zmézﬁ—1+o(agéﬁﬂ)a%nﬂﬂw

1 1
~ 1 2—« - -
n(log n)a( og ") n(logn)2e—2

Ricordiamo ora che (applicando ad esempio il criterio dell’integrale) le serie del tipo

1
; n(logn)?

covergono per 3 > 1. Per il criterio del confronto asintotico avremo quindi che la serie data converge
per 2a — 2 > 1 cioe per a > %




x
Esercizio 3 Sia F(z) =1 — / te " dt. Determinare Dinsieme di definizione, i limiti, la monotonia

1
massimi e minimi locali e assoluti, estremi superiore e inferiore, convessita e punti di flesso di F'.

Soluzione

La funzione integranda e continua e definita per ogni ¢ € R quindi anche la F', che ne ¢ una
primitiva, & definita su tutta la retta reale e risulta almeno di calsse C'. Osserviamo che ¢ possibile
calcolare F' esplicitamente, infatti:

ot * 7% _ o1
Fla)—1- [_] et

e da questo tipo di espressione si vede subito che F' e pari. Sara quindi sufficiente studiare F' sulla
semiretta [0, +00) e simmetrizzarne il grafico. Calcoliamo il limite all’infinito:

quindi F' ha un asintoto orizzontale di equazione y =1 — % Vediamo ora la derivata:

2

F'(x) = —ze™™

che ¢ positiva se e solo se z < 0 (dato che la funzione esponenziale assume sempre valori positivi).
Quindi la F' ¢ crescente sulla semiretta (—oo, 0] e decrescente sulla semiretta [0, +00); ne segue che
3 _ 1

r = 0 ¢ un punto di massimo assoluto e F'(0) = 35 — 5. ¢ il massimo della funzione. Per lo stesso

motivo l'estremo inferiore ¢ 1 — 21—6 Per la convessita studiamo il segno della derivata seconda (la F’
e di classe C*):
F'(z) = —* (1—22?%)

quindi F”(z) > 0se e solo se 1—22? < 0 ciot z* >  che ¢ verificata per z € (—oo7 —?) U <72, oo).

+
La F' e quindi convessa in ciascuna di queste due semirette e concava nell’intervallo (—\/75, g) I

punti x = :l:*/T5 sono punti di flesso per F.



