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Esercizio 1

Verificare che le curve

t sinh ¢
() = at) = teR

V1412 cosht

sono equivalenti. Dire inoltre se sono curve regolari.
Soluzione

Per provare l'equivalenza e sufficiente trovare una funzione ¢ : R — R invertibile tale che
a(t) = v(¢(t)) per ogni t € R. La ¢ dovra quindi risolvere il sistema

sinht = ¢(t)
{ cosht = /14 (¢(t))?

che ¢ automaticamente verificato grazie all’'uguaglianza cosht = /1 + sinh?¢. Osserviamo ora che
¢ ¢ derivabile e che ¢/(t) = cosht > 0 per ogni t € R quindi ¢ ¢ strettamente monotona e pertanto
invertibile. Questo dimostra I’equivalenza fra v e . Vediamo ora la regolarita calcolando le velocita

delle due curve. .

a)= (o) A= .

| (t)] = cosh®t + sinh®¢ = 1+ 2sinh®t >0,  [§(t)] =1+

2

1+1¢2

quindi entrambe le curve sono regolari.



Esercizio 2

Calcolare I'integrale doppio / 2y dz dy dove D e l'insieme che ha per frontiera parte dell’asse x

D

e il sostegno della curva y(t) = (f - ilonsff) t € [0,27]. Si consiglia 'uso delle formule di Gauss —
Green.

Soluzione

Osserviamo, anche se non e necessario per la soluzione dell’esercizio, che il sostegno della curva
~ ¢ un arco di cicloide. In particolare si consideri che 1 — cost > 0 quindi il sostegno di v e tutto
contenuto nel semipiano y > 0 e che D(t —sint) = 1 — cost > 0 per ogni t € (0,27), quindi v & una
curva semplice. Questo garantisce che I'insieme D e ben definito.

Dalle formule di Gauss — Green otteniamo che

/dexdy:/ag(yg)da:dy:—/y2dx
D D Y o+D

Osserviamo ora che la frontiera di D e formata da due curve: 4 e a dove 4 ¢ la curva v percorsa nel
verso opposto e « & la parte dell’asse x compresa fra 0 e 2. La funzione integranda y? & nulla sul

sostegno della curva «, quindi
— / dex:—/dex:/dex

otD ol Y

Per calcolare questo integrale ricaviamo la velocita di v:

0= (")

quindi
2w 2m
/y2d$:/(1—cost)2(1—Cost)dt:/l—3cost+3<3082t—cos?’tdt:
o
i sin®]7"
:27T—3[Sint](2)7r—|—371'—/COSt(l—Sin2t)dtI57T— {Sint— 3 } = 5.
0

0



Esercizio 3

Calcolare 'integrale superficiale / V14 22 4+ y?do dove ¥ ¢ la supeficie

L= {(wy,2) €R® 22— =P =1, 0 < 2 < V0]

Soluzione

La superficie X & una porzione di iperboloide. Ricaviamo la variabile z dall’equazione implicita
di X:

z=4\14+a2+y2=/1+22+y2

dato che deve essere z > 0. La superficie quindi & di tipo cartesiano, grafico della funzione f(z,y) =
/14 x2 4+ y2. Dobbiamo trovare ora il dominio di base. Dal sistema di disuguaglianze 0 < z < /10

ricaviamo
0<+v1+22+y2<VI10

quindi 22+ »? < 9. Quindi il dominio da considerare per la funzione f sara il disco di centro 'origine
e raggio 3:
D ={(z,y) e R* :2” +y* < 9}

Determiniamo ora il gradiente di f:
x Y

. N N -
V1t a2 RV N

Il modulo del vettore normale alla superficie sara quindi:

fac:

1+ 22 +y?

2
IN| = /—1+]Vf|2—\/1+2x + y?)

Allora l'integrale superficiale cercato e:

1+ 2(2?
/\/1+x2—|—y da—/\/1+x2+y\/ + x+y d:vdy:/\/1+2(x2+y2)dxdy
D

L+ 22+ 92

e utilizzando le coordinate polari:

3
- % (19%2 1)

27 3

1
/d@/\/l—i—szpdp:Q?T {6(1+2p2)3/2]
0 0

0



Esercizio 4

Trovare l'insieme di convergenza puntuale della successione di funzioni f,(z) = z*n*(1 — z)™.
Determinare inoltre la funzione limite e dire se la convergenza e uniforme sull’insieme di convergenza
puntuale.

Soluzione

Osserviamo che

0 se D<o <?2
. " 1 sex =0
JL%(l_x) - 400 sex <0

non esiste sex > 2

quindi, tenendo conto del fatto che f,,(0) = 0 per ogni n € N, si ha che

0 se)<x<?2
lim f,(z) = {—i—oo sex <0
nee non esiste se x > 2

L’insieme di convergenza puntuale della successione ¢ [0,2) e la funzione limite ¢ f(x) = 0. Per
verificare I'eventuale convergenza uniforme sull’insieme [0, 2) dobbiamo calcolare

sup |fn(x) — f(x)| = sup }x2n3(1 — m)”| > lim |2°n*(1 —2)"| = 4n®
z€[0,2) z€[0,2) z—27

Ma lim 4n3 = +o0, quindi per il teorema del confronto anche

n—oo

lim sup [f,(x) — f(2)| = +00

n—00 2.¢(0,2)

e la convergenza non e uniforme.



