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Esercizio 1

Studiare la convergenza puntuale, assoluta, uniforme e totale della serie di funzioni:

i(_l)n+1cos(4nx)
— n?+3

Dire inoltre se la serie delle derivate converge totalmente sull’insieme di convergenza puntuale.
Soluzione

Osserviamo che

4nx)
e cos(
ilelﬂg (=1) n?+ 3

n=1 n= n=

e quest’ultima serie converge perché ¢ una serie armonica di esponente 2. La serie quindi converge
totalmente, e di conseguenza anche uniformemente, assolutamente e puntualmente, in tutto R. La
serie delle derivate risulta essere

- 4
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n
quindi
> 4n . 4n =1
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e quest’ultima serie diverge. La serie delle derivate quindi non converge totalmente sull’insieme di
convergenza puntuale.



Esercizio 2

el +1
log(1+1t)+t+1
retta tangente a 7 nel punto di coordinate (2, 1).

1
Data la curva y(t) = ( ) con t € —3 5} trovare I’equazione cartesiana della

Soluzione

L’equazione vettoriale della retta tangente e:

(z') — G) +s4(ty), sER

dove ty ¢ il valore di ¢ per il quale la curva « passa per il punto (2,1). Per determinare t, basta
risolvere il sistema di equazioni:

et4+1=2

log(1+t) +t+1=1
che ha come soluzione t = 0.
La velocita di v e:

e nel punto ty =0

Sostituendo risulta:
r\ (2 4 1
y) \1 2
Per determinare I’equazione cartesiana basta eliminare la variabile s dal sistema di equazioni:
r=2+s
y=1+2s

ottenendo y = 2z — 3.



Esercizio 3

1 2
Data la forma differenziale lineare w = dxr — Y +log(y+1) | dy
1—(z—y?)? 1—(z—y?)?

stabilirne I'insieme di definizione. Verificare che la forma e esatta, specificando su quale insieme e
determinare la primitiva che nel punto (0,0) vale 5.

Soluzione

La forma ¢ definita dove 1 — (z — 3?)> > 0 e y + 1 > 0, quindi dove |z —y*| < 1 e y > —1 che
corrisponde al sistema di disequazioni:

Vv —-l<ax<y’+1
y>—1

Geometricamente tale insieme e l'intersezione della zona compresa tra due parabole parallele con
I’asse concidente con l'asse x e un semipiano.
Verifichiamo che la forma ¢ chiusa. Indicando con X e Y le componenti della forma si ha:
—2y(x — 5?
X, ye—y)
V= @ -2

L’insieme di definizione di w ¢
Q={(z,y) eR*: > ~1<o<y*+1, y> -1}

che e semplicemente connesso, quindi w e esatta. Determiniamo una primitiva U integrando prima
rispetto a x e poi a y.

= arcsint + ¢(y) =

z—y?=t r—y2=t

1 dt
Ulr,y) = / dercb(y) :/\/1—th+¢@)
= arcsin(z — y?) + é(y)

Derivando rispetto a y si ottiene:

sostituendo nell’equazione U, =Y si ha:

¢'(y) = —log(y + 1)

e integrando rispetto a y si ottiene:

¢(y):—/log(y+1)dy+c:—(y+1)log(y+1)+y+1+c

Allora
U(r,y) = arcsin(x —y°) — (y+ D log(y +1) +y+ 1 +c

Per determinare ¢ utilizziamo la condizione U(0,0) = 5:
5=U(0,0) = arcsin0 — 1logl + 1+ ¢

quindi ¢ =4 e U(z,y) = arcsin(z — y?) — (y + 1) log(y + 1) + y + 5.



Esercizio 4

Calcolare I'integrale superficiale

/ a:yerQ do

2

y
dove ¥ e la superficie cartesiana di equazione z = 3z — f et” dt, 0 <z <2 1<y<A4.

Soluzione
Indichiamo con D l'insieme del piano:
D={(z,y):0<z<2 1<y<4}

Yy

e con [ la funzione f(z,y) =3z — [ e’ dt. Allora X ¢ il grafico di f sul dominio D. Calcoliamo il
1

gradiente di f.

f$ == 37 fy — —Gy
Quindi
/xy62y2 do = /xyerQ\/ 1+ |Vf|]2dxdy = /xy62y2 V10 + e2? da dy =
5 D
2 10+e3 119 10432
:/a:d:v ye? v \/10 + e2v? dy—[ } / —Vtdt = —{ tS/Q} —
0 10-+e2 2 L3 102
1 3 3
=2 ((10+e?)7 = (10+¢2)7)



