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Rispondere alle seguenti domande inserendo la lettera corrispondente all’unico risultato corretto nel
riquadro. Ogni risposta esatta vale 1, ogni risposta sbagliata vale -1, ogni risposta mancante vale 0.

Domanda 1. Siano f, g : [0,2] — R due funzioni di classe C'. Allora, necessariamente:

2 [ fdgte)ds = ([ foyae) ([ oto) o)

j‘f(x)g(@ dr = £(2)g(0) — £/(0)g(2)
Q) Off<x>g<x> de = [ J()de+ fg<x> da
/

f'(@)g(x) de = f(2)9(2) — £(0)g(0) — Off(w)g (z) dz

Domanda 2. Sia f: R — R una funzione tale che liH(l) f(z) = 0. Allora, necessariamente:
—

A) 3o >0: f(z) =0Vx e (=4,0).

B) 35 > 0: f(x) #0 Vx € (=6,0) \ {0}.

C)30>0: f(x) >0Vz e (0,6) e f(x) <0Vxe (—6,0). D
D) la funzione f definita da f(x) = f(x) se z # 0, f(0) = 0, & continua nel punto x = 0.

sinz

Domanda 3. Data f € C'(R) poniamo F(z) = f f'(t) dt. Allora, necessariamente

A) F'(z) = f(sinz) — f(0) B) F'(x) = f’(smx) C
C) F(x) = f(sinz) — f(0) D) F'(z) = —f'(x)

Domanda 4. Sia f : [2,4+00) — R continua tale che liril f(z) = 0. Allora, necessariamente:
Tr—r+00

A) f( ) dx converge B) /f(x) dxr = +00

2

C) f(z) ~ % per x — +00 D) / f(z) dz converge

Domanda 5. log, 4 — log, 16 = B

log, 4
A) —log12 B) -2 —— D) —4
) —log ) log, 16 )




Domanda 6. La parte immaginaria del numero complesso — e:
e

A) sin(—1i) B) —1 C) —i D) —sinl

Domanda 7. Sia f(z) = ) con z > 0. Allora f'(z) =

A) 2z 2 B) z(**) C) ) (2zlog x + ) D) non & derivabile

Domanda 8. Sia (a,) una successione di numeri reali tali che lim a,, = —oco. Allora

n—oo
A)Ve>0dm e Ntalechen >n = |a,| <¢
B)VM >03n € Ntalechen>n=—a, < -M
C) 3M > 0 tale che ¥n € N risulta a,, > M
D)VM >0, Vi e Nsihachen>n—=a, < —M

Domanda 9. Se z = a + b, con a,b € R, allora:

A)z+Z=2a B)z—z=0 C)z—z=]|7| D)z—z=2b

Domanda 10. Siano (a,) e (b,) due successioni di numeri reali tali che lim a, = lim b, = 0.
n—oo n—oo
Allora, necessariamente:
[e’] 1 (e%e]
A) > apb, converge B) se b, ~ —; si ha che > ayb, converge assolutamente
n=1 n n=1

o

C) > aub, diverge D) > a, < > by,
=1 n=1 n=1

n




Rispondere alle seguenti 5 domande inserendo il risultato nel riquadro. Ogni risposta esatta vale 1,
ogni risposta sbagliata o mancante vale 0.

o0

Domanda 11. Calcolare /e% dzx.

0

N | —

Domanda 12. Trovare estremi superiore e inferiore dell’insieme

A= {(—1)n+lL, ne N}
n+1 supA=1, infA=-1

—+00
5 — E
Domanda 13. Calcolare lim z* 0GOS

T—00 3 + sinx

Domanda 14. Trovare il minimo dell’insieme {n? — 5n + 7, n € N}

cotanx
1 + (logsinz)?

Domanda 15. Calcolare la derivata della funzione f(x) = arctan(logsin z)



Universita di Pisa - Corso di Laurea in Ingegneria Civile dell’ambiente e territorio

Analisi Matematica |
Pisa, 19 luglio 2005

(T s I B O O

(Cognome) (Nome) (Numero di matricola)

Esercizio 1 Calcolare il limite della seguente successione:

log(n!)

Qn

Soluzione
Utilizzando la maggiorazione n! < n™ si ottiene che

| n
0 < log(n!) < log(n™) _nlogn _logn

- n? n? n? n

logn
ed essendo lim —— = (), il teorema dei carabinieri ci garantisce che lim a, = 0.
n—oo M n—00

Alternativamente si puo utilizzare la formula di Stirling per 'andamento asintotico del fattoriale:

n! ~ <ﬁ>n V27mn. Quindi
e

1 n! n\"

Dalla formula di Stirling si ha che

n!
n—+00 (%) 2mn
e
. ny\" . n(logn —1) + $(logn + log(2))
lim — log <<—> 27m> = lim 5 =
n—oo 1, n—o00 n

Ne segue che lim a, = 0.
n—oo



Esercizio 2 Trovare tutti gli @ > 0 per i quali la funzione

1—cosz \“
f(x) = <1og<1+|x|>> e 70

0 sex =0

¢ derivabile in R.

Soluzione

La funzione f e sicuramente derivabile in tutti i punti dove 1 — cosx # 0 essendo composizione
e quoziente di funzioni derivabili (il denominatore si annulla solo per z = 0). Nel punto z = 0

calcoliamo il limite del rapporto incrementale:

i =IOy (Lmems Y7Ly LU> L

20 log(1 + |z| x  2=0\ |z|+ o(x) x
. [ Esgnz+o(x)\“ 1 . x| (24 0(0)\"

lim | =————= ] —=Ilim

20 1+0(1) x 220 x \1+o0(1)

Se 0 < a < 1 il limite non esiste (il limite destro ¢ diverso dal sinistro), mentre se o > 1 il limite
vale 0. Quindi la funzione f & derivabile in x = 0 per tutti e soli gli @« > 1. Se invece z = 2k7 con

k € Z e k # 0, dobbiamo valutare il limte del rapporto incrementale:

i 1 1 —cosz
im
v—2kr x — 2km \log(1 + |z)

Eseguiamo la sostituzione y = x — 2km ottenendo:

o1 1 —cosy 1 %+0(y2) :
lim — = lim — =
2y \ogr yr2om)) ~ 420y \Tog(l + Iy + 26m)

1 -y 1 "
— 1 Z 4ol
log(1 + [2k7|) y y \2 +oll)

1 1
e questo limite esiste se solo se a > —. Infatti se 0 < a < = il limite destro e diverso da quello

sinistro. In conclusione la funzione f e derivabile in tutto R per o > 1.



Esercizio 3 Calcolare il seguente limite:

. _m2
lim e "7 dx.
n—oo

Soluzione

Fissato M > 1 ed eseguendo la sostituzione nx =t si ha che:

M Mn

/e_”%2 dr = l / et dt
n

1 n

quindi, passando al limite per M — oo si ottiene che

o0 o) o0

1 1
/e_"%2 dr = —/e_t2 dt < — /e_t2 dt
n n
1 n 1
Dato che I'ultimo integrale e convergente, la funzione et o maggiorabile ad esempio con 2 si ha
che
o o0
1
0< lim [ e™dr< lim - [ e dt=0
n—o0 n—oo M,
1 1

e il limite cercato vale 0.



