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T e O 0 A
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(Cognome) (Nome)

(Numero di matricola)

Rispondere alle seguenti domande inserendo la lettera corrispondente all'unico risultato corretto nel
riquadro. Ogni risposta esatta vale 1, ogni risposta sbagliata vale -1, ogni risposta mancante vale 0.

Domanda 1 Sia f(x) = g, x # 0. Allora

oo T a0
A) [ f(x)dx converge B) | f(z)dx non converge
7

3

C) Jrfoof(x) dx non esiste D) j% |f(z)] dx converge
1

0

(2
Domanda 2 La funzione f(z) = log (1 + sin(z”)
x — 0, di:

1 2 . .3 .9 sin? x
A) Etan(x ) B) sin(z?) C) z + sin(z?) D)1+ 5

> ha la stessa parte principale di infinitesimo, per

A

Domanda 3 Sia (a,) una successione di numeri reali tale che a, > a,41 € a, > 0 per ogni n € N.

Allora, necessariamente

A) lim a, =1 B) la successione (a,) diverge positivamente
n—oo

C) esiste finito il limite di (a,) D) lim a, =0

n—o0

Domanda 4 Dato z < 0 risulta log(x%) =
A) 6log(—x) B) 6logx C) —(logz)® D) non ¢ definito
Domanda 5 Sia z = (V6 — 3i)4. Allora |z| =

A)9o*  B)15*  C)6* D) 15




Domanda 6 Le soluzioni in C dell’equazione 2z* 4+ 8 = 0 sono:

A) z = —2 con molteplicita 3 B) z = —2 con molteplicita 1

C) nessuna soluzione D) 3 soluzioni distinte

Domanda 7 Sia (a,) una qualsiasi successione monotona crescente. Allora:

A) > a, converge B) lim a, = +o0

n=0 n—oo
C) |la,| diverge D) se a, < —2Vn € N allora ) a, diverge
n=0 n=0

arctanx

Domanda 8 Data f € C* (R") poniamo, per ogni x > 1, F(z) = [ f(t)dt. Allora:
2

A) F(z) = f'(arctan x) B) F(x) = f(arctanx) — f(2)

C) F'(z) = f(x) D) F'(z) = f(arctanx)

Domanda 9 Sia f(z) = (logx)*, =z > 1. Allora

A) f(z) = z'o8” B) f'(z) = (logx)* <10g logx + 10;£)

)logx

1
Domanda 10 L’insieme {m eR: 32— — > O} e:

C) f non & derivabile D) f'(z) = <

SN

X

A) superiormente limitato B) inferiormente limitato C) vuoto D) limitato




Rispondere alle seguenti 5 domande inserendo il risultato nel riquadro. Ogni risposta esatta vale 1,
ogni risposta sbagliata o mancante vale 0.

21 = —Qi, Z9 = —43

Domanda 11 Trovare tutte le soluzioni in C dell’equazione (3i + 2)? = —1.

N 6n 4
Domanda 12 Calcolare, se esiste lim tn

n—so0 n!

o0 diverge positivamente

log 11)®
Domanda 13 Stabilire il carattere della serie Z M
— 11n 42
1
+ooarctan:c @= §
Domanda 14 Dire per quali o € R converge I'integrale / ——dx.
x o
1
0

Domanda 15 Calcolare lim z*log (1 + €27).

T—r—00
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1
Esercizio 1 Studiare la funzione f(z) = V1 — 42?2+ ‘2:15 + 5 trovandone in particolare gli eventuali

punti di massimo e minimo locali e assoluti (oppure estremo superiore e inferiore).

Soluzione

La funzione ¢ definita per gli z € R tali che 1 — 422 > 0, quindi per —% <z< % Osserviamo che
f € continua, perché somma e composizione di funzioni continue, quindi sul suo insieme di definizione
che e limitato e chiuso, ammette massimo e minimo assoluti per il teorema di Weierstrass. La f ¢
anche derivabile almeno nei punti dove non si annullano il valore assoluto o I’argomento della radice.

Dovremo quindi valutare la derivabilita nei punti —%, —}1, % La derivata di f (dove esiste) ¢ la
seguente:
S +2 L<r <
—_— se —z < x < =
—8x 1 T — 4,2 4 2
f(r) = ———= +2sgn (Qx—f——) = 1_44x
2v1 — 4a? 2 9 se-l<gp<-1
2 1
V1 —4x?
Dato che f e continua nel punto x = —i possiamo calcolare le derivate destra e sinistra attraverso il

limite di f:

/ 1 : !/ 2 / 1 : !/ 2
r(3) = m r@=ae (=)= s =2

Le due derivate sono diverse fra loro ma finite entrambe, quindi z = —% e un punto angoloso della

funzione. Calcoliamo ora la derivata destra e sinistra negli estremi:

lim f(x) = 400, lim f'(r) = —o0

1 1
To—3 T3

quindi la f non e derivabile negli estremi del suo insieme di definizione dove il suo grafico ha tangente
verticale. Studiamo il segno di f’. Risultera f’(z) > 0 quando

—4x —4x
—+22>0 ———22>0
V%_4x2 1 oppure V%_4x2 1

Il primo sistema di disequazioni ha come soluzione l'insieme (—%‘, ﬁi)’ mentre il secondo l'insieme

(—%, _ﬁi) La f risulta quindi crescente nei due intervalli trovati e decrescente negli intervalli



1 1 11 c 1 11 SNETIN N : C 1 1
(—2\/5,.—4) e (2\/5’ 5). 1 punti —3, 4+ 3 SOnO gum'dl. di minimo locale, mentre i pur}tl 23 5
sono di massimo locale. Per trovare il massimo e il minimo assoluti basta valutare la f in tutti questi

punti:
(-3 1) 1) E ) )

1
quindi il massimo e V2 + 3 e il minimo & 3

<A

0,5

v e

75 -0,5 -0,25 0 0,25




Esercizio 2 Stabilire se esiste, ed eventualmente calcolare il limite 31512% (@) iSill;lQ(:x —y
Soluzione
Ricordando che, per ¢ — 0 risulta
sint =t + o(t), e =1+t+o(t)
si ottiene

rsin’x B z (x4 o(x))” oz (2®+o(x?) 2 +o(a?)
(e —1)(er —1)  (I+a22+o0(z2)—1)(1+z+o(x)—1)  23+o(@3) 23+ o(a?) b




Esercizio 3 Scrivere il polinomio di Taylor di ordine 5 nel punto xy = 0 della funzione

f(x) = (log(1 +x))*.

Soluzione

Utilizziamo lo sviluppo di Taylor del logaritmo:

e A

log(l+z)=a— — +2 & 4
og(l+z)==x 2+3 4+0(a:)

quindi, eseguendo il quadrato ed eliminando tutti i termini inifinitesimi di ordine superiore a x°, si

ottiene:

1 2 1 1 11 )
(log(1+2))* = 22 + Zx4 — 23+ §x4 - §x5 - §x5 +o(2°) = 2* — 2% + Ex4 - 6x5 + o(2°)

quindi il polinomio cercato, che e I'unico polinomio di grado 5 che differisce da f per un infinitesimo

superiore a z°, ¢:
11
P. _ 2 .3 4 Y 5.
5(x) =2 — + 50 6%
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Rispondere alle seguenti domande inserendo la lettera corrispondente all’'unico risultato corretto nel
riquadro. Ogni risposta esatta vale 1, ogni risposta sbagliata vale -1, ogni risposta mancante vale 0.

Domanda 1 Sia f(z) = g, x # 0. Allora

oo T a0
A) [ f(x)dx converge B) [ f(z)dx non converge
7

3

A
+o0 3

C) [ f(z)dx non esiste D) [|f(x)| dz converge
1 0

1
Domanda 2 Data f € C* (R") poniamo, per ogni z > 0, F(z) = [ f'(t)dt. Allora:

zlogz

A) F(z) = f(zlogz)  B) F'(z) = —f'(zlog )

C) F'(z) = f(x) D) F(z) = f(1) — f(xlogx)

Domanda 3 Sia (a,) una successione di numeri reali tale che a, > a,y1 € a, > 0 per ogni n € N.
Allora, necessariamente

A) lim a, =1 B) la successione (a,) diverge positivamente
n—o0

C) esiste finito il limite di (a,) D) lim a, =0

n—o0

(2
Domanda 4 La funzione f(z) = log (1 + sin(@ >> ha la stessa parte principale di infinitesimo, per
xr — 0, di:

1 sin® x A
A) §tan(x2) B) sin(z?) C) z + sin(z?) D)1+ 5

1
Domanda 5 L’insieme {z eER: 220+ — > O} e:
T



A) inferiormente limitato B) superiormente limitato C) limitato D) vuoto




Domanda 6 Sia z = (2 — \/52‘)6. Allora |z| =

Domanda 7 Le soluzioni in C dell’equazione 2% + 8 = 0 sono:

A) z = —2 con molteplicita 3 B) z = —2 con molteplicita 1

C) nessuna soluzione D) 3 soluzioni distinte

Domanda 8 Sia f(z) = (logz)®, x> 1. Allora

A) f(z) = z'o8” B) f'(x) = (logz)” (1og log z + 10295)

log z
C) f non é derivabile D) f(z) = (l)

T

Domanda 9 Sia (a,) una qualsiasi successione monotona crescente. Allora:

A) > a, converge B) lim a, = +o0
n=0 n—oo
o0 o0

C) |la,| diverge D) se a, < —2Vn € N allora ) a, diverge
n=0 n=0

Domanda 10 Dato = > 0 risulta log(—z)* =

A) 4log(—x) B) 4logx C) (—logz)? D) non ¢ definito




Rispondere alle seguenti 5 domande inserendo il risultato nel riquadro. Ogni risposta esatta vale 1,
ogni risposta sbagliata o mancante vale 0.

2’1:0, 22:42

Domanda 11 Trovare tutte le soluzioni in C dell’equazione (z — 2i)* = —4.
o0 converge
log 2)™
Domanda 12 Stabilire il carattere della serie Z M
—~ ™+ 2
+ooarctan:)3 @z 3
Domanda 13 Dire per quali o € R converge I'integrale / ——d=.
T (63
1
0
N 6n 4
Domanda 14 Calcolare, se esiste lim —l—‘n
n—o00 n!
0

Domanda 15 Calcolare lim z%log (1 + e73%).

Tr——+00
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Esercizio 1 Scrivere il polinomio di Taylor di ordine 6 nel punto xy = 0 della funzione f(z) = cos?z.

Soluzione

Utilizziamo lo sviluppo di Taylor del coseno:

quindi, eseguendo il quadrato ed eliminando tutti i termini inifinitesimi di ordine superiore a %

ottiene:

, si

4 4 6 6 2

1
Ccos x:1+x——x2—|———————i—o(xﬁ):1—x2+§x4—5x6+0(x6)

quindi il polinomio cercato, che e I'unico polinomio di grado 6 che differisce da f per un infinitesimo
superiore a 2%, é:
1 2
Ps(x) =1— 2%+ —at — =af.
() T3 T



1 =z . . . .
— — —| trovandone in particolare gli eventuali

2
Esercizio 2 Studiare la funzione f(z) =4/1 — % + )

punti di massimo e minimo locali e assoluti (oppure estremo superiore e inferiore).

Soluzione

La funzione e definita per gli x € R tali che 1 — "%2 > 0, quindi per —2 < x < 2. Osserviamo che f
e continua, perché somma e composizione di funzioni continue, quindi sul suo insieme di definizione
che e limitato e chiuso, ammette massimo e minimo assoluti per il teorema di Weierstrass. La f ¢
anche derivabile almeno nei punti dove non si annullano il valore assoluto o l’argomento della radice.
Dovremo quindi valutare la derivabilita nei punti —2, 1, 2. La derivata di f (dove esiste) ¢ la
seguente:

—T
— 1 se —2<x<l1
(%4—x2 )

—
—+1 sel<ax<?2
(\/4—1’2 )

Dato che f e continua nel punto x = 1 possiamo valutare le derivate destra e sinistra calcolando il
limite di f:

£ =3 (s~ sm(1-)) -

N — N~

1 1
/ 1 — 1 / — o 1 / 1 _ 1 / — 1 o
PO =t =3 (-22-1). A0 = @ - 3 (1- )
Le due derivate sono diverse fra loro ma finite entrambe, quindi x = 1 ¢ un punto angoloso della
funzione. Calcoliamo ora la derivata destra e sinistra negli estremi:

lim f'(z) = 4o0, lim f'(z) = —c0

r——21 T2~

quindi la f non e derivabile negli estremi del suo insieme di definizione dove il suo grafico ha tangente
verticale. Studiamo il segno di f’. Risultera f'(z) > 0 quando

DN | —

1 —x —x

— | —-1] >0 —+1] >0
2 <\/4—a:2 ) oppure (\/4—1:2 )_
2<z<l l<ax<?2

Il primo sistema di disequazioni ha come soluzione l'insieme (—2, —v/2), mentre il secondo l'insieme
(1,4/2). La f risulta quindi crescente nei due intervalli trovati e decrescente negli intervalli (—+/2, 1)
e (\/5, 2). I punti —2, 1, 2 sono quindi di minimo locale, mentre i punti —v/2, v/2 sono di massimo
locale. Per trovare il massimo e il minimo assoluti basta valutare la f in tutti questi punti:

Fe =2 p(—va) = varh =L s (vB)-va-1 re)-

1
2 2 2

1 1
quindi il massimo e V2 + 3 e il minimo e 7



Esercizio 3 Stabilire se esiste, ed eventualmente calcolare il limite 31512% (@) iSill;lQ(:x —y
Soluzione
Ricordando che, per ¢ — 0 risulta
sint =t + o(t), e =1+t+o(t)
si ottiene

rsin’x B z (x4 o(x))” oz (2®+o(x?) 2 +o(a?)
(e —1)(er —1)  (I+a22+o0(z2)—1)(1+z+o(x)—1)  23+o(@3) 23+ o(a?) b
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Rispondere alle seguenti domande inserendo la lettera corrispondente all’'unico risultato corretto nel
riquadro. Ogni risposta esatta vale 1, ogni risposta sbagliata vale -1, ogni risposta mancante vale 0.

Domanda 1 Sia (a,) una qualsiasi successione monotona decrescente. Allora, necessariamente:

A) > |ay| converge B) se a, > 1 Vn € N allora ) a, diverge

n=0 n=0
- B
C) > a, converge D) lim a, =0
n=0 n—oo
Domanda 2 Le soluzioni in C dell’equazione z” 4+ 1 = 0 sono:
A) z = —1 con molteplicita 1 B) z = —1 con molteplicita 7
C
C) 7 soluzioni distinte D) nessuna soluzione
Domanda 3 Sia f(z) = z'°¢*, 2 > 0. Allora
N . . / 2 logw (log x)?
A) f non & derivabile B) fl(z) = —=— €'
T
B
xlogx erlogw
C /! — D / —
) () = 22 ) [ =
Domanda 4 Sia z = (V6 — 32‘)4. Allora |z| =
B

A) 94 B) 152 C) 62 D) 154

(2
Domanda 5 La funzione f(z) = log (1 + %) ha la stessa parte principale di infinitesimo, per
x — 0, di:
1 sin® x A
A) §tan(x2) B) sin(z?) C) z + sin(z?) D)1+ 5



Domanda 6 Dato z > 0 risulta log(—xz)* =

B
A) 4log(—x) B) 4logz C) (—logx)* D) non ¢ definito
arctan x
Domanda 7 Data f € C* (R') poniamo, per ogni x > 1, F(z) = [ f(t)dt. Allora:
2
A) F(z) = f'(arctan x) B) F(x) = f(arctanx) — f(2)
B
C) F'(z) = f(x) D) F'(x) = f(arctanx)
Domanda 8 Sia f(x) = %, x # 0. Allora
1 +o00
A) [ f(z)dzx converge B) [ f(z)dx non esiste
0 2
C

+00 7
C) [ f(z)dx converge D) [ f(z)dz non converge
3 1

Domanda 9 Sia (a,) una successione di numeri reali tale che a, < a,41 € a, > 8 per ogni n € N.
Allora necessariamente

A) lim a, =38 B) esiste finito il limite di (a,,)

n—oo
D
C) lim a, = +o0 D) nessuna delle precedenti
n—oo
. 1 R
Domanda 10 L’insieme {x eR: 30— - > O} e:
x
B

A) superiormente limitato B) inferiormente limitato C) vuoto D) limitato




Rispondere alle seguenti 5 domande inserendo il risultato nel riquadro. Ogni risposta esatta vale 1,
ogni risposta sbagliata o mancante vale 0.

21 = —Qi, Z9 = —43

Domanda 11 Trovare tutte le soluzioni in C dell’equazione (3i + 2)? = —1.

N 6n 4
Domanda 12 Calcolare, se esiste lim tn

n—so0 n!

o0 diverge positivamente

log11)"
Domanda 13 Stabilire il carattere della serie Z M
— 11n+2
0
Domanda 14 Calcolare lim z*log (1 + €27).
r——00
+oo —
arctan x @= 3

Domanda 15 Dire per quali o € R converge l'integrale / ——d=.
T (63

1
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(esinx _ 1) <6(12) _ 1>
Esercizio 1 Stabilire se esiste, ed eventualmente calcolare il limite lim 5
z—0 xtan®x

Soluzione
Ricordando che, per t — 0 risulta
sint =t + o(t), et =1+1t+o(t), tant =t + o(t)

si ottiene

(et 1) (e(IQ) - 1) (1+sinz + o(sinx) — 1) (1 + 22 + o(z?) — 1)

x tan® x x(x+ O(x))2

_ (@+o(@)(a? +o(x?) _ 2’ +o(a?)

= — 1.
23 + o(x3) 3 + o(x3)




1 =z . . . .
— — —| trovandone in particolare gli eventuali

2
Esercizio 2 Studiare la funzione f(z) =4/1 — % + )

punti di massimo e minimo locali e assoluti (oppure estremo superiore e inferiore).

Soluzione

La funzione e definita per gli x € R tali che 1 — "%2 > 0, quindi per —2 < x < 2. Osserviamo che f
e continua, perché somma e composizione di funzioni continue, quindi sul suo insieme di definizione
che e limitato e chiuso, ammette massimo e minimo assoluti per il teorema di Weierstrass. La f ¢
anche derivabile almeno nei punti dove non si annullano il valore assoluto o l’argomento della radice.
Dovremo quindi valutare la derivabilita nei punti —2, 1, 2. La derivata di f (dove esiste) ¢ la
seguente:

—T
— 1 se —2<x<l1
(%4—x2 )

—
—+1 sel<ax<?2
(\/4—1’2 )

Dato che f e continua nel punto x = 1 possiamo valutare le derivate destra e sinistra calcolando il
limite di f:

£ =3 (s~ sm(1-)) -

N — N~

1 1
/ 1 — 1 / — o 1 / 1 _ 1 / — 1 o
PO =t =3 (-22-1). A0 = @ - 3 (1- )
Le due derivate sono diverse fra loro ma finite entrambe, quindi x = 1 ¢ un punto angoloso della
funzione. Calcoliamo ora la derivata destra e sinistra negli estremi:

lim f'(z) = 4o0, lim f'(z) = —c0

r——21 T2~

quindi la f non e derivabile negli estremi del suo insieme di definizione dove il suo grafico ha tangente
verticale. Studiamo il segno di f’. Risultera f'(z) > 0 quando

DN | —

1 —x —x

— | —-1] >0 —+1] >0
2 <\/4—a:2 ) oppure (\/4—1:2 )_
2<z<l l<ax<?2

Il primo sistema di disequazioni ha come soluzione l'insieme (—2, —v/2), mentre il secondo l'insieme
(1,4/2). La f risulta quindi crescente nei due intervalli trovati e decrescente negli intervalli (—+/2, 1)
e (\/5, 2). I punti —2, 1, 2 sono quindi di minimo locale, mentre i punti —v/2, v/2 sono di massimo
locale. Per trovare il massimo e il minimo assoluti basta valutare la f in tutti questi punti:

Fe =2 p(—va) = varh =L s (vB)-va-1 re)-

1
2 2 2

1 1
quindi il massimo e V2 + 3 e il minimo e 7



Esercizio 3 Scrivere il polinomio di Taylor di ordine 6 nel punto zy = 0 della funzione f(z) = cos? x.

Soluzione

Utilizziamo lo sviluppo di Taylor del coseno:

z? ozt a® 6
cosle—?—l—g—ﬁ—i—o(x)

quindi, eseguendo il quadrato ed eliminando tutti i termini inifinitesimi di ordine superiore a %, si
ottiene:

4 4 6 6 2

1
2,-—-1 r 2 X T T 6y — 1 2 | L 4 6 6
cos” x Tt 360 24+0(:U)— -z —1-395——4595 + o(x”)

quindi il polinomio cercato, che ¢ 'unico polinomio di grado 6 che differisce da f per un infinitesimo
superiore a %, ¢:
1 2
Ps(x) =1— 2%+ Za* — —af



