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Analisi Matematica I
Pisa, 7 giugno 2005

(T s I B O O

(Cognome) (Nome) (Numero di matricola)

Rispondere alle seguenti domande inserendo la lettera corrispondente all’unico risultato corretto nel
riquadro. Ogni risposta esatta vale 1, ogni risposta sbagliata vale -1, ogni risposta mancante vale 0.

Domanda 1 Sia € U'insieme {-n —1:n € N} U { i ne N}. L’estremo superiore di €2 e:

nd+1"
B
A) 400 B) 3 C)0 D) —c0
Domanda 2 Sia Q l'insieme {z € R\ {0} : 2log(z*) < 7}. L’estremo superiore di 2 &
B
A)er  B)lef  C)4o0 D)0
. (T
Domanda 3 arctansin <§> =
D
: ™ 0
A) —c0 B) non ¢ definita C) ) D) 1
Domanda 4 Dati z,w € C con zw = 1 e |w| = 1 risulta necessariamente:
D
A)z=w B)z=1 C)z=7z D)z=w
. 2 1
Domanda 5 lim M =
n—o00 n2 + 1
C
A) non esiste B) 1 C)o0 D) 400
Domanda 6 Se a,, > 0 per ogni n € N allora:
A) > a, converge B) (a,) € infinitesima
n=1
C

N

C) esiste lim Y ag D)

(—1)"a, converge

n=1



Domanda 7 Data f : R — R tale che lirr{ f(z) = 4 allora:
x—

n—oo

1
A) f & continua nel punto x =1 B) lim f (1 — —) = f(1)
n

Q) limf(1+%>:4 D) f(1) =4

n—oo

Domanda 8 Data f : R — R crescente, continua e non negativa, definiamo F'(x)

Allora:

A) F & crescente e limitata B) lim F(z)= -0
T——00

C) F(x) >0Vz eR D) F' & convessa

11
Domanda 9 arctan tan (Zﬂ> =

11
A) —% B) Vi C)1 D) non esiste
1
Domanda 10 .
3+ 2
2 3 3 2
A) 3i—2 B) 3+ 2i C) —i—— D) ———i




Domanda 11 In quale sottoinsieme di R e vera la seguente disuguaglianza:

3z(r +4) < 4x® +1

(—00,6 — v/35) U (6 4+ /35, +00)

Domanda 12 Trovare parte reale e immaginaria del seguente numero complesso:

1
1+ —
+2

Domanda 13 Calcolare lim log(n + 1) — logn.

n—oo

Domanda 14 Calcolare lim
r——3+ 224+ 6x+9

Domanda 15 Calcolare [ 2xsinz dz.

o\
(VE]

23+ 922 4+ 27z + 27
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(Cognome) (Nome)

Esercizio 1 Calcolare il seguente integrale indefinito:

cos T
. dx
/ 1+ 2sinz — cos?x

Soluzione

COS X COS &
- 5 dr = — — dx
1+ 2sinx — cos? ¢ sin“x + 2sinx

eseguendo la sostituzione sinx = t si ottiene:

/dt _/ dt
242t ) (t+2)

(Numero di matricola)

L’integranda ¢ una funzione razionale. Cerchiamo quindi due numeri A e B tali che

1 _A+ B
24+t t t+2

Applicando il principio di identita dei polinomi si ottiene il sistema lineare:

{A+B:0

2A=1

che ha come soluzione A =, B = —1. Quindi

/ If—|—2 (/ /Zf—l—Q) 10g|t|—10g|t—|—2|) §(log|smx|

log |2 +sinz|) + ¢



Esercizio 2 Sia f: R — R una funzione strettamente convessa. Quante soluzioni al massimo puo

avere I'equazione f(x) =17

Soluzione

Il numero massimo di soluzioni ¢ due. Per convincersi che ce ne possono essere due basta pensare
al caso della parabola f(z) = 2. Per dimostrare che non possono essere pitt di due si usa la definizione
di convessita. Supponendo che ci siano tre soluzioni z; < x5 < x3, posso trovare un numero ¢t € (0, 1)

tale che w3 =tz + (1 — t)z3 (facendo i calcoli ¢ = 2=72). Allora risulta:

flze) = f(ter + (1 —t)as) <tf(x) + (1 =) f(x3) =t- 1+ (1-t)1=1

mentre dovrebbe essere f(xq) = 1.



Esercizio 3 Studiare la funzione f(x) = e*1 determinandone in particolare gli estremi superiore e

inferiore, gli eventuali punti di massimo e minimo relativi e assoluti e la convessita.

Soluzione
La funzione ¢ definita in R\ {1}. Calcoliamo i limiti al bordo del campo di esistenza:

li =1 li =0 li = li =1.
Jim fz)=1, lim f(z)=0,  lm f(z) =+occ,  lim f(z)
Avremo quindi un asintoto orizzontale y = 1 e uno verticale x = 1. Osserviamo ora che f(z) > 0

per ogni z, e questo, insieme al fatto che lim f(x) = 0 ci assicura che inf f = 0. Invece da
rz—1~

lim f(z) = +o0o si ha che sup f = +00. Vediamo ora se ci sono massimi o minimi locali. La f &
z—1+

definita su un insieme aperto ed e derivabile in ogni punto, quindi in un eventuale punto di max o
min locale dovra essere f' = 0. Calcoliamo f:

P = 225 0 et
r)=——— T )
(x—1)2
Ne segue che non ci sono max o min locali, quindi neanche assoluti. La funzione risulta decrescente
nelle semirette (—oo, 1) e (1,400). Per la convessita calcoliamo la derivata seconda:

2
4re=—1

f(z) = TG

Risulta quindi f”(x) > 0sex > 0e f’(x) < 0se z < 0. Ne segue che f & concava nella semiretta

(—00,0), convessa nell’intervallo (0, 1) e nella semiretta (1, 4+00). Il punto x = 0 & un punto di flesso.
3 A

~Y
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(Cognome) (Nome) (Numero di matricola)

Rispondere alle seguenti domande inserendo la lettera corrispondente all’unico risultato corretto nel
riquadro. Ogni risposta esatta vale 1, ogni risposta sbagliata vale -1, ogni risposta mancante vale 0.

Domanda 1 Sia  U'insieme {1 —3n:n € N} U { :ne N}. L’estremo superiore di € e:

n?+2
5 D
A) — B) 0 C) +o0 D) 5
Domanda 2 Sia  I'insieme {z € R\ {0} : 3log(z?) < 5}. L’estremo superiore di {2 &:
C
A) +o0 B) &3/2 C) /6 D)0
Domanda 3 arctancosm =
- A
A) ~7 B) « C) non ¢ definita D) +o0
Domanda 4 Dati z,w € C con zw = —1 e |w| = 1 risulta necessariamente:
A
A)z=-w B)z=w C)z=1 D) z=—-w
. 2 3
Domanda 5 lim Sm(?——F) =
D
A) non esiste B) +oo C)1 D) 0
Domanda 6 Se a,, < 0 per ogni n € N allora:
A) > a, diverge negativamente B) (a,) & decrescente
n=1
o0 n D
C) > (—1)"an| converge D) la successione b, = > a; ¢ monotona

n=1 k=1



Domanda 7 Data f : R — R tale che lirrzl3 f(z) = 2 allora:
x—

n—oo

1
A) lim f (3 + —2> = f(3) B) f ¢ continua nel punto z = 3
n

C) fB8)=2 D) limf( 37 >:

T

Domanda 8 Data f : R — R decrescente, continua e non negativa, definiamo F(z) = /f(t) dt.

0

Allora:
A) F' & concava B) F' & decrescente
A
C) liI_'I_l F(x)=0 D) F(z) >0 Vr € R
T—r+00
3
Domanda 9 arctan tan (—Zﬂ'> =
B
3 4 .
A) 17 B) 1 C) non esiste D)1
1
D da 10 =
omanda 10 o—
C
2 2
NZir3 Byai-s 22 Dysigo



Domanda 11 In quale sottoinsieme di R e vera la seguente disuguaglianza:

(=00, =3 = V7] U [-3+ VT, +00)

2z(r — 3) < 322 +2

Domanda 12 Trovare parte reale e immaginaria del seguente numero complesso:

2—i)(5— =) R(z) = 10, S(z) =1
_ 2
z= - :
Ly
2
—log 3
Domanda 13 Calcolare lim log(n® + 1) — log(3n?).

n—oo

D da 14 Calcolare 1 2* —dz 44 -
omanda alcolare lim )
z—2- 13 — 622 + 120 — 8
3
7T —571' -3
Domanda 15 Calcolare / 3z cosxdr.

[SIE]
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Esercizio 1 Calcolare il seguente integrale indefinito:

sinx
—5— dx
1 —3cosz —sin“x

Soluzione

sinx sinx
——dr = 5 dx
1 —3cosx —sin“x cos?x — 3cosx

eseguendo la sostituzione cosx =t si ottiene:

/ t2_—dt3t B / (t ilt?))t

(Numero di matricola)

L’integranda ¢ una funzione razionale. Cerchiamo quindi due numeri A e B tali che

1 A B

3t i3

Applicando il principio di identita dei polinomi si ottiene il sistema lineare:

{A+B:0
—3A=1

che ha come soluzione A = —%, B = 1. Quindi

/(t ilt?))t ( /%) - (log [t] —log [t —3]) +

W=

(log | cos x| —

oo|>—u

log |cosz —3|)+¢



Esercizio 2 Sia f: R — R una funzione strettamente concava. Quante soluzioni al massimo puo

avere I'equazione f(x) = 37

Soluzione

Il numero massimo di soluzioni ¢ 2.
Per convincersi che ce ne possono essere 2 basta pensare al caso della parabola f(x) = —22 + 4.
Per dimostrare che non possono essere piu di 2 si usa la definizione di concavita. Supponendo che ci
siano le 3 soluzioni x; < z3 < x3, posso trovare un numero t € (0,1) tale che x9 =tz + (1 — t)x3

(facendo i calcoli t = £2=22). Allora risulta:

Flas) = f(toy+ (1= O)as) > tf(x) + (1 —t)f(ws) =t -3+ (1—1)3 =3

mentre dovrebbe essere f(xq) = 3.



Esercizio 3 Studiare la funzione f(x) = e?-+ determinandone in particolare gli estremi superiore e

inferiore, gli eventuali punti di massimo e minimo relativi e assoluti e la convessita.

Soluzione

La funzione ¢ definita in R\ {2}. Calcoliamo i limiti al bordo del campo di esistenza:

lim f(z) =1, lim f(z) = o0, lim f(z) =0, lim f(z)=1.
T—>—00 x—2~ x—27F T—400
Avremo quindi un asintoto orizzontale y = 1 e uno verticale x = 2. Osserviamo ora che f(x) > 0

per ogni x, e questo, insieme al fatto che lim+ f(x) = 0 ci assicura che inf f = 0. Invece da
r—2

lim f(z) = +o0o si ha che sup f = +o00. Vediamo ora se ci sono massimi o minimi locali. La f ¢
T2~

definita su un insieme aperto ed e derivabile in ogni punto, quindi in un eventuale punto di max o
min locale dovra essere ' = 0. Calcoliamo f:

3
36271

Ne segue che non ci sono max o min locali, quindi neanche assoluti. La funzione risulta crescente
nelle semirette (—o0,2) e (2,+00). Per la convessita calcoliamo la derivata seconda:

. 3eT=(T—2z)

Risulta quindi f”(z) > 0se z < L e f’(z) <0sex > L. Nesegue che f & convessa nella semiretta

(—00,2) e nell'intervallo (2, 1), concava nella semiretta (£, 4+00). Il punto z = & un punto di flesso.
3 A




