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(T s I B O O

(Cognome) (Nome) (Numero di matricola)

Esercizio 1

Calcolare 'integrale curvilineo

7{ 3y? dw + 22% dy
+OT
dove T & il triangolo di vertici (0,0) (2,—1) (2,0).

Soluzione

La frontiera di T" percorsa positivamente e I'unione delle seguenti tre curve regolari:

t
ww=| | teb2

Quindi:
2 9 0 2 2 0
t 1 1
7{3y2dx+2x2dy=/3z+2t2 (-5) dt+/2-4-1dt+/0dt:/—1t2dt+/8dt:
+oT 0 —1 0 0 —1



Esercizio 2

2x x
Data la forma differenziale lineare w = Y +2logy | de+| — —
x? + 1 y a4 y?
il suo insieme di definizione, il pitt grande insieme dove e esatta e una primitiva.

+ y3) dy trovare

Soluzione

La forma differenziale ¢ definita nel semipiano y > 0 che ¢ un insieme semplicemente connesso.
Quindi la chiusura di w ne determina anche 'esattezza. Verifichiamo che w ¢ chiusa:
2,2 2 _ 2
e — 2 2 e —
V=t Y=o
(@2 +9y2)" ¥ y (2 +y?)

Determiniamo ora un potenziale integrando prima rispetto a x.

dz + 2z logy + ¢(y)

Y 1
U(x,y)Z/x2+y2+210gydx+<p(y)=/<—

z—j—l—l)y

e, utilizzando la sostituzione — = t:
Y

u(x,y) = arctan o logy + ¢(y)
Yy

Per determinare ¢(y) deriviamo u rispetto a y e confrontiamo con Y

—x 2z ,
= - —_— = Y
uy x2+y2+y+(p(y)
quindi
/ 3 3 y!
dy) =y = w(y)z/y dy+ec="r+c
Di conseguenza una qualsiasi primitiva di w ¢ della forma:
4

u(z,y) = arctan ~ +2xlogy + yz +c
Yy

con ¢ costante arbitraria.



Esercizio 3

Si calcoli I'integrale superficiale

/xcoszda
3

b
dove ¥ ¢ la superficie di equazioni parametriche:

2t cos 0
o(0,t) = | 2tsind 0<6<2m 0<t<1.
30

Soluzione

Calcoliamo la matrice Jacobiana di ¢:

—2tsinf  2cosf

Jp(0,t) = | 2tcosf 2sinf
3 0
e il vettore normale a X:
—6sin6
N(6,t) = 6 cosf

—4t sin® § — 4t cos? 0
Quindi |N| = /36 + 16t2 = 2/9 4 4¢2. L’integrale cercato e quindi:

21

27 1
521]"
/:L‘cosgdaz/d9/4t\/9+4t200820dt:/00820d6’ {4(9+4t2)g§§] =
0
S 0 0 0

<(9 +4)5 - 9%) — % (13% - 27) .

ol

Esercizio 4

x
Calcolare il flusso del campo F' = | —2y | attraverso la superficie
z

E:{(x,y,z)€R3:z:4x2+y2, 0<z<4}

Soluzione

La superficie ¢ la parte di un paraboloide a sezione ellittica compresa fra i piani z =0e 2z =4. Il
piano x = 4 interseca la superficie nell’ellisse che si ottiene uguagliando le due equazioni

— 2 2
e LA
z =



La superficie e di tipo cartesiano e la sua proiezione sul piano z,y e appunto l'ellisse di equazione
422 + % < 4. Parametrizziamo Y utilizzando le coordinate ellittiche nel piano x,, cioe:

x = pcost
{yz?psiné’ 0<p<1, 0<60<L 27,
z = 4x* + y* = 4p?
p cos 6
Quindi ¥ = ¢(D) dove ¢(p,0) = [ 2psinf | e D = [0,1] x [0,27]. La matrice Jacobiana di ¢
4p?
risulta:
cosf) —psinf
Jp(p,0) = | 2sin6 2pcosb
8p 0
e il vettore normale:
—16p2 cos
N(p,0) = | —8p?sinf
2p

Quindi

/F-ndaz/F(gp(p,@))-N(p,H)ddez/—16p300829+32p3sin29+8p3dpd9:
D) D D

27
471
1
/ (=16 cos® 6 + 32sin* 6 + 8) {’ﬂ df = 7 (=167 + 327 + 167) = 8.
0
0
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(Cognome) (Nome) (Numero di matricola)

Esercizio 1

Calcolare 'integrale curvilineo

7{ 3y’ dr — 2% dy
+oT
dove T & il triangolo di vertici (0,0) (—2,0) (=2, —1).

Soluzione

La frontiera di T" percorsa positivamente e I'unione delle seguenti tre curve regolari:

7(t) = (Bt) te|0,2]

t—2
VS(t) = t (S [Oa 2]
-1
2
Le velocita delle curve sono:
1 0 !
wo=(5)  w0=(2). w0,
2

Quindi:
2 1 2 . ) X
]{3y2dx—x2dy:/Odt+/—(—2)2(—1)dt+/3(5—1) —(t—2)2§dt:
+oT 0 0 0

1 2

t* A
— faat+ [Cotrrar=as | DD ] =2
/ +/4 N +{12 2+}
0 0



Esercizio 2

3 1
Data la forma differenziale lineare w = | 22 — — dr + o +3logx + — | dy
Tz a4y z? +y? VY
trovare il suo insieme di definizione, il piu grande insieme dove e esatta e una primitiva.

Soluzione

La forma differenziale ¢ definita nel semipiano y > 0 che € un insieme semplicemente connesso.
Quindi la chiusura di w ne determina anche 'esattezza. Verifichiamo che w e chiusa:
2 2 2 2
re— 2 2 T4 —
X, o oy 2y 2, By
(x> +92)" Y y o (2 +y?)

Determiniamo ora un potenziale integrando prima rispetto a x.

dx + 2xlogy + p(y)

Y 1
U(x,y):/szryQ+210gydx+¢(y)=/(—

§—§+1)y

e, utilizzando la sostituzione — = t:
Y

u(z,y) = arctan o logy + ¢(y)
Y

Per determinare ¢(y) deriviamo u rispetto a y e confrontiamo con Y

—x 2z ,
= ———— —_— pu— Y
uy x2 _|_ y2 + y + (10 (y)
quindi
/ 3 3 y4
¢'(y) =y = w(y)z/y dy+tec="r+c
Di conseguenza una qualsiasi primitiva di w e della forma:

T Yyt
u(z,y) = arctan — + 2z logy + - +c
)

con ¢ costante arbitraria.

Esercizio 3

Si calcoli I'integrale superficiale

/xsinyda
2

b
dove ¥ e la superficie di equazioni parametriche:

3tsinf
0(0,t) = 20 0<O<2m 0<t<1
3tcosd

Soluzione



Calcoliamo la matrice Jacobiana di ¢:

3tcosf 3sind
Jp(0,t) = 2 0
—3tsinf) 3cosb

e il vettore normale a X:
2cosf

N(,t) =3 —3t
—2sind
Quindi |N| = 3v/4 + 9¢2. L’integrale cercato & quindi:
or 1 27 )
/:vsin%da:/dé)/Qt\/msinQGdt: /sin29d9 {9 (4+912)
0 0

3

=]

((9+4)% —4%) - g (13% —8).

|

Esercizio 4

2

Calcolare il flusso del campo F' = | —y | attraverso la superficie
z

Y ={(z,y,2) eR’:y=92"+2* 0<y <9}

Soluzione

La superficie ¢ la parte di un paraboloide a sezione ellittica compresa fra i pianiy =0e y = 9.
Il piano y = 9 interseca la superficie nell’ellisse che si ottiene uguagliando le due equazioni

— 2 2
{g:gm T S g0

La superficie e di tipo cartesiano e la sua proiezione sul piano z,z € appunto 'ellisse di equazione
922 + 2?2 < 9. Parametrizziamo ¥ utilizzando le coordinate ellittiche nel piano x, 2, cioe:

x = pcost
{y=9p2 0<p<1,0<6<2m

z = 3psinf
p cos 6
Quindi ¥ = ¢(D) dove ¢(p,0) = 9p? e D = [0,1] x [0,27]. La matrice Jacobiana di ¢
3psinf
risulta:
cos) —psiné
Jo(p,0) =1 18p 0

3sinf  3pcosb



e il vettore normale:
54p? cos 0

N(p,0) = —3p
18p% sin 0

Quindi

/F -ndo = /F((p(p, 0)) - N(p,0)dpdd = / 108p° cos® 6 + 27p* + 54p° sin* 0 dp df =
5 D D

2

411
1 216
/ (108 cos® 6 + 27 + 54sin® §) {‘ﬂ df = 7 (1087 + 54w + 5dm) = — = = 5dr.

0
0
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(Cognome) (Nome) (Numero di matricola)

Esercizio 1

Calcolare 'integrale curvilineo

7{ 5y* dx + 42° dy
+OT
dove T & il triangolo di vertici (0,0) (1,3) (0, 3).

Soluzione

La frontiera di T" percorsa positivamente e I'unione delle seguenti tre curve regolari:

() = (3@) te0,1]

Quindi:

1 1 1
£ !
?{Sdeerélxzdy:/45t2+12t2dt+/—45dt:/57t2—45dt:57+ {§—45t} = —26
0
0 0 0

+0T

Esercizio 2

x x

Data la forma differenziale lineare w = | —2—— — logy | de + | ———— — = +¢% | dy
41.2 + y2 41’2 + y2 Y
trovare il suo insieme di definizione, il piu grande insieme dove ¢ esatta e una primitiva.

Soluzione



La forma differenziale ¢ definita nel semipiano y > 0 che € un insieme semplicemente connesso.
Quindi la chiusura di w ne determina anche 'esattezza. Verifichiamo che w e chiusa:

X _M_

1 y? — 42°
(a2 + )y

(422 +92)°

T

Determiniamo ora un potenziale integrando prima rispetto a x:

Y 1
u(x,y)z/m—logyd$+go(y)z/mdx—xloquwo(y)
yQ

- N 2z
e, utilizzando la sostituzione — = t¢:
Y

1 2x
u(x,y) = 3 arctan o zlogy + p(y)

Per determinare (y) deriviamo u rispetto a y e confrontiamo con Y

—T T ,
= - — — = Y
Kl v Ry +¢'(y)

quindi
1
Ply)=e¥ = oy = /639 dy+c=ze?+c
Di conseguenza una qualsiasi primitiva di w ¢ della forma:

1 2 1
u(z,y) = B aul"ctamélj —xlogy + §€3y Ny

con ¢ costante arbitraria.

Esercizio 3

Si calcoli I'integrale superficiale

/zcos%da

by

dove X e la superficie di equazioni parametriche:

40
o(0,t) = | —tsind 0<h<2m 0<t<1.
tcosf

Soluzione

Calcoliamo la matrice Jacobiana di ¢:

4 0
Jo(0,t) = | —tcosf —sinb
—tsinf  cosf



e il vettore normale a X:

N(0,t) = —4C(t)s€
—4sin 6
Quindi |N| = V12 + 16. L’integrale cercato ¢ quindi:
2 o 1
/ZCOSZdU—/dG/tmcos 0 dt = /cos29d9 {(t2+16)g§%}0:
% 0 )

((172 - 162) - g (17% - 64) .

w|=1

Esercizio 4

3x
Calcolare il flusso del campo F'= | y | attraverso la superficie
3z

E:{(x,y,z)€R3:x:yZ+z2, 0§x§1}

Soluzione

La superficie e la parte di un paraboloide a sezione ellittica compresa fra i piani xt =0 e x = 1.
Il piano x = 1 interseca la superficie nell’ellisse che si ottiene uguagliando le due equazioni

Yy 2 2
r=-—=++2z

4 — %4—22:1
r=1

La superficie e di tipo cartesiano e la sua proiezione sul piano y, z ¢ appunto l'ellisse di equazione

2
v + 2% < 1. Parametrizziamo ¥ utilizzando le coordinate ellittiche nel piano vy, z, cioe:

4
r = p?
y = 2pcosf 0<p<1,0<L0< 27,
2z = psiné
Quindi ¥ = ¢(D) dove ¢(p,0) = 2pcos€ e D = x [0,27]. La matrice Jacobiana di ¢
psin 6
risulta:
20089 —2 sm@
sinf  pcosf
e il vettore normale:
2p
N(p,0) = | —2p?cosf

—2p?sin 0



Quindi

/F-ndaz/F(gp(p,@))-N(p,@)dpd0:/6p3—4p300829—6p3sin20dpd9:
D) D D

2

deos?0—6sin?0) | 2] a6 = Lom —dm—6m) =T
(6 — 4 cos® 0 — 6sin”0) 7| 0= (127 —dm —67) = 3.

0
0



