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Pisa, 2 dicembre 2003

(T s I B O O

(Cognome) (Nome) (Numero di matricola)

Esercizio 1

Trovare l'insieme di convergenza puntuale e la funzione limite della successione di funzioni:

An’x + 4x + 3

Inlz) = 1+ n2x

definita sulla semiretta « > 0. Dire inoltre se la successione converge uniformemente sul suo insieme
di convergenza puntuale.

Soluzione

lim f,(xr) =4 V>0

£u(00=3  VneN

quindi 'insieme di convergenza putuale ¢ tutta la semiretta [0, +00) e la funzione limite é:

f(x):{s sex =0

4 sex >0

che non & continua, mentre le funzioni della successione lo sono; ne segue che la convergenza non puo
essere uniforme.

Esercizio 2

Si consideri la serie di funzioni

Sa(3)

n=0
Trovare gli insiemi di convergenza puntuale e assoluta. Dire se la convergenza ¢ totale nell’intervallo
[0, 1].

Soluzione

Se x = 0 la serie converge assolutamente a zero. Se x # 0 d1v1d1amo tutto per x e consideriamo

- x
solo Z (1 — —) Ponendo t = 1—§ otteniamo che la serie di potenze Z t" converge assolutamente
n=0 n=0



. . . . . ~ 'Z‘ 3 \
per —1 <t < 1, quindi la serie originale convergera assolutamente dove —1 < 1 — — < 1, cioe per

0 < x < 4. Nel punto x = 4 la serie non converge perché il termine generale non e infinitesimo. Nel
punto z = 0 la serie converge assolutamente per quanto detto all’inizio. L’insieme di convergenza
assoluta e puntuale ¢ quindi [0,4).

Se la serie convergesse totalmente sull'intervallo [0, 1], potrei applicare il teorema sullo scambio del

o0
limite. La serie E (1 — 5) ¢ una serie geometrica e la sua somma vale — per ogni = € (0,4).
x
n=0

2
Quindi la serie data converge a x — = 2 sull’intervallo (0,4). Dal teorema sullo scambio del limite
x

. oo Z\n oo ' - oo
2:rli>%l+ x(1—§> o 1111&;1:(1—5) _;0_0

otterrei:

e questo ¢ assurdo. Quindi la serie non converge totalmente sull’intervallo [0, 1].

Esercizio 3

Trovare gli insiemi di convergenza puntuale, assoluta, totale e uniforme della seguente serie di

funzioni: .
2 n
n=1

Calcolare la somma della serie.

Soluzione
x = ¢l 1
Eseguendo la sostituzione —— = t otteniamo la serie di potenze Z . Essendo lim {/— =11l
2 —~ n n—oo | N
raggio di convergenza ¢ R = 1. Per t = 1 abbiamo la serie armonica che diverge, mentre per t = —1
(o]
-1 n—1
otteniamo la serie Z Q che converge per il criterio di Leibniz. L’insieme di convergenza
n

n=1
x
puntuale & quindi —1 < —= < 1, cioe x € (—2,2]. Analogamente la convergenza assoluta sara

sull’insieme (—2,2). La convergenza totale ¢ sugli insiemi della forma [—a, a] con 0 < a < 2 e quella
uniforme, per il teorema di Abel, in [b,2] con —2 < b < 2.
Per calcolare la somma osserviamo che se t # 0 si ha:

e R R =S|
==Y —=—(—log(l—t
; - tnzln ; (—log(1—1))

se invece t = 0 la somma della serie vale 1. Quindi la funzione somma e:

Fa) = ;10g<1—|—§> sex #0

1 se x = 0.



Esercizio 4

Trovare la lunghezza della seguente curva rappresentata in coordinate polari dall’equazione:

3
p=e?, 0 € [%, Z7T:| :

Soluzione

La curva ha equazione parametrica
~(p@)cos® [ e* cost
7(0) = (p(@) sinf )~ \ e*sinf |-
0

2¢%0 ¢in O + e? cos @

5(0) = (26290089—6298in9>
40 = V360 = Ve

quindi la lunghezza della curva e:

W

207 2™

zwwzﬁﬁvﬁwdwzngf] VB ().

»
a3
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Esercizio 1

Trovare I'insieme di convergenza puntuale e la funzione limite della successione di funzioni:

—2n%x + 3x + 2
fl@) = 1+ n2x

definita sulla semiretta = > 0. Dire inoltre se la successione converge uniformemente sul suo insieme
di convergenza puntuale.

Soluzione

lim f,(x)=—-2 V>0

n—oo

fa(0)=2  VneN

quindi 'insieme di convergenza putuale ¢ la semiretta [0, +00) e la funzione limite &:

f(x):{_2 sex >0

2 sex =20

che non e continua, mentre le funzioni della successione lo sono; ne segue che la convergenza non puo
essere uniforme in [0, +00).

Esercizio 2

Si consideri la serie di funzioni

EICEDY

n=0
Trovare gli insiemi di convergenza puntuale e assoluta. Dire se la convergenza e totale nell’intervallo

(3,4].

Soluzione

Se x = 4 la serie converge assolutamente a zero. Se x # 4 dividiamo tutto per x—4 e consideriamo
o0

[e.e]
x n x
solo Z (5 — 1) . Ponendo t = 5~ 1 otteniamo che la serie di potenze Z t" converge assolutamente
=0 n=0

x
per —1 <t < 1, quindi la serie originale convergera assolutamente dove —1 < 5~ 1 < 1, cioe per



0 < x < 4. Nel punto x = 0 la serie non converge perché il termine generale non e infinitesimo. Nel
punto z = 4 la serie converge assolutamente per quanto detto all’inizio. L’insieme di convergenza
assoluta e puntuale ¢ quindi (0, 4].

Se la serie convergesse totalmente sull’intervallo [3,4], potrei applicare il teorema sullo scambio del

X n
limite. La serie Z (— — 1> e una serie geometrica e la sua somma vale 1 per ogni = € (0,4).

2

n=0

Quindi la serie data converge a (z —4) 1 = 2 sull'intervallo (0,4). Dal teorema sullo scambio del

—x
limite otterrei:

2 — limi(m—ll)(%—l)n: 3 lim(x—4)<——1> Zo—o

z—4 r—4~
n= n=

e questo e assurdo. Quindi la serie non converge totalmente sull’intervallo [3, 4].

Esercizio 3
Trovare gli insiemi di convergenza puntuale, assoluta, totale e uniforme della seguente serie di

funzioni:
S ()
‘ 2 n+1

n=

Calcolare la somma della serie.

Soluzione

oo
x " 1
Eseguendo la sostituzione — = t otteniamo la serie di potenze g . Essendo lim { =
2 —n +1 n—oo | n+1

1 il raggio di convergenza é R = 1. Per t = 1 abbiamo la serie armonica che diverge, mentre per

(="
+1

t = —1 otteniamo la serie E che converge per il criterio di Leibniz. L’insieme di convergenza

i
puntuale ¢ quindi —1 < = < 1, cioe z € [—2,2). Analogamente la convergenza assoluta sara

sull’insieme (—2,2). La convergenza totale e sugli insiemi della forma [—a,a] con 0 < a < 2 e quella
uniforme, per il teorema di Abel, in [—2,b] con —2 < b < 2.
Per calcolare la somma osserviamo che se t # 0 si ha:

> tn+1 m

= " 1 _1°ot _—logl—t)
B

m:l

se invece t = 0 la somma della serie vale 1. Quindi la funzione somma é:

T
-] 2

1 se x = 0.




Esercizio 4

Trovare la lunghezza della seguente curva rappresentata in coordinate polari dall’equazione:

_9
2

p=e¢ 2, Ge[g,ﬂ].

Soluzione

La curva ha equazione parametrica

e‘% cos
e 2sinf
quindi

1 o o .
_56 2cosf —e 2sinb

1
—§e’g sin&—l—eig cos

5 5
1(6)] =4/ ¢ = —fe—g
quindi la lunghezza della curva e:

l(y) = [ geg df = g [—26’%]7r = \/g(e’% —e2).

Wl
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Esercizio 1

Trovare l'insieme di convergenza puntuale e la funzione limite della successione di funzioni:

2 — 3+ 3n’x
falz) = n?r + 1

definita sulla semiretta « > 0. Dire inoltre se la successione converge uniformemente sul suo insieme
di convergenza puntuale.

Soluzione

lim f,(x)=3 Vx>0

fn(0) = =3 Vn e N

quindi I'insieme di convergenza putuale ¢ la semiretta [0, +00) e la funzione limite é:

(3 sex>0
f(x)—{_?) sex =0

che non e continua, mentre le funzioni della successione lo sono; ne segue che la convergenza non puo
essere uniforme in [0, +00).

Esercizio 2

Si consideri la serie di funzioni
o0

D (z—2)"(x - 3).

n=0
Trovare gli insiemi di convergenza puntuale e assoluta. Dire se la convergenza e totale nell’intervallo
[2,3].
Soluzione

Se x = 3 la serie converge assolutamente a zero. Se x # 3 dividiamo tutto per z—3 e consideriamo

o0 o0
solo Z (x — 2)". Ponendo t = x — 2 otteniamo che la serie di potenze Z t" converge assolutamente
n=0 n=0

per —1 < t < 1, quindi la serie originale convergera assolutamente dove —1 < x — 2 < 1, cioe per



1 <z < 3. Nel punto = = 1 la serie non converge perché il termine generale non ¢ infinitesimo. Nel
punto z = 3 la serie converge assolutamente per quanto detto all’inizio. L’insieme di convergenza
assoluta e puntuale ¢ quindi (1, 3].

Se la serie convergesse totalmente sull’intervallo [2, 3], potrei applicare il teorema sullo scambio del
o

. . . n s . .
limite. La serie E (x —2)" & una serie geometrica e la sua somma vale 5

per ogni = € (1,3).

n=0

= —1 sull’intervallo (1, 3). Dal teorema sullo scambio del limite

.1 . T —
Quindi la serie data converge a 3

otterrei: - - -
—1= —)(a—3) = lim (@ —2)"(z—3) =3 0=0
Jim 3 (o= 2w =3 =3 im (o= 2" -3) nzzo

e questo ¢ assurdo. Quindi la serie non converge totalmente sull’intervallo [2, 3].

Esercizio 3

Trovare gli insiemi di convergenza puntuale, assoluta, totale e uniforme della seguente serie di

funzioni:
oo 1

Syt T

n=1

Calcolare la somma della serie.

Soluzione

Se x # 0 moltiplichiamo e dividiamo la serie per 3z ottenendo:

1 = (—3z)"
v D

n=1
- . - — 1" _—
Eseguendo la sostituzione —3x = ¢ otteniamo la serie di potenze — Z —. Essendo lim {/— =1
n n—oo n
n=1
il raggio di convergenza ¢ R = 1. Per t = 1 abbiamo la serie armonica che diverge, mentre per
00 1)
t = —1 otteniamo la serie Z u che converge per il criterio di Leibniz. L’insieme di convergenza
n=1 n
11
puntuale ¢ quindi —1 < =3z < 1, cioe = € (_§’ 5] Analogamente la convergenza assoluta sara
o L1 . .
sull’insieme ~33 ) La convergenza totale & sugli insiemi della forma [—a,a] con 0 < a < 3¢
. . : . 1 1 1
quella uniforme, per il teorema di Abel, in |b, 3 con —3 <b< 3

Per calcolare la somma osserviamo che:
o0 tn
R | _
Z - og(l —1t)
n=1
Se x = 0 la somma della serie vale —1. Quindi la funzione somma é:
—log(1 + 32)
fla) = 3

-1 se x = 0.

sex # 0



Esercizio 4
Trovare la lunghezza della seguente curva rappresentata in coordinate polari dall’equazione:

p=e* 6 € [3m,4n].

Soluzione

La curva ha equazione parametrica
[ p@)cosOY (e cosb
7(0) = ( p(@)sind ) — \ e ¥ sinf

4(0) = —3¢ % cos — e sin b
T =\ 363 ging +e 3% cosh

5(0)] = V10e=5 = /10

quindi

quindi la lunghezza della curva e:

—360

4 i
I(v) = / V1073 df = V10 {_%} _ @ (97 — e127)
3T
3
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Esercizio 1

Trovare 'insieme di convergenza puntuale e la funzione limite della successione di funzioni:

x—1—nlz

fl@) = 2 +n2x

definita sulla semiretta = > 0. Dire inoltre se la successione converge uniformemente sul suo insieme
di convergenza puntuale.

Soluzione

lim f,(z) =—1 Vo >0

n—oo

£.(0) = —% W¥n €N

quindi I'insieme di convergenza putuale ¢ la semiretta [0, +00) e la funzione limite é:

1 =0
fay={ 2 *"°

—1 sexz>0

che non & continua, mentre le funzioni della successione lo sono; ne segue che la convergenza non puo
essere uniforme in [0, +00).

Esercizio 2

Si consideri la serie di funzioni
o0

d z-1)2—a)
n=0
Trovare gli insiemi di convergenza puntuale e assoluta. Dire se la convergenza e totale nell’intervallo

1,2].

Soluzione

Se x = 1 la serie converge assolutamente a zero. Se x # 1 dividiamo tutto per x—1 e consideriamo
oo

o0
solo Z (2 — z)". Ponendo t = 2 — x otteniamo che la serie di potenze Z t" converge assolutamente
n=0 n=0



per —1 <t < 1, quindi la serie originale convergera assolutamente dove —1 < 2 — x < 1, cioe per
1 <z < 3. Nel punto = = 3 la serie non converge perché il termine generale non ¢ infinitesimo. Nel
punto z = 1 la serie converge assolutamente per quanto detto all’inizio. L’insieme di convergenza
assoluta e puntuale ¢ quindi [1, 3).

Se la serie convergesse totalmente sull’'intervallo [1,2], potrei applicare il teorema sullo scambio del
[e.e]

limite. La serie E (2 — )" & una serie geometrica e la sua somma vale

1 :
[ per ogni @ € (1,3).
n=0

-1
Quindi la serie data converge a i 1= 1 sull'intervallo (1,3). Dal teorema sullo scambio del limite

otterrei: - - -
1_3315&20(:5—1)(2—3:) = _OleI{lJr(x—l )z —2)" Z

e questo ¢ assurdo. Quindi la serie non converge totalmente sull'intervallo [1, 2].

Esercizio 3

Trovare gli insiemi di convergenza puntuale, assoluta, totale e uniforme della seguente serie di

funzioni:
n

= x
n_q n—1
nzzog( ) n+1

Calcolare la somma della serie.

Soluzione

Moltiplicando e dividendo la serie per —1 otteniamo:

[e.9]

ST
o ont 1
Eseguendo la sostituzione —3x =t otteniamo la serie di potenze — Z . Essendo
—n+ 1

.o 1
lim =
n—oo \{ n+1

il raggio di convergenza e R = 1. Per t = 1 abbiamo la serie armonica che diverge, mentre per

1)

t = —1 otteniamo la serie E che converge per il criterio di Leibniz. L’insieme di convergenza

puntuale ¢ quindi —1 < —3x < 1, cioe x € (—3 3} Analogamente la convergenza assoluta sara

sull’insieme <_§ 3). La convergenza totale e sugli insiemi della forma [—a,a] con 0 < a < 3¢
1 1
quella uniforme, per il teorema di Abel, in |b, 3 con —3 <b< 3

Per calcolare la somma osserviamo che, se t # 0:

i o 1%7&"“ I o~t™  log(l—t)
n+1 tnO tmzlm_ t

n=0




Se t = 0 la somma della serie vale —1. Quindi la funzione somma e:

—log(1 + 3z)
fz) = 3z

-1 se x = 0.

sex #0

Esercizio 4

Trovare la lunghezza della seguente curva rappresentata in coordinate polari dall’equazione:

p:e%, 0 € [m,=m].

Soluzione

La curva ha equazione parametrica

0= () = (55

quindi
1 e 0 .
164 cos@ —eisind
7(9): 14 0
164 sinf + e cosf
17 V17
560) = [ gge = et



