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Esercizio 1

Si consideri il sottospazio vettoriale V' generato dai due seguenti vettori di R*:

—4 -1
U = =7 , U = 1
-2 0
-2 0

Determinare:

1. la dimensione di V;

2. la dimensione del sottospazio vettoriale W ortogonale di V' rispetto al prodotto scalare canonico
di R*;
3. una base di W.

Soluzione

1. Consideriamo la matrice che ha per colonne i vettori v; e vs:

-4 -1
-3 -1
A= -2 0
-2 0

Calcoliamo il determinante del minore ottenuto prendendo le prime due righe di A:
—4 -1
det(_3 _1>—4—3—17£O

quindi la matrice A ha rango 2. Ne segue che V' = span({vy,v2}) ha dimensione 2.

2. La dimensione dell’ortogonale a V' ¢ la dimensione complementare a quella di V' in R* cioe
dim(W) =4 — dim(V) = 2.

3. Sia w =

un generico vettore di W. Allora deve risultare (w|vy) = (w|vg) = 0, quindi

—411)1 — 311)2 - 2?1)3 - 2’(1]4 =0
—W1 — Wy = 0



Risolviamo il sistema riducendo a scala la matrice associatas:

-4 -3 -2 =2 -4 -3 -2 =2
I 1 1 1
-1 -1 0 0 0 -3 3 5

La matrice ha ovviamente rango 2 e, di conseguenza, disponiamo di due parametri liberi che
in questo caso sono ws e wy. Infatti risolvendo rispetto a w; e wy otteniamo:

wp = —QUJ3 — 2w4
Wo = 211)3 + 211)4

Il generico vettore di W sara quindi della forma:

—21113 — 2’(04 —2 —2
2w3 + 2w4
w3
Wy

— O N

2
1
0
-2 -2
Ne segue che una base di W e data dai vettori e

Esercizio 2

xr3 — T1

Si consideri lapplicazione T : R> — R? definita da T'(z) = (w 43
5 2

). Determinare il rango

di T' e una base del nucleo e dell’immagine.
Soluzione

La matrice A associata a T nelle basi canoniche e:
-1 0 1 0 0
A —
( 0 3 0 0 1)
La matrice A e una matrice a scala con due pivot, quindi ha rango 2. L’immagine di 7" ha quindi
dimensione 2, pertanto ¢ tutto R? (I’applicazione ¢ surgettiva); una base dell'immagine sara una
qualsiasi base di R? come ad esempio la base canonica oppure quella formata dalle prime due colonne
della matrice A.

Per quanto riguarda il nucleo, basta risolvere il sistema lineare Ax = 0 rispetto alle variabili z; e x9
tenendo le altre come parametri liberi:
{ —T1 = —T3
333'2 = —Ip

che ha come soluzione:

T1 xT3 1 0 0

) —%.T5 0 0 —%

I3 = I3 = T3 1 + x4 0 + x5 0

Ty T4 0 1 0

T5 T5 0 0 1

1 0 0
0 0 -3

Una base del nucleo di T' & quindi formata dai vettori | 1 |, | 0 |, 0
0 1 0

0 0 1



Esercizio 3
Si considerino le seguenti applicazioni da R? x R? in R3:
1. a(z,y) = 5z3 + Hx3ys + 3y7
2. b(z,y) = bxays + Hxoys + Hr3ys — Sxsys + 3x2y1 + 3T1Yy2 — Sx1Y1
3. c(x,y) = 2w1y1 — 2012 + 3Tays — 279y1 + T3Ys.

Determinare quali applicazioni sono bilineari, nel caso lo siano trovare la matrice associata (cioe la
matrice tale che, ad esempio, b(z,y) = y*Az) e determinarne il segno (definita positiva, negativa,
semidefinita . .. ).

Soluzione

L’applicazione a non ¢ bilineare perche, ad esempio, non ¢ omogenea rispetto alla prima variabile.
Infatti:
a(2ez,€1) =5-22+5-0-0+3 1% = 23

mentre
2a(eg, e1) =2(5-1*4+5-0-0+3-1%) = 16.
3
L’applicazione b ¢ invece bilineare in quanto ¢ della forma Z bijz;y;. Per determinare la matrice
ij=1
associata, cioé quella matrice tale che risulti b(x,y) = y* Az, basta osservare che b;; = b(e;, e;) = aj;.
Quindi nel nostro caso la matrice diventa:

-5 3 0
A= 3 5 5
0 5 =5
Determiniamo ora il segno di b(z,z) = —bx? 4+ 523 — 52 + 62179 + 10x923. Ci basta osservare che
b(eq, e2) = 5 mentre b(ey, e;) = —5 quindi la forma b ¢ indefinita.

Anche la ¢(x,y) ¢ bilineare per lo stesso motivo di b. La matrice associata in questo caso e:

2 =20
C=|-2 3 0
0 0 1

La c ¢ definita positiva infatti:
c(r, ) = 225 + 35 — dwywo + 25 = 2(2) — 29)* + 25 + 15 >0

e se ¢(z,z) = 0 allora
.771—%’220
{xzzO = z=0.

xgz()



Esercizio 4

Trovare due matrici a coefficienti reali 3 x 3 simmetriche il cui prodotto non sia simmetrico.
Soluzione

Siano

A: B:

S O N
O O W
OO =
O O O
o O O

E w

Le matrici A e B sono simmetriche ma il loro prodotto:

AB =

W N =
o O O
o O O

non lo é.



