Universita di Pisa - Corso di Laurea in Ingegneria Aerospaziale e Nucleare

Analisi Matematica 11
Pisa, 28 maggio 2001

(T s I B O O

(Cognome) (Nome) (Numero di matricola)

Rispondere alle seguenti domande inserendo solo il risultato nel riquadro. Ogni risposta esatta
vale 2 punti, ogni risposta sbagliata vale -1 punti, ogni risposta mancante vale 0 punti.

12
Domanda 1 Calcolare I'integrale / —3zdrdy dove D = {(z,y) € R* : y* < z,x < 1}. >
D
I 5(,2
Domanda 2 Si consideri il problema di Cauchy: { Z ( 0_) sz(y b
Dire se il punto x = 0 e di massimo relativo, minimo relativo oppure di flesso Minimo
per la soluzione.
_ y=x+logx
/ — pTY
Domanda 3 Risolvere il problema di Cauchy: {g?j(l) 6_ : (1+x)
Domanda 4 Calcolare il limite puntuale della successione di funzioni
2n? sin f(@) =2sinz
falz) = log (1 + > :

Domanda 5 Calcolare una primitiva della forma differenziale

T 2y
w:(?logx+3x2+22_1 dx—k3 - — dy
v/ Y vt 42y =1

2
3

3
Ulz,y) = 2xlogx—2:z:+1 (z® +2y* — 1)

Domanda 6 Trovare i punti stazionari della funzione f(z,y) = 2 + 4y* — log |2* + y* — 1|.

(0,0), (o, ?) , (o, ?) , (—\/5, 0) , <\/§ o)




3
Domanda 7 Sia f(z,y) = 2° + v® — 23 + y?. Si consideri il punto stazionario (\/;, 0) e si dica se

Minimo

e di massimo relativo, minimo relativo oppure di sella.

Domanda 8 Calcolare la lunghezza della curva

x(t) = cos(2t) N

ylt) =sin@) 4 ¢ [0, 2n],
t) = -
()=
Domanda 9 L’equazione 2 — y + eV +1— = 43z = 0 definisce implicitamente una funzione
e
3e
. : , 2+e
y = y(x) in un intorno del punto (0, 1). Calcolare 3/(0).
22 4 y _
Domanda 10 Calcolare I'integrale dx dy dove
Va2 +y?
oT
D={(r.y) eR*:1<a?+42<4, 2<0, y>0}. 0
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(T s I B O O

(Cognome) (Nome)

(Numero di matricola)

Rispondere alle seguenti domande inserendo solo il risultato nel riquadro. Ogni risposta esatta
vale 2 punti, ogni risposta sbagliata vale -1 punti, ogni risposta mancante vale 0 punti.

Domanda 1 Calcolare I'integrale / zdxdy dove D = {(z,y) e R® : 2 < —y*,x > —1}.

D

Domanda 2 Si consideri il problema di Cauchy: { §(0) = 1

Dire se il punto x = 0 ¢ di massimo relativo, minimo relativo
oppure di flesso per la soluzione.

Domanda 3 Risolvere il problema di Cauchy:

{ y=e""(xr—-1)
y(1) =2 —log2.

Domanda 4 Calcolare il limite puntuale della successione di funzioni

, (log:v)
n sin
_\N"/

fn(x> =

X

Domanda 5 Calcolare una primitiva della forma differenziale

y = =32%(4 -y

Massimo

log x
fla) = =%
2
o) = =T 2

3
w= i dx+ Y +sin(2y) | dy.
V1 =322 —y? V1 =322 —y?

Domanda 6 Trovare i punti stazionari della funzione

(0,0),(0,-1),(0,1), (v/3,0) , (—v3,0)

f(z,y) :xQ—yQ—log’:U2+y2—2|.



1
Domanda 7 Sia f(x,y) = 22* + y* — 222 — y2. Si consideri il punto stazionario <O, —) e si dica

V2

sella

se e di massimo relativo, minimo relativo oppure di sella. L]

Domanda 8 Calcolare la lunghezza della curva

x(t) = sin(3t) V13r
y(t) = — cos(3t) t € [0,7).
z(t) =2t

Domanda 9 L’equazione z2 + 2y + e"TV* — 3 —¢2 = 0 definisce implicitamente una funzione y = y(z)

_2+e
in un intorno del punto (1,1). Calcolare y/'(1). 2+ 2¢*
Domanda 10 Calcolare I'integrale M dz dy dove

o VAT
a4
D:{(m,y)€R2:4§x2+y2§9,mSO,ySO}. 3
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Svolgere, giustificando le risposte, uno solo dei due esercizi.

Esercizio 1

Data l'equazione differenziale 3/ = 57564

1. dire per quali valori iniziali (z,yo) sono verificate le ipotesi del teorema di Cauchy;

2. determinare 'integrale generale;

3. determinare l'intervallo massimale di esistenza per le soluzioni in funzione del dato iniziale
(0, Y0);

4. disegnare un grafico approssimativo della soluzione del problema di Cauchy nei casi

ro=1 yp=2exo=1, yo=—2.

Esercizio 2

Data la funzione f(x,y) =«
1.

2.

S —2xyt 4+ 48

determinarne il massimo e il minimo assoluti oppure I'estremo superiore e ’estremo inferiore;
trovare gli eventuali punti di massimo o di minimo relativi;

trovare gli eventuali punti di sella (intesi come punti dove esistono una direzione rispetto alla
quale il punto & di massimo e un’altra direzione rispetto alla quale il punto ¢ di minimo relativo);

si consideri I'insieme M = {(x,y) : f(x,y) = —1}. Dire in quali dei suoi punti I'insieme M &
localmente grafico di una funzione di una variabile.
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(T s I B O O

(Cognome) (Nome) (Numero di matricola)

Svolgere, giustificando le risposte, uno solo dei due esercizi.

Esercizio 1

Data l'equazione differenziale 3/ = 37562

1. dire per quali valori iniziali (z,yo) sono verificate le ipotesi del teorema di Cauchy;

2. determinare 'integrale generale;

3. determinare l'intervallo massimale di esistenza per le soluzioni in funzione del dato iniziale
(0, Y0);

4. disegnare un grafico approssimativo della soluzione del problema di Cauchy nei casi

ro=1 y=3exo=1, yo=—3.

Esercizio 2
Data la funzione f(z,y) = 2% + 22ty +y — 32

1.

2.

determinarne il massimo e il minimo assoluti oppure I'estremo superiore e ’estremo inferiore;
trovare gli eventuali punti di massimo o di minimo relativi;

trovare gli eventuali punti di sella (intesi come punti dove esistono una direzione rispetto alla
quale il punto & di massimo e un’altra direzione rispetto alla quale il punto ¢ di minimo relativo);

si consideri 'insieme M = {(x,y): f(x,y) = 1}. Dire in quali dei suoi punti I'insieme M &
localmente grafico di una funzione di una variabile.
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Svolgere, giustificando le risposte, uno solo dei due esercizi.

Esercizio 1

Data 'equazione differenziale y' = —

$4

2y

. dire per quali valori iniziali (z,yo) sono verificate le ipotesi del teorema di Cauchy;

determinare I'integrale generale;

. determinare l'intervallo massimale di esistenza per le soluzioni in funzione del dato iniziale

(950, ?/0);

. disegnare un grafico approssimativo della soluzione del problema di Cauchy nei casi

ro=2,Y=1lemxo=2, yo=—1.

Esercizio 2
Data la funzione f(z,y) = —23 + x + 2zy* + 3°

1.

2.

determinarne il massimo e il minimo assoluti oppure I'estremo superiore e ’estremo inferiore;
trovare gli eventuali punti di massimo o di minimo relativi;

trovare gli eventuali punti di sella (intesi come punti dove esistono una direzione rispetto alla
quale il punto & di massimo e un’altra direzione rispetto alla quale il punto ¢ di minimo relativo);

si consideri I'insieme M = {(x,y) : f(x,y) = —2}. Dire in quali dei suoi punti I'insieme M &
localmente grafico di una funzione di una variabile.
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Svolgere, giustificando le risposte, uno solo dei due esercizi.

Esercizio 1

Data 'equazione differenziale y' =

—212

Y

. dire per quali valori iniziali (z,yo) sono verificate le ipotesi del teorema di Cauchy;

determinare I'integrale generale;

. determinare l'intervallo massimale di esistenza per le soluzioni in funzione del dato iniziale

(950, ?/0);

. disegnare un grafico approssimativo della soluzione del problema di Cauchy nei casi

ro=3, Yo=2emxo=3, Yo = —2.

Esercizio 2
Data la funzione f(z,y) = 2% — 2yz* —y +¢*

1.

2.

determinarne il massimo e il minimo assoluti oppure I'estremo superiore e ’estremo inferiore;
trovare gli eventuali punti di massimo o di minimo relativi;

trovare gli eventuali punti di sella (intesi come punti dove esistono una direzione rispetto alla
quale il punto & di massimo e un’altra direzione rispetto alla quale il punto ¢ di minimo relativo);

si consideri 'insieme M = {(x,y): f(x,y) = 2}. Dire in quali dei suoi punti I'insieme M &
localmente grafico di una funzione di una variabile.



Soluzioni del compito del 28 maggio 2001

Esercizio 1
o : o of . . . .
L’equazione ¢ definita per y # 0. Ponendo f(z,y) = — si ottiene che 0 e continua nei punti

dove y # 0 quindi la f e localmente lipschitziana in y e vale in teorema di esistenza e unicita in forma
locale per ogni dato iniziale (xg, o) con yo # 0.
L’equazione ¢ a variabili separabili. Integrandola si ottiene:

/ydy:/5x4d:c+c

che ha come soluzione y = ++/2x° + 2c¢.

La condizione 2z° + 2¢ > 0 determina l'intervallo massimale di esistenza della soluzione.

Yo — 23
2

In termini di dati iniziali si ottiene ¢ =

x> \/ y20
Con la condizione iniziale zo = 1, 1y = 2 si ottiene ¢ = 1 e la soluzione e y = /22> + 2 definita per

x> —1.
Analogamente nel caso xg = 1, yo = —2 si ottiene y = —v/225 + 2.

, quindi 22° + y — 22§ > 0 e di conseguenza

Esercizio 2

Osserviamo che f(x, —y) = f(x,y) quindi la funzione ¢ simmetrica rispetto all’asse x.
Considerando la restrizione di f alla retta y = 0 si ottiene

lim f(z,0) = lim 2° — 2 = o0

T—00 T— 00
lim f(z,0) = lim 2° —2 = —o0
Tr——00 Tr——00

quindi I'estremo superiore per f ¢ oo mentre 'estremo inferiore ¢ —oo e non esitono massimo e
minimo assoluti.
Le derivate parziali di f sono: f, = 322 — 1 — 2y, f, = —8:By + 8y”. Risolvendo il sistema di

equazioni V f = 0 si ottengono i punti stazionari ( ) < ) (1,1), (1,-1).

Le derivate seconde sono: fu, = 6z, fi, = —8y°, fyy 243:y + 56y°. La matrice hessiana nel
6 -8

punto (1,1) ¢ che ha determinante positivo. Essendo f,.(1,1) > 0 la matrice & definita
-8 32

positiva e il punto ¢ di minimo locale. Lo stesso vale per il punto (1,—1) (per simmetria).

1
Nel punto | —, 0 | risulta invece
P (\/ﬁ )

6
— 0
V3

0 0

che e semidefinita positiva. E necessaria un’analisi locale della funzione.
Consideriamo la restrizione h(x) = f(x,0) = 23 — x. Risulta h/(z) = 3z% — 1 che & positiva per

V3

|z| > —. Quindi il punto ,0 | € di minimo relativo per questa restrizione.

V3



1 1 1 2
Consideriamo ora la restrizione g(y) = f (— ) — — — —y* +¢® Risulta ¢'(y) =

) T3B T VBT B

-8
—® + 8y" che ¢ positiva in un intorno sinistro di ¥ = 0 e negativa in un intorno destro. Quindi il

1
punto <%, 0) ¢ di massimo relativo per questa restrizione. Ne segue che il punto ¢ di sella per la

funzione.

-1
Risultato analogo per il punto ({ —,0 .
O PR (\/3 )

1 —2 -1
Osserviamo ora che nei punti dove si annulla il gradiente di f risulta —,0 ) = ——=, —,0 | =
) b ° g g <¢§ ) 3v3 / (\/3 )
——, f(1,1) = f(1,—1) = —1 quindi di questi punti solo (1,1) e (1, —1) appartengono all’insieme M.

3V3

Ne segue che, per il teorema del Dini, ogni punto di M, tranne (1,1) e (1,—1) ¢ localmente grafico di
una funzione di una variabile. I punti (1,1) e (1, —1) sono di minimo relativo per la f e sono minimi
isolati, quindi esiste un intorno dei punti dove f # —1. Ne segue che M non ¢ localmente grafico in
questi due punti.



