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Esercizio 1.A
1. Dare la definizione di convergenza puntuale e uniforme per una serie di funzioni.

2. Enunciare il teorema di derivazione per serie di funzioni.

Esercizio 2.A Enunciare il teorema di esistenza e unicita di Cauchy.

flay) =55 se (o) #(0.0)

Esercizio 3.A Sia
0 se (z,y) = (0,0).

1. Dire se f e continua nel punto (0, 0).
2. Dire se esistono ed eventualmente calcolare, le derivate parziali di f in (0,0).

3. Dire se f e differenziabile in (0, 0).

Soluzione

1.
2

. . t
lim f(t,8) =lim o5 =35

. .0
iy 10.0) =l 55 =0

quindi il limite non esiste e di conseguenza f non e continua in (0, 0).

2.
9z (00 = Jim h =0
Of o o v F(0.h) = £(0,0) _
oy OO =i

3. f non ¢ continua in (0,0) quindi non ¢ differenziabile in (0, 0).



Esercizio 4.A Calcolare I'integrale: / z?ydx dy dove D & il seguente insieme:
D

D={(z,y) eR*:a*+y* <4, >0, y>0}.

Soluzione
In coordinate polari I'insieme D si trasforma nell’insieme

T:{(p,ﬁ):OSpSQ,Ogﬁgg}.

Il determinante jacobiano della trasformazione € p quindi:

008319] 2 [p5r 32
=l =%

z 2
/aszyd:vdy:/p4005219$in19dpd19:/ C0821981n19d19/ ptdp = {— .
D T 0 0 3 o 19

0

Esercizio 5.A Si trovi 'insieme di definizione e si scriva la matrice jacobiana della seguente appli-
cazione:

T = ue’
y = logu + logv.

Soluzione
La funzione ¢ definita sull’insieme {(u,v) € R* : u > 0, v > 0}.

v v

e’  wue
J— Tu Ty\ _
(yu yv) 11
u v
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Esercizio 6.A Si consideri la serie di funzioni Z e,
n=0

1. Trovare l'insieme di convergenza puntuale.

2. Trovare 'insieme di convergenza uniforme.

Soluzione

1.
o o0
Z 67711; _ Z (67:5)”
n=0 n=0
che converge puntualmente se e solo se |e7m‘ < 1 quindi 0 < €™ < 1 cioe se e solo se x < 0.

2. La serie converge totalmente, quindi uniformemente, su ogni intervallo della forma (—o0, a] con
a < 0, infatti

) o0 [eS)
n

§ sup 67nac S § 67na — E (67(1) < 400

n=0 r<a n=0 n=0

poiché 0 < €™ < 1.
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Esercizio 1.B Sia f(z,y) = /|zy].
1. Trovare I'insieme dove esistono le derivate parziali di f.
2. Trovare I'insieme dove f ¢ differenziabile.
3. Trovare i punti di massimo e minimo locali e assoluti di f.

4. Trovare estremo superiore e inferiore di f.

Soluzione

1. Nei punti dove zy # 0 la f e differenziabile perché € composizione di funzioni differenziabili,
quindi esistono entrambe le derivate parziali.
Se invece z = 0 e y # 0 allora:

of . flhyy) = f0,y) .. /|yl =0

ox (0.9) hhjéi h B ]1L1~>0 h = Foe
of . fO,y+h)—f(O,y) . 0-0
8_y(0’y>_hl—>o h _flllg(l) h =0

quindi non esiste .

Analogamente, se y = 0 e x # 0 non esiste %.
y
Resta solo il caso (z,y) = (0,0):

of (0= f(0,0)  0-0
G_y(o’ 0) = ilzl—>0 h B Ilzli% =0

quindi esistono entrambe le derivate parziali.

2. f ¢ differenziabile in tutti i punti dove xy # 0. Se x = 0 e y # 0 o viceversa f non e
differenziabile perché non esiste una derivata parziale. Se (z,y) = (0,0) consideriamo il resto
di Taylor al primo ordine:

(o) = £(e.) — 10,0~ 0,0y - g—gm, 0)y = ¢/l



w(@,y)
r2=y2
alla retta x = y:

Osserviamo che non ¢ limitata in un intorno di (0, 0), infatti, considerando la restrizione

Cw(tt) . V2
lim = lim =
=0 /212 150 \/2t]

ne segue che f non ¢ differenziabile in (0,0). L’insieme di differenziabilita di f & quindi R? \

({z =0} U{y =0}).

. af _ y . .
3. Se xry > 0 risulta 7 EYemE che non si annulla mai essendo zy > 0.

+o0;

Analogo risultato se xy < 0.

Nei punti dove zy = 0 risulta f(x,y) = 0. Basta osservare che f(z,y) > 0 per ongi (z,y) € R?
per concludere che i punti degli assi cartesiani sono di minimo assoluto per f. Non ci sono altri
punti di massimo o minimo locale o assoluto.

4. Considerando la restrizione alla retta y = x si ottiene
tlil?of(t’t) - tlggo VIt = o0

quindi sup f = +oo mentre, dal punto precedente si ottiene che in2f f= m12n f=0.
R2 R R

Esercizio 2.B Sia D = {(w,y) ER*:4<2?+¢y*<9, —z < \/gy < O}. Calcolare

2
/—yd:vdy.
D xXr

Soluzione Il dominio D ¢ un settore di corona circolare. Trasformiamolo in coordinate polari.

Osserviamo che tan —— = — quindi il dominio D viene trasformato nel dominio

6 V3

T={(p0):2<p<3, —T <v=0}.

Osserviamo che la funzione integranda ¢ continua su D essendo x # 0 in ogni punto di D. Allora

2 2sin ¥ O sinv 3
/—yda:dy:/ i p,dpd19:2/ i dz?/ pdp =
p T o costv %00519 9

o togeoss 2] =5 (183 g
= 2[—log cos ]_% 32— 5~ —log2).
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Esercizio 3.B Si consideri 'equazione differenziale 3’ =

1. Trovare l'integrale generale dell’equazione.
2. Risolvere 'equazione con la condizione iniziale y(—2) = log 2 — log log 3.

3. Trovare I'intervallo massimale di definizione della soluzione al punto precedente.

Soluzione

1. Osserviamo che deve essere x # +1. L’equazione ¢ a variabili separabili, ed essendo e¥ # 0 non
ci sono soluzioni costanti. Integriamo 1’equazione:

—e_yzé/ll—i—x—l— dx + ¢
1
—e ¥ =log ’ T +c
l1—=x
| | l1—=z
=—1lo 0 —c.
y & & 1+x

2. Sostituendo la condizione iniziale nell’integrale generale dell’equazione si ottiene:
log 2 — loglog 3 = log(log v/3 — ¢)

che ha come unica soluzione ¢ — 0. Quindi

loe1 1—=x

= —loglo

Y 6708 1+

3. Il punto iniziale & xg = —2 e la soluzione e definita per x # +1, quindi dovra essere r < —1.
Osserviamo anche che se x < —1 allora L‘L—i < —1 quindi log H;—ﬂ > 0. Ne segue che la

soluzione ¢ definita su tutta la semiretta (—oo, —1).



