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Capitolo 3

Forma canonica di Jordan

Nel Capitolo 1 si ¢ discusso il problema della diagonalizzazione di matrici di K™*" e si
¢ descritta una procedura che, per ciascuna matrice, decide se sia diagonalizzabile ed
eventualmente determina la forma diagonale ed una matrice che realizza la similitudine.

Ricordiamo che il problema della diagonalizzazione & stato originato dalla necessita di
risolvere un sistema di equazioni differenziali: se la matrice del sistema ¢ diagonalizzabile,
risulta semplice determinare le soluzioni del sistema. Resta il problema di cosa fare se la
matrice non ¢ diagonalizzabile.

In questo capitolo si studia il problema della riduzione a forma di Jordan di matrici di
C™*™, Per prima cosa si introduce la nozione di matrice in forma di Jordan e la si utilizza
per formulare il problema. Poi si descrive una procedura che consente, per ciascuna matrice
di C™*"™ di risolvere il problema posto. Infine, si utilizzano i risultati ottenuti per mostrare
la diagonalizzabilita di una particolare classe di matrici di C"*" (le matrici hermitiane) e
della corrispondente classe di matrici di R"*" (le matrici simmetriche). Il capitolo termina
con un esempio che illustra come utilizzare la riduzione a forma canonica di Jordan per
risolvere un sistema di equazioni differenziali.

In questo capitolo, per ogni A € C utilizzeremo le abbreviazioni seguenti:

A 10
}GCQXQ,J;),()\): 0 X 1 |eqc®3, ..
0 0 A

Al

B =ree n =) )

3.1 Definizione (matrice diagonale a blocchi)
Siano ni,...,n; numeri interi positivi con ny +---4+np =mn,eper j =1,...,k sia A;
una matrice di dimensione n; x n; ad elementi in C. Il simbolo

diag(Al, ce ,Ak)

indica la matrice di ordine k X k con elemento di posto i, uguale a A; se i = j, uguale a
0 € C™*™ se i # j, ovvero la matrice (gli elementi non esplicitamente indicati sono nulli):

Ay
A2 E Cnx n
Ay

La matrice diag(A1,. .., Ag) si chiama matrice diagonale a blocchi di blocchi sulla diagonale
Aq, ..., Ag.



3.2 Esempio
Siano ny = 1,n0 =2, e quindin = 3, e

A =1eC™ ¢ AQ:[?’ _Z}ecm

6 9
Allora:
110 0 3 —ilo0
diag(A1,A2) = | 03 —i | €033 | diag(As,A1)=|6 9|0 | €33
06 9 0 0]1

La matrice diagonale a blocchi di blocchi sulla diagonale J2(3), J;(—1) &:

3 11 0
diag(J2(3), J1(-=1))=| 0 3| 0 | € ¢33
0 01

3.3 Definizione (matrice in forma di Jordan)
Una matrice M € C"*"™ si dice in forma di Jordan se esistono A1,... \p € C e 4y, ...,
0 numeri interi positivi tali che:

i+ +op=n e M=diag(Js (M), ..., J5 (M)

La matrice Js, (A;) € C%*% si chiama blocco di Jordan associato a \; di dimensione §;.

3.4 Esempio
Le matrici:

1 0 0 1 00
0 3i 1|eq® | 01 1| e
0 0 3¢ 0 01

sono in forma di Jordan, le matrici:
10 0 1 00
03 1]|ec® | 01 2| e
0 0 3¢ 0 01

sono diagonali a blocchi (scegliendo opportunamente 11 ed ny) ma non in forma di Jordan.
Si osservi che una matrice diagonale & in forma di Jordan.

3.5 Definizione (forma canonica di Jordan)

Sia A € C™*™. Se esiste una matrice in forma di Jordan simile ad A, la matrice A si
dice riducibile (per similitudine) a forma di Jordan, e la matrice in forma di Jordan simile
ad A si chiama forma canonica di Jordan di A e si indica con la sigla FCJ(A).

Nel seguito di questo capitolo si affronta il problema della riduzione a forma di Jordan:
decidere se A € C™™™ sia riducibile a forma di Jordan e, eventualmente, determinare la
forma canonica di Jordan di A ed una matrice che realizza la similitudine.

3.6 Teorema (riducibilita a forma di Jordan)

Ogni matrice A € C™" ¢ riducibile a forma di Jordan. Tutte le matrici in forma di
Jordan simili ad A hanno sulla diagonale gli stessi blocchi, ovvero due matrici in forma di
Jordan simili ad A differiscono solo per ordine dei blocchi sulla diagonale. Quest’ultima



proprieta si esprime dicendo che: La forma canonica di Jordan di A é unica a meno di
permutazione dei blocchi sulla diagonale.

Dimostrazione: No. Con le considerazioni che seguono, senza preoccuparci di dare una
dimostrazione del teorema, mostreremo come si possa determinare una matrice in forma di
Jordan simile ad A ed una matrice che realizza la similitudine.

Matrici in forma di Jordan: proprieta

Una matrice in forma di Jordan ¢ determinata dall’elenco dei blocchi sulla diagonale. In
questa sezione si mostra come tale elenco, a meno dell’ordine, sia rilevabile da proprieta
della matrice invarianti per similitudine.

3.7 Esempio
Sia

M = diag(J3(2), J2(2), J1(1)) = € 66

OO NO O O
oI RO O O
o Ol O O

OO OO O N
[es) Nev R el Nanlil NI
OO O = O

una matrice in forma di Jordan. Si ha:

e Il polinomio caratteristico di M & p(x) = (2—x)5(1—2x): ciascun blocco sulla diagonale
e associato ad un autovalore e la molteplicita algebrica di ciascun autovalore € pari
alla somma delle dimensioni dei blocchi ad esso associati;

e Poiché: ) )
01 0{0 0] O
0 0 1[0 0] O
0 0 0[O0 O] O
M=2l=15"0 00 1] 0
0 0 0[O0 0] O
|0 0 0[O0 Of—1 ]
e: ) )
1 1.0/0 0]0
01 1({0 00
00 1(0 00
M-I=1%"070[1 1]0
0 0 0[O0 10
L0 0 0[O0 0[O0 |
risulta: dimKer (M — 2I) = 2, e dimKer (M — I) = 1: per ogni A autovalore di M,
la dimensione di Ker (M — X) — che coincide con il numero di colonne nulle di

(M —\I) — ¢ pari al numero di blocchi associati a . Infatti ciascun blocco associato
all’autovalore A genera una colonna nulla in M — A, e le colonne non nulle sono
indipendenti.

e Poiché:

(M —21)* =

OO OO O O
OO OO O O
oo Ol o O
OO OO O O
o Ol O O

oo Ol O =




risulta dim Ker (M —21)? = 4: la dimensione del nucleo di (M — \I)? — che coincide
con il numero di colonne nulle di (M — M)?> — ¢ pari alla somma del numero di
blocchi associati a A di dimensione almeno uno e del numero di blocchi associati a
A di dimensione almeno due. Infatti ciascun blocco di dimensione uno associato
all’autovalore A genera una colonna nulla in (M — AI)?, ciascun blocco di dimensione
almeno due associato all’autovalore A genera due colonne nulle in (M — \)2, e le
colonne non nulle sono indipendenti.

3.8 Osservazione

Sia M = diag(Js, (A1), ..., Js, (Ak)) € C™*™ una matrice in forma di Jordan. Per ogni
A autovalore di M e j intero positivo si indica con N;(A) il numero di blocchi associati a A
di dimensione > j.

Ad esempio: M = diag(J2(2), J2(2), J1(2), J3(—1), Jo(—1)) € C*10 ha autovalori 2 e
—le:

N1(2) = 3,N2(2) = 2,N3(2) =0 e Nl(—l) = 2,N2(—1) = Q,Ng(—l) =1
Allora:

e la molteplicita algebrica di ciascun autovalore di M é pari alla somma delle dimensions
dei blocchi ad esso associati;

e Per ciascun A autovalore di M e j intero positivo si ha: la dimensione del nucleo di
(M — MX)? — che coincide con il numero di colonne nulle di (M — A\I)J — ¢ pari a
Ni(A) + -+ Nj(A).

3.9 Esempio

Sia M € C™" una matrice in forma di Jordan tale che:

(1) il polinomio caratteristico di M & p(z) = (2 — x)3(i — x)%;
(2) dimKer (M —2I) =1 e dimKer (M —iI) = 2;

(3) dimKer (M — 2I)? = 2, dim Ker (M — 21)? = 3;

(4) dimKer (M —il)? =4

Ci si chiede se sia possibile determinare M.
Dalla prima informazione si deduce che:

e i blocchi possono essere associati solo a 2 o a i;

e la somma delle dimensioni dei blocchi associati a 2 & 3, quella dei blocchi associati a
ie4.

Dalla seconda informazione si deduce che vi sono in totale tre blocchi: uno associato a
2 e due associati a i, e quindi:

e il blocco associato a 2 ha dimensione 3;

e i blocchi associati a ¢ possono avere entrambi dimensione 2 oppure uno dimensione 1
e laltro 3.



La terza informazione conferma quanto gia dedotto riguardo all’autovalore 2.

Dall’'ultima informazione si deduce: Ni(i) + Na(i) = 4 e quindi, essendo Ni(i) = 2 si
ricava No(i) = 2: entrambi i blocchi associati a ¢ hanno dimensione due.

Quanto ricavato consente di dire che i tre blocchi sulla diagonale di M sono: J3(2), J2(7)
e Jo(i), ma non consente di stabilire in che ordine essi si presentino lungo la diagonale: le
informazioni assegnate sono indipendenti dall’ordine dei blocchi sulla diagonale.

3.10 Osservazione
L’esempio precedente mostra che informazioni sufficienti per determinare univocamente
i blocchi sulla diagonale di una matrice M in forma di Jordan sono:

e Il polinomio caratteristico di M,

e Per ogni autovalore A di M e ogni intero positivo j non superiore alla molteplicita
algebrica di A, le quantita dim Ker (M — A\I)7.

Tali informazioni, inoltre, sono indipendenti dall’ordine dei blocchi sulla diagonale.
Queste informazioni sono invarianti per similitudine, ovvero: Se A,B € C"™*™ sono
matrici simili si ha:

(1) A e B hanno lo stesso polinomio caratteristico.

(2) Per ogni elemento A dello spettro e ogni intero positivo j si ha:

dim Ker (A — AI)? = dim Ker (B — \I)/

(Quest’ultima uguaglianza si deduce osservando che le matrici (A — AI)7 e (B — AI)’
risultano simili.)

Determinazione della forma canonica di Jordan

Sia A € C™"*". In questa sezione si mostra come determinare, da A, la sua forma canonica

di Jordan.

3.11 Esempio
Sia A € C°*° tale che:

(1) il polinomio caratteristico di A & p(z) = (1 — x)3(i — )?
(2) dimKer (A —1) =2, dimKer (A —il) =2

Si vuole determinare, se possibile, la forma canonica di Jordan di A.
Per I’Osservazione 3.10, le informazioni date su A possono essere lette inalterate come
informazioni su FCJ(A) che, si ricordi, ¢ una matrice in forma di Jordan simile ad A.
Dalla prima informazione si deduce che:

e i blocchi sulla diagonale di FCJ(A) possono essere associati solo a 1 oppure a i;

e la somma delle dimensioni dei blocchi associati a 1 & 3, quella dei blocchi associati a
ie2.

Dalla seconda informazione si deduce che sulla diagonale di FCJ(A) vi sono in totale
quattro blocchi: due associati a 1 e due associati a 4, e quindi:

e i blocchi associati a 1 hanno dimensione 1 e 2;



e i blocchi associati a 7 hanno entrambi dimensione 1.

Dunque i blocchi sulla diagonale di FCJ(A) sono: Ji(1), J2(1), Ji(i) e J1(2) e quindi la
forma canonica di Jordan di A ¢ diag(Ji(1), J2(1), J1(4), J1(7)).

3.12 Problema
Sia A € C°*° tale che:

(1) il polinomio caratteristico di A &: p(z) = (1 — 2)3(i — )2
(2) dimKer (A —1)=3, dimKer (A —il) =2
Determinare, se possibile, la forma canonica di Jordan di A.

3.13 Esempio

Sia:
9 _1 -2 2
11 o0 -1 1 et
A=10 o o1 |€C©
0 0 0 1

Si vuole determinare la forma canonica di Jordan di A.

Si ricordi ancora che FCJ(A) & una matrice in forma di Jordan simile ad A. Informazioni
sufficienti per determinare i blocchi sulla diagonale di FCJ(A) sono quelle elencate nell’Os-
servazione 3.10. La stessa osservazione asserisce che le informazioni si possono ottenere
direttamente da A.

Il polinomio caratteristico di A & p(xz) = (1 — x)3(—x) dunque gli autovalori sono
0 e 1 e la molteplicita algebrica di 0 & uno, quella di 1 & tre. Inoltre: dimKerA = 1
e dimKer (A — I) = 2 quindi la forma canonica di Jordan contiene un blocco associato
all’autovalore 0 — di dimensione necessariamente uno — e due blocchi associati all’autovalore
1 — di dimensione necessariamente uno e due, rispettivamente.

La forma canonica di Jordan di A ¢ dunque: FCJ(A) = diag(J1(0), J1(1), J2(1)).

3.14 Problema

Sia:
2 0 -1
A=|11 -2 | e@33
00 2

Determinare la forma canonica di Jordan di A.
(Soluzione: FCJ(A) = diag(J1(1), J2(2)).)

3.15 Esempio
Sia:

A= e ¢t

S O =N
o O N O
_ N O =
N O = O

Determinare la forma canonica di Jordan di A.

Il polinomio caratteristico di A &: p(z) = (2 — 2)* dunque vi & un solo autovalore: 2,
di molteplicita algebrica quattro. Inoltre: dim Ker (A — 2I) = 2, quindi la forma canonica
di Jordan contiene due blocchi associati all’autovalore 2. Infine dimKer (A — 21)? = 3,
quindi un solo blocco ha dimensione maggiore di uno. Percio, le dimensioni dei blocchi
sono, rispettivamente, uno e tre.

La forma canonica di Jordan di A & dunque: FCJ(A) = diag(J1(2), J3(2)).



3.16 Osservazione

Gli esempi precedenti mostrano che, per ogni A € C"*"™, proprieta di A invarianti per
similitudine determinano univocamente i blocchi sulla diagonale di una matrice in forma di
Jordan simile ad A, ma non & chiaro se vi siano proprieta di A, invariani per similitudine,
che consentano di decidere I’ordine dei blocchi sulla diagonale.

Siano M = diag(J1(1), J3(2)) e N = diag(J3(2), J1(1)) due elementi di C*** in forma
di Jordan ottenuti uno dall’altro permutando i blocchi sulla diagonale e sia P la matrice di
permutazione definita da P = (ea, e3,eq4,e1). Allora: M = PNP~!, ovvero M ed N sono
simili.

Se ne deduce che: Due elementi di C™*" in forma di Jordan ottenuti uno dall’altro
permutando i blocchi sulla diagonale sono simili. Dunque é impossibile distinguere i due
elementi considerando solo informazioni invarianti per similitudine.

La situazione & dunque la seguente: data A € C™*" tutte le matrici in forma di Jordan
simili ad A hanno sulla diagonale gli stessi blocchi ma in ordine diverso, e quindi sono tutte
simili. Questo giustifica 1'uso fatto del termine forma canonica di Jordan di A e della sigla

FCJ(A).
3.17 Problema

(1) Decidere quali delle seguenti matrici ¢ in forma di Jordan (& sottinteso che gli elementi
non specificati sono nulli):

1 1
|: 7 } ) ) 6 ) 1 1

(2) Siano A, B € C*4 tali che:

— W
S N
[\

FCJ(A) = diag(J1(2), J5())) , FCI(B) = diag(Js(i), J1(2))

Decidere se A e B sono simili.
(Suggerimento: determinare una matrice di permutazione che realizza la similitudine

tra FCJ(A) e FCJ(B).)

(3) Per ciascuno degli esempi precedenti, determinare tutte le matrici in forma di Jordan
simili ad A.

Deteminazione di una matrice che realizza la similitudine

Sia A € C™*". In questa sezione si mostra come determinare, una volta che sia nota la
forma canonica di Jordan di A, una matrice C' che realizza la similitudine, ovvero tale che

A=CFCJ(A)C L
3.18 Esempio

Siano:
9 —1 -2 2
11 o0 -1 1 s
A=10 o o1 |€C©
0 0 0 1



FCJ(A) =

la forma canonica di Jordan di A (calcolata in un esempio precedente).
Cerchiamo ¢y, ...,cq € C* linearmente indipendenti tali che, posto:

C=(ct,...,cq) € P4

si abbia:
AC = CFCIJ(A)
Leggendo quest’ultima uguaglianza per colonne si ottiene:
(1) A61 = 0;

(2) Acy = co;

(3) Acs = c3;

(4) Acy = c3 + ¢4, ovvero: (A —1I)ey = cs.
Dalle uguaglianze si deduce che:

1) ¢ deve essere un elemento non nullo di Ker A;

(
(2) c2 deve essere un elemento non nullo di Ker (4 — I);

(3) anche c3 deve essere un elemento non nullo di Ker (A — I);
(4)

4) poiché (A—I)cy = czecs # 0, ¢y & Ker (A—1I) ma, essendo (A—1I)2%cqy = (A—1I)c3 = 0,
deve essere ¢4 € Ker (A — I)2.

Tenuto conto che:
e dimKerA =1
e dimKer(A—1) =
e dimKer (A —1)? =3 e Ker(A—1)C Ker(A—1)?
si deduce la seguente procedura per determinare cy,...,cs:
1) ¢ = un qualsiasi elemento non nullo di Ker A4;

2 I)? non appartenente a Ker (A — I);

1));

(

(
¢y = un qualsiasi elemento di Ker (A —I) linearmente indipendente da cs (certamente
esistente perché dim Ker (A — I) = 2).

(

(2) ¢4 = un qualsiasi elemento di Ker (A —
(3) cs =(A—1I)cy (e quindi c3 € Ker (A —
(1)

Il grafico seguente schematizza il procedimento per determinare cs, c3 € c4:

Ker (A —1)?

C2X¢----X
3



L’uso delle frecce ricorda I’ ordine nel quale gli elementi sono determinati. L’uso della freccia
continua da ¢4 a c3 e della freccia a tratteggio da c3 a co allude al fatto che, mentre c3 ¢
determinato univocamente da c4, c3 determina cs solo nel senso che ¢y e c3 devono essere
elementi linearmente indipendenti di Ker (4 — I).

Nel caso in esame si ha:

Ker A = {

O = O =
~

Ker(A—-1)=( ), Ker(A—I)2:<

S O ==
H»—Too
OO R M
H»—Too
O;O}—‘
~

Si osservi che si ¢ scelto di ottenere una base di Ker (A — I)? aggiungendo un elemento a
quella di Ker (A —1I).
Allora possiamo scegliere:

Ccl =

O =R O K
o
N
|

o O O

Si osservi che si & scelto come vettore ¢4 1’elemento della base di Ker (A — I)? non apparte-
nente alla base di Ker (4 — I). Di conseguenza:

cs=(A—1I)cy =

SO = =

Si osservi che, come deve, I’elemento ottenuto ¢ in Ker (A — I).
Infine, possiamo scegliere:

Cy =

= = O O

Una matrice che realizza la similitudine ¢ quindi:

1 011
0 010
071100
0100

(Esercizio: verificare che C' ¢ invertibile e che AC = CFCIJ(A).)

3.19 Esempio

Sia:
9 1 -2 3
11 o0 -1 1 et
A=10 o o0 1|€C©
0 0 0 1

10



Si vuole determinare la forma canonica di Jordan di A ed una matrice che realizza la
similitudine.
11 polinomio caratteristico di A é:

p(x) = (—2)(1 —z)

e gli autovalori sono: 0, di molteplicita algebrica uno, e 1 di molteplicita algebrica tre.
Inoltre: dimKer (A — I) = 1, quindi: la forma canonica di Jordan contiene un blocco
associato all’autovalore 0 — di dimensione necessariamente uno — e un blocco associato
all’autovalore 1 — di dimensione necessariamente tre.

La forma canonica di A & percio:

FCJI(A) = diag(J1(0), J5(1))
Cerchiamo adesso ci, . ..,cs € C* linearmente indipendenti tali che, posto:
C=(ct,...,cq) € CP4

si abbia:
AC = CFCIJ(A)

Leggendo quest’ultima uguaglianza per colonne si ottiene:
(1) Acy = 0;
(2) Acy = co;
(3) Acs = co + c3, ovvero: (A —I)eg = co;
(4) Acq = c3 + ¢4, ovvero: (A —1I)ey = c3.

Dalle uguaglianze si deduce che:

1) ¢ deve essere un elemento non nullo di Ker A;
2) ¢ deve essere un elemento non nullo di Ker (A — I);
3) poiché (A — I)ez = 0, 3 deve essere un elemento non nullo di Ker (4 — I)?;
)

(
(
(
(4) poiché (A — I)%c3 = 0, ¢4 deve essere un elemento non nullo di Ker (4 — I)3.
Tenuto conto che:

e dimKerA =1

o dimKer(A—1)=1

o dimKer (A —1)?=2eKer(A—1)CKer(A—1)?

o dimKer (A —1)3=3eKer(A—1)?>CKer(A-1)3

si deduce la seguente procedura per determinare cy,...,cs:

11



Il grafico seguente schematizza il procedimento per determinare co, c3 € ¢y4:

Nel caso in esame si ha:

1
Ker A = ( (1) )
0
€
1 1 1 1 1 0
_ 1 2 1 0 3 1 0 0
Ker(A I)_< 0 >7Ker(A I) _< 0 ’ 0 >7Ker(A I) _< 0 ’ 0 ) 1 >
0 0 0 0 0 1

Si osservi che si & scelto di ottenere una base di Ker (A — I)? aggiungendo un elemento
a quella di Ker (A — I), e una base di Ker (4 — I)? aggiungendo un elemento a quella di
Ker (A —I)2.

Allora possiamo scegliere:

1 0

0 0

C1 = 1 , G4 = 1

| 0 ] 1

da cui: L

1 1
0 1
cs=(A—-1I)cy = 0 e ca=(A—Iec3z= 0
| 0 | 0

Una matrice che realizza la similitudine e quindi:

Q

Il
O = O
OO~
OO O
_ -0 O

(Esercizio: verificare che C' ¢ invertibile e che AC = CFCIJ(A).)

3.20 Esempio
Sia:

c C4><4

SO = O W
— O W N
o w o o
w N OO

12



Si vuole determinare la forma canonica di Jordan di A ed una matrice che realizza la
similitudine.
11 polinomio caratteristico di A é:

p(z) = (3-x)!

dunque vi & un solo autovalore, 3, di molteplicita algebrica quattro. Inoltre: dim Ker (A —
3I) = 2 e dimKer (A — 3I)? = 4, quindi la forma canonica di Jordan contiene due blocchi
associati all’autovalore 3, entrambi necessariamente di dimensione due.

La forma canonica di A € quindi:

FCJ(A) = diag(J2(3), J2(3))
Cerchiamo adesso ci, . ..,cs € C* linearmente indipendenti tali che, posto:
C=(ci,...,cq) € CP4

si abbia:
AC = CFCIJ(A)

Leggendo quest’ultima uguaglianza per colonne si ottiene:
(1) Acy = 3ey;
(2) Acg = ¢1 + 3¢, ovvero: (A —3I)ce = ¢q;
(3) Acs = 3cs;
(4) Acy = c3 + 3¢y, ovvero: (A —31)cy = cs.
Dalle uguaglianze si deduce che:
1) ¢1 deve essere un elemento non nullo di Ker (A — 31);

2) poiché (A — 3I)c; = 0, ca deve essere un elemento non nullo di Ker (4 — 31)?;

(1)
(2)
(3) anche c3 deve essere un elemento non nullo di Ker (A — 31);
(4) poiché (A — I)cg = 0, anche ¢4 deve essere un elemento non nullo di Ker (4 — 37)2.
Tenuto conto che:
o dimKer (A —3I) = 2;
e dimKer (A —31)? =4 e Ker (A — 3I) C Ker (A — 3I)?
si deduce la seguente procedura per determinare ¢y ..., c4:

(1) ¢z = un qualsiasi elemento non nullo di Ker (A—31)? non appartenente a Ker (A—3I);

(2) ¢4 = un elemento non nullo di Ker (A — 3I)? non appartenente a Ker (A — 3I) e
linearmente indipendente da cy (certamente esistente perché dimKer (A —31) =2 e

dim Ker (A — 31)% = 4);
(3) ¢1 = (A —3I)ce (e quindi ¢ € Ker (A —3I) e ¢; # 0 — altrimenti cz. . .);
(4) c3 = (A—3I)cq (e quindi c3 € Ker (A —3I) e ¢3 # 0 — altrimenti ¢4 .. .).

Il grafico seguente schematizza il procedimento per determinare ci, co,c3 € c4:

13



Nel caso in esame si ha:

Ker (A —31) = { ), Ker (A —31)% = {(

o= O O

2
0
0
1

O = O O
— O O N
OO\'OD—\
OO“#—‘O
—

Si osservi che si ¢ scelto di ottenere una base di Ker (A — 31)? aggiungendo due elementi a
quella di Ker (A — 31).
Allora possiamo scegliere:

1 0

Cco = 0 cq = 1

2 — O ) 4 — 0

0 0

da cui:

0 2
0 0
c1=(A—=3I)cy = 1 e c3=(A—=3)cy = 0
0 1

Una matrice che realizza la similitudine ¢ quindi:

01 20
0 001
¢= -1 0 0 O
0010

Si osservi che la scelta fatta di ¢y e ¢4 corrisponde proprio agli elementi aggiunti alla
base di Ker (A — 31) per ottenere la base di Ker (A — 3I)2. Scelte diverse da questa non
garantiscono che (A —3I)cy e (A — 31)cy risultino linearmente indipendenti. Ad esempio,
scegliendo:

0 1 1 2 1 3
c/ _ 0 4 0 _ O C/ _ 0 + O o 0
27011 0| |1 R 0 0| |0
0 0 0 | |1 0 1
si ottengono:
0 [0
0 0
A=l | - a=|
0 | | 0

che non sono linearmente indipendenti.
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3.21 Osservazione

Sia A € C™*" una matrice ad elementi reali, FCJ(A) la forma canonica di Jordan di A
e C € C™*™ una matrice che realizza la similitudine. Se A ha qualche autovalore non reale
(ovvero: se qualcuno degli autovalori di A ¢ un numero complesso con parte immaginaria
non nulla), allora FCJ(A) non é ad elementi reali e neppure C. Infatti: gli autovalori di A
sono gli elementi sulla diagonale di FCJ(A), che dunque non puo essere ad elementi reali.
Inoltre, poiché C' & una matrice che realizza la similitudine si ha:

C~'AC =FCJ(A)

e se C fosse ad elementi reali lo sarebbe anche C~! e di conseguenza C~1AC, ossia FCJ(A).

Negli esempi precedenti la matrice A ¢ ad elementi reali e lo stesso accade per la forma
canonica di Jordan di A e per la matrice che realizza la similitudine. Questo & dovuto al
fatto che tutti gli autovalori di A sono reali. Siha infatti: Se A € C"*™ ¢é ad elementi reali e
tutti gli autovalori di A sono reali — e quindi la forma canonica di Jordan di A ha elementi

reali —, allora esiste una matrice C € C™*" ad elementi reali che realizza la similitudine.

Applicazioni: diagonalizzazione di matrici simmetriche e di matrici her-
mitiane

Si ricordi che una matrice A € R"*" di elementi a;;, € simmetrica se per ogni 4,j si ha
aj; = Q;j, OVVero AT = A. Ad esempio, la matrice B dell’Esempio 1.1:

m m
_ ko ko
m m

B:

kitks ko ]

risulta simmetrica per ogni valore (positivo) di m, kj e ko.

In questa sezione si mostra che una matrice di R™*™ simmetrica ¢ diagonalizzabile ed
esiste una matrice ortogonale che realizza la similitudine. 11 risultato si ottiene facilmente
dopo aver introdotto la nozione di matrice hermitiana e mostrato che una matrice di C"*"
hermitiana é diagonalizzabile ed esiste una matrice unitaria che realizza la similitudine.

Se A ¢ la matrice di elementi a;; € C, la matrice AR trasposta coniugata di A, & la
matrice che si ottiene prendendo la trasposta di A e facendo il coniugato di ciascuno dei
suoi elementi.

3.22 Esempio

Se: ; 5
- i 2x3
A= [ 1+i 0 2 ] €C
allora:
3 1+
AT=1 -2 0 |eq®?
i 20|
e: ) )
3 1—1
AH=1] -2 o0 e 32
| - =20 |

Una matrice A € C"*" di elementi a;;, si dice hermitiana se per ogni i, j si ha aj; = aj,
ovvero se A" = A. Si osservi che se A ¢ hermitiana, allora gli elementi sulla diagonale a;;
sono reali.
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Siano A € C™*" una matrice, FCJ(A) la sua forma canonica di Jordan e C' € C"*" una
matrice che realizza la similitudine, ovvero tale che:

A=CFCJA)C™
Sia infine U, T una fattorizzazione QR della matrice C, ovvero: U € C™*" & una matrice
unitaria e T' € C™*™ una matrice triangolare superiore tali che:
Cc=UT

Poiché C' ¢ invertibile, la matrice T risulta a sua volta invertibile.
Utilizzando la fattorizzazione QR di C, la matrice A si riscrive:

A=UTFCJA) T UM
Posto © = TFCJ(A) T~ !, si ha:

e O € C"*™ ¢ triangolare superiore (in quanto prodotto di matrici triangolari superio-
ri*);

e A=UOU"M

3.23 Osservazione

Si ricordi che essendo U unitaria si ha U¥ = U~! e quindi A e © risultano simili.
Quanto appena mostrato prova quindi che: Ogni matrice di C™**™ ¢é simile ad una matrice
triangolare, ed esiste una matrice unitaria che realizza la similitudine.

Se A ¢ hermitiana, ovvero A = AH dall’ultima equazione si ottiene:
veut = (veuthH = yety"

da cui si deduce:
©=oe"
cioe: la matrice © é hermitiana. Questa proprieta di ©, insieme a quella di essere triangolare
superiore, consente di concludere che © ¢ diagonale e ad elementi reali.
Dunque si & ottenuto che: Se A € C™*" & hermitiana, esistono U € C™*™ unitaria e
O € C™*" diagonale e ad elementi reali tali che:

A=Ueu"
Formulazioni equivalenti di questo risultato sono:

e Una matrice di C™*™ hermitiana ha autovalori reali, é diagonalizzabile ed esiste una
matrice unitaria che realizza la similitudine.

e Se A € C"*™ ¢ hermitiana allora gli autovalori di A sono reali ed esiste una base
ortonormale di C™ costituita da autovettori di A.

Sia adesso A € R™ "™ una matrice simmetrica. Come elemento di C™**", la matrice A
¢ hermitiana e quindi, per quanto appena mostrato, tutti gli autovalori di A sono reali.
Dunque, la matrice A € C™"*™ ¢ ad elementi reali e tutti gli autovalori di A sono reali.
Per 1’Osservazione 3.21, la forma canonica di Jordan di A ¢ ad elementi reali ed esiste una
matrice C' ad elementi reali che realizza la similitudine. Ripetendo i passaggi fatti sopra
e tenendo conto che adesso U ¢ una matrice di R™*™ ortogonale, si ottengono gli asserti
equivalenti:

e Una matrice di R™*™ simmetrica é diagonalizzabile ed esiste una matrice ortogonale
che realizza la similitudine.

o Se A € R™"™ ¢ simmetrica allora esiste una base ortonormale di R™ costituita da
autovettori di A.

*L’inversa di una matrice triangolare superiore (invertibile) & triangolare superiore.

16



Applicazioni: Equazioni differenziali omogenee

Consideriamo il sistema di due equazioni differenziali:

!
o] = —x1 4+ 29

zh = —x9

che, introducendo i vettori x di componenti x1, z9, " di componenti z7, 2] e la matrice
o[-t 1
- 0 -1

/)
2" = Ax

si riscrive:

La matrice A € €C?*2 non ¢ diagonalizzabile, dunque non esistono variabili utilizzando le
quali il sistema si riduce ad equazioni disaccoppiate.

La matrice A & comunque in forma di Jordan, e le soluzioni possono essere determinate
come segue.

e Dalla seconda equazione, nella sola funzione incognita s, si deduce che tutte le
funzioni xo(t) che verificano il sistema hanno la forma:

x9(t) = agsent + by cost
per qualche as, by € R.

e Assegnati as, by numeri reali non entrambi nulli, la prima equazione del sistema,
adesso nella sola incognita x1, € non omogenea:

2] = —x1 +agsent + by cost

Analogamente a quanto accade per i sistemi di equazioni lineari, se 27 (¢) & una solu-
zione dell’equazione, e ricordando che le funzioni a1 sent+ by cost, per ogni a1,b; € R,
sono tutte le soluzioni dell’equazione omogenea associata x| = —x1, tutte le soluzioni
SONO:

z1(t) = 2§ (t) + a1 sent + by cost

Una soluzione dell’equazione, che puo essere ottenuta con tecniche elementari note
dall’Analisi Matematica, e:

2 (t) = L(bysent — ay cost)

Dunque, tutte le soluzioni del sistema sono:
x1(t) = %(bg sent —agcost) +aysent + bycost |, wxo(t) =agsent + bycost

e, come negli esempi descritti nel Capitolo 1, il valore dei parametri ai,b1,a2 e by che
individua la soluzione effettiva del sistema & determinato dalle condizioni iniziali.

In generale, se si ha un sistema di equazioni differenziali caratterizzato da una matrice
non diagonalizzabile, si puo in ogni caso individuare un insieme di variabili utilizzando le
quali il sistema risulta caratterizzato da una matrice in forma di Jordan. Le soluzioni di
quest’ultimo sistema si determinano, come illustrato sopra, risolvendo singole equazions,
alcune omogenee altre non omogenee, con tecniche elementari.
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Applicazioni: calcolo di A*

Siano A € C™*"™ e k un intero positivo. In questa sezione si mostra, con alcuni esempi,
come utilizzare la forma canonica di Jordan di A per calcolare AF,

3.24 Osservazione
Siano A € C™*™, FCJ(A) la forma canonica di A e C' € C™*" una matrice che realizza
la similitudine.

Poiché A = CFCJ(A)C~1, si ha:
A% = CFCJ(A)C'CFCI(A)C~t = CFCI(A)? C!
Analogamente, per ogni intero k > 2 si ha:
Ak = CcFCI(Ak

Dunque, per determinare le potenze di A ¢ sufficiente saper determinare le potenze di
matrici in forma di Jordan.

3.25 Esempio
Sia A € C e si consideri la matrice Jy()\) € C**2.

Posto:
01
m=15 o]

si ha:

o JL(A)=A[+DN;

e N2 =0 e quindi N} = 0 per ogni intero k > 2.
Allora si ottiene:

o Jo(N)?2 = (A + Np)(M + Nyp) = AT + 20Ny + N2 = \21 + 2)\Ny;

o Jo(AN)2 = (AT +2ANy + NH) (AL + Np) = X3T + 3\2Ny + 3AN?Z + Nj = M3T + 322Ny,
Se ne deduce che, posto N{) = I, per ogni k > 1 si ha:f

k
ACNEDY <k> NTINT = NPT 4+ EARIN,
j=0

ovvero: & b1
AF RN
Jo(N)F = [ 0 Ak }

3.26 Esempio
Sia A € C e si consideri la matrice J3()\) € C3*3.
Posto:

N, =

o O O
oS = O

1
0
0
si ha:

° Jg()\) =\ + N2

ISi ricordi che (£) = 77ty
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e NJ =0 e quindi Né“ = 0 per ogni intero k£ > 3.
Allora, procedendo analogamente all’esempio precedente si ottiene:
o J3(\)2 = \2T +2AN, + N2
o J3(N)3 = N3 +3\2Ny + 3ANZ + N3 = A3 + 302N, + 3ANSZ.
Se ne deduce che, posto NY = I, per ogni k > 1 si ha:
k

k o
Js(AWF =" < _>)\"“_JN§ = NI+ ENING +
§=0

k(kz— 1) Ab-2\2

ovvero (Esercizio: determinare N3):
k k=1 k(k=1) \k—2
AT kA A

JsNE=1 0 Ak EAR—1
0 0 \F

3.27 Esempio
Siano A1, A2 € C e si consideri la matrice A = diag(Jo()\1), Jo(\2)) € €4,
Si constata che:

A2 — JQ(A1)2

43 [ Jo(A1)?

J2(N2)? } ’ Jo(N2)?

Per k£ > 1 si ha percio:
AF = diag(J2(M)", J2(A2)¥)

OvVVvero:

M EART

AF =

3.28 Problema

e Decidere se sia vero o falso I'asserto: Se FCJ(A) ¢ la forma canonica di Jordan di A,
allora la forma canonica di Jordan di A? ¢ FCJ(A)?.

(Suggerimento: Verificare I'asserto per A = Js(1).)

e Per ogni k > 1, determinare tutti gli elementi delle le potenze k-esime delle seguenti
matrici in forma di Jordan:

diag(J1(2), J2(=2)) , diag(Ja2(i), J2(¢)) , diag(J3(3), Ji(1 +1))
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Applicazioni: decomposizione di C" in somma diretta di sottospazi inva-
rianti

Sia A € C™*™. In questa sezione si definisce la nozione di sottospazio invariante per l’ap-
plicazione lineare definita da A e si mostra, con alcuni esempi, come utilizzare la forma
canonica di Jordan di A per determinare una decomposizione di C™ in somma diretta di
sottospazi invarianti per I’applicazione definita da A.

Siano V uno spazio vettoriale e L : V' — V un’applicazione lineare. Un sottospazio
vettoriale W C V si chiama sottospazio invariante per L se per ogni w € W si ha L(w) € W,

ovvero: L(W)C W.}

3.29 Osservazione
Il sottospazio W generato da ws,...,w; ¢ invariante per L se e solo se:

L(wl) S T/V,...,L(wj) eWw
(Esercizio: dimostrare ’asserto.)
3.30 Esempio

Si consideri 'applicazione lineare L : R?* — R? definita dalla matrice:

R:

o = O
o O =
_ o O

L’applicazione & una rotazione (esercizio: individuare I'asse di rotazione e 1’angolo)
I sottospazi di R? definiti da (e1, e2) e da (e3) sono invarianti per L (esercizio: verificare
Passerto).

3.31 Esempio
Siano A1, A2 numeri complessi distinti e A = diag(J1(\1), J2(A1), Ja(Xe)) € €0, 1
sottospazi di C® definiti da:
(e1,e2,e3) , (es,es5)
sono invarianti per l'applicazione lineare definita da A. Infatti, per il prino sottospazio si
ha:
Aer = Mer , Aey=Mes , Aes3=es+ Aeg

Analogamente si constata l’asserto per il secondo sottospazio.
Inoltre si ha:

o (e1,e9,e3) = Ker (A — A\ 1)? e (eg,e5) = Ker (A — \oI)?
o C° = (e1,e9,e3) @ (e4,¢5)

cioe:

C° = Ker (A — M\ I)? @ Ker (A — \oI)?

3.32 Osservazione

Siano A € C™*™, FCJ(A) la forma canonica di Jordan di A e C' una matrice che realizza
la similitudine. Allora: il sottospazio W é invariante per U'applicazione definita da FCJ(A)
se e solo se il sottospazio CW ¢ invariante per Uapplicazione definita da A.S

¥Si ricordi che: L(W) = { L(w) € C" tali che w € W }.
5Si ricordi che: CW = { Cw € C™ tali che w € W }.
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(Infatti: 'asserto FCJ(A) W C W & equivalente a C FCJ(A) W C CW, ovvero a A(CW) C
CwW.)

3.33 Esempio
Siano A € C***, FCJ(A) e C = (c1,...,c4) come nell’Esempio 3.18. Allora:

e I sottospazi S1 = (c1),S2 = (c2) e Ssq4 = (c3,c¢4) sono invarianti per 'applicazione
lineare definita da A;

o 64251@52@534.

Sia adesso:

|

—

=8

=

QU

=

S~—

Il
O = O =
— = =
— = =N

O O = =

Allora:
e D ¢ una matrice diversa da C' che realizza la similitudine tra A e FCJ(A);

e I sottospazi T1 = (d1),T> = (d2) e T34 = (d3,d4) sono invarianti per 'applicazione
lineare definita da A;

o C'=T, & Tor ® Ts;

o Ty =51, Th # Sz e Ty # Sza.

Questo significa che le decomposizioni in sottospazi invarianti trovate:
C'=5185®5 ¢ C'=TieaTheTy

non sono “canoniche,” ovvero non sono caratteristiche di A.
Invece, é canonica la decomposizione:

C' = (1) ® (ca, 3, ca) = (d1) & (d2, ds, da)

infatti si ha:
(c1) = (d1) = Ker A

<02703,C4> = <d2,d3,d4> = Ker (A — I)2

Il seguente asserto descrive la situazione generale:

3.34 Teorema
Siano A € C™*™ e Aq,..., A, gli autovalori distinti di A. Infine, per j =1,...,k sia J;
la massima dimensione dei blocchi associati a A; in FCJ(A).
La decomposizione canonica di C™ in sottospazi invarianti dell’applicazione definita da
Ae:
C"=Ker (A—-MD" & - @ Ker (4 — M\ J)%k

3.35 Problema
Siano Ap, Ag, A3 € C**4 tali che:

o FCJ(A;) = diag(Ji (1), J1(1), J2(2))
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[ ] FCJ(AQ) = diag(Jl(l), Jl(l), Jl(l), Jl(l))
e FCJ(As) = diag(y(1), Ji(1), J1(2), /1 (3))

Per ciascuna matrice, determinare la decomposizione canonica di C* in sottospazi invarianti.
(Soluzione: C* = Ker (A; —I) @ Ker (A; —2I)?, C* =Ker (A3 — ) e C* = Ker (A3 — 1) @
Ker (As — 2I) & Ker (43 — 31).)
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