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Gli asserti contrassegnati col simbolo Y possono essere omessi senza pregiudicare ’opera-
tivita del testo — ma a danno della comprensione dell’argomento...



Capitolo 1

Equazioni differenziali lineari a
coefficienti costanti

Sia J un intervallo aperto non vuoto di R, e sia f : J — C una funzione a wvalori in C.
Se perognit € Jsiha f(t) € R, f & una funzione a valori reali. In particolare, indicando
con ¢ il coniugato di ¢ € C, per ogni f : J — C sono funzioni a valori reali

_f+F f-f
) 2i

Re(f) Im(f) =

Posto 0 = Re(f) e w = Im(f), da cui f = o + iw, si ricordi che la funzione f &
continua su J se lo sono ¢ e w. Analogamente, per m intero positivo, f & di classe C" su
J se la derivata m—esima delle funzioni o e w esiste ed & continua su J. In tal caso, per
ke{l,...,m}, per la derivata k—esima di f si ha f*) = ¢(*) 4 w*) Infine, f & di classe
C*® su J se f e di classe € su J per ogni intero positivo m.

L’insieme delle funzioni a valori in C continue su J si indica con C(J, C) o, equivalen-
temente, con C°(.J, C); quello delle funzioni a valori in C di classe €™ su J con C™(.J,C) e
quello delle funzioni a valori in € di classe C* su J con €*(J,C).

Si osservi che, con le usuali definizioni di somma e di prodotto per un elemento di C,
gli insiemi C(J, C), C™(J,C) e €>(J,C) sono spazi vettoriali su C.

Per fi1,...,fm : J — C, si indica con (fi,..., fi,) 'insieme delle combinazioni lineari
di f1,..., fm a coefficienti in C e con (fi,..., fm)r U'insieme delle combinazioni lineari di
fi,---, fm a coefficienti in R.

1.1 Definizioni e prime proprieta

1.1 Definizione
Siano n intero positivo, e ag, ..., a, € C, ag # 0. L’applicazione lineare

L:C"(J,C)— C'%J,C)

definita da
L(z) = apz™ + a1V + .. 4 a,z

si chiama operatore differenziale (in C™(J,C)) lineare a coefficienti costanti di ordine n.
Il polinomio
aZ" + a1 Z" '+ ... +a, € CZ

si chiama polinomio caratteristico di L.



Sia r una funzione continua su J. L’equazione
Liz)=r

si chiama equazione differenziale lineare a coefficienti costanti di ordine n.
Gli elementi del dominio di L che hanno per immagine r, cio¢ le funzioni w € €"(J, C)
tali che L(w) = r, si chiamano soluzioni dell’equazione differenziale L(z) = r.
L’equazione
L(z)=0

si chiama equazione omogenea associata a L(z) = r.

1.2 Osservazione (importante!)

Sia L un operatore differenziale lineare a coefficienti costanti di ordine n. Si osservi che
se w € C"(J,C), allora L(w) € €°(J,C), e quindi: se r & una funzione non continua su J,
per nessun elemento w € €"(J,C) si ha L(w) = r. Ad esempio, con n = 1 e J = R, per
nessuna funzione w € C}(R, C) si ha

0 pert<O0

Questo spiega perché nella definizione precedente si richiede che r sia continua.

1.3 Osservazione (struttura dell’insieme delle soluzioni)
Sia L(z) = r un’equazione differenziale lineare a coefficienti costanti di ordine 7.
Poiche L e lineare, allora: o ’equazione non ha soluzioni oppure, detta Z una soluzione
(“soluzione particolare”), I'insieme di tutte le soluzioni &

Z+kerL

Si osservi che ker L — P'insieme delle soluzioni dell’equazione L(z) = 0 — & un sotto-
spazio vettoriale di C"(.J, C).

La Sezione 1.2 ¢ dedicata allo studio del nucleo di L. Nella Sezione 1.3 vedremo co-
me determinare una soluzione particolare dell’equazione mostrando cosi che I'insieme delle
soluzioni € non vuoto.

1.2 Nucleo di un operatore differenziale lineare a coefficienti
costanti

Sia L un’operatore differenziale in €"(J, C) lineare a coefficienti costanti. In questa Sezione
si mostra come determinare il nucleo di L utilizzando la nozione di operatore differenziale
in C*°(J, C) lineare a coefficienti costanti.

1.4 Osservazione (ker L C C*°(J,C))

Sia L definito da L(z) = aoz™ + a1z Y 4+ ... 4 a,z, a9 # 0. Se w & un elemento del
nucleo di L allora aqw™ = —ayw®™ Y — ... — g w. Poiche w € €*(J,C), ne segue che
w™ € C(J,C) e quindi w € C"+1(J,C).

Iterando il ragionamento si ottiene che ker L & un sottospazio di C*°(J, C).

1.5 Definizione

Sia D : €®(J,C) — €>(J,C) lapplicazione lineare definita da D(¢) = ¢(1).

Gli elementi di C[D], cioe i polinomi in D a coefficienti in €, si chiamano operatori
differenziali in C>°(J, C) lineari a coefficienti costanti.
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1.6 Esempio
1) Sia p(Z) = Z* — 522 — 2 € C[Z]. Si indica con p(D) l'operatore D* — 5D? — 2, cioe
I'operatore differenziale in €>°(.J, C) lineare a coefficienti costanti tale che

p(D)(z) = 2 — 520 — 22

Per ¢ € C*(J, C), 'elemento p(D)(¢) si indichera anche con p(D)e.
2) Siano p(Z2),p1(Z2) e p2(Z) € C[Z] tali che p(Z) = p1(Z)p2(Z). Si ha

p(D) = p1(D)p2(D) = p2(D)p1(D)
ciog: per ogni ¢ € €(.J, C) si ha
p(D)¢ = p1(D)(p2(D)$) = p2(D)(p1(D)9)
Ad esempio, se p(Z) = (Z —1)2 =272 —2Z + 1 si ha

(D -1)((D—1)¢) = (D —1) (¢ — ¢) = 62 — o) — 1) + ¢ = p(D)¢

1.7 Osservazione

Sia p(Z) € C[Z] il polinomio caratteristico di L. Per ogni ¢ € €>°(J,C) si ha L(¢) =
p(D)¢ e quindi, per I’Osservazione 1.4, ker L = ker p(D).

Dunque: per determinare il nucleo di un operatore differenziale L in C"(J, C), basta
determinare il nucleo dell’operatore differenziale in €*°(J, C) individuato dal polinomio
caratteristico di L.

1.8 Teorema (nucleo di un operatore differenziale in C*(J,C))
Sia p(Z) = apZ" +---+a, € C[Z],a0 # 0, e sia

p(Z) :ao(Z—Otl)ql ...(Z_ak)%

con ay,...,qr € C, distinti, e g1, ..., g interi positivi.
Allora:

1) kerp(D) =ker(D —aq)® & --- @ ker(D — ay)%;
2) perj=1,...,ksiha
ker(D — a;)% = (et tetdt . t9imLeit)
e quindi dimker(D — ;)% = g;;
3) dimker p(D) = n.
Dimostrazione
1) Vedere ’Esempio 1.9 per la dimostrazione in un caso concreto.

2) Vedere I’Esempio 1.10 per la dimostrazione in un caso concreto.
3) Conseguenza immediata dei punti precedenti, poiché ¢; + - - - + g = n. d

1.9 Esempio (%)

Sia p(Z2) = (Z — 1)2(Z — 2)%2(Z — i). Posto q1(Z) = (Z — 2)*(Z — i), si osservi che
ker p(D) D ker q1(D) e ker p(D) D ker(D — 1)?; inoltre (Z — 1)2 e ¢1(Z) sono primi tra loro
dunque, per il Teorema 1.30 dell’Appendice, esistono a(Z),b(Z) € C[Z] tali che

1=a(2)(Z = 1)* +b(Z)q1(Z)



Per ogni ¢ € C*(J,C) si ha quindi
¢ =a(D)(D —1)*¢+ b(D)q1(D)¢
Ne segue che:
a) se ¢ € ker p(D), poiché p(D) = (D —1)2¢;(D), si ha
a(D)(D 1% € kerr(D) e b(D)ai(D)o € ker(D — 1)?
b) se ¢ € ker q; (D) Nker(D — 1)2 si ha ¢ = a(D)(D — 1)%¢ + b(D)q1(D)y = 0

e cioe che
ker p(D) = ker(D — 1)? @ ker ¢, (D)

Sia adesso q2(Z) = Z —i e si osservi che (Z—2)? e q2(Z) sono primi tra loro. Ragionando
come sopra si prova che

ker g (D) = ker(D — 2)? @ ker(D — i)
Utilizzando 1 due risultati trovati si ottiene che

ker p(D) = ker(D — 1)? @ ker(D — 2)? @ ker(D — 1)

1.10 Esempio
Sia @ € C. Per determinare ker(D — )3 si pud procedere osservando che per ogni
¢ € C®(J,C) si ha

(D — a)(e*¢) =e*D¢ e quindi (D — a)*(e®¢) = D3¢
Allora, visto che

(D—-a)*2=0 seesolose (D—a)*(ee2)=0

si ottiene

(D—-a)*2=0 seesolose D3(e 2)=0
cioe

(D—0a)32=0 seesolose e ze (1,t,t%)
Infine

(D—a)®2=0 seesolose ze (e te™ t?et)

L’indipendenza di e®, te®, t?e* ¢ conseguenza immediata dell’indipendenza di 1, ¢, t2.

1.11 Esempio (uso del Teorema 1.8)
Siano J = R e L l'operatore dell’equazione differenziale

2:04) _ 620 42 =0

Detto p(Z) il polinomio caratteristico di L, poiché p(Z) = 2(Z +1)?(Z —2), per il punto
1) del Teorema 1.8, si ha:

ker L = ker(D + 1)? @ ker(D — 2)
Per il punto 2) dello stesso teorema si ha
ker(D + 1) = (e, te™) | ker(D —2) = (e*)

quindi
ker L = (e ! te™") @ (e*) = (et te™, %)
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1.3 Soluzione particolare
In questa Sezione si descrive un procedimento che permette di determinare una soluzione
di un’equazione differenziale lineare a coefficienti costanti.

1.12 Osservazione (soluzione particolare, equazione di ordine 1)

Siano z() — az = r un’equazione differenziale lineare a coefficienti costanti di ordine 1
ety € J

Si verifica facilmente che la funzione

t
w(t) = eat/ e “Tr(r)dr
to

& una soluzione dell’equazione differenziale.
Quindi l’insieme delle soluzioni dell’equazione differenziale € non vuoto e, per I’Osser-
vazione 1.3 e il Teorema 1.8, tale insieme &

w + ker(D — a) = w + (™)

Si osservi infine che se per un intero m > 0 si ha r € €™ (J, C), allora
¢
e ¥r e C™(J,C) e / e Tr(r)dr € €], C)
to
e percio w € C™T1(J,C). Dunque tutte le soluzioni dell’equazione differenziale sono in
emti(J,C).

1.13 Teorema (soluzione particolare, equazione di ordine n)
Sia L(z) = r un’equazione differenziale di ordine n con operatore L di polinomio
caratteristico p(Z) € C[Z] e sia:

p(Z2) =(Z—a1)--(Z - an)
Si considerino le funzioni definite dalla procedura seguente:
1) wj = una soluzione dell’equazione 2N — gz = ]

2) wg = una soluzione dell’equazione 2D — gz = w1

n) w, = una soluzione dell’equazione PA . pZ = Wp—1-

Allora w,, & una soluzione dell’equazione L(z) = r. Dunque 'insieme (non vuoto) delle
soluzioni dell’equazione e
wy, + ker L

Inoltre, se r € €™(J,C) per un intero m > 0 si ha w, € €™"(J,C) e quindi tutte le
soluzioni dell’equazione sono in €™ (.J, C).

Dimostrazione
L’Esempio 1.14 illustra I'idea della dimostrazione provando gli asserti per n = 2. O

1.14 Esempio (%)
Sia L(z) = r un’equazione differenziale di ordine 2 con L definito da

L(z) = 2% 4+ 4120 + agz



Detto p(Z) il polinomio caratteristico di L, sia
p(2)=2"+a1Z +ay=(Z — a1)(Z — )

e quindi
ap =—(a1+a2) e a2 =ara

Siano: w; una soluzione dell’equazione differenziale (1) — a1z = r, wy una soluzione
dell’equazione differenziale AC - asz = wi. Si noti che 'esistenza delle funzioni w1y, ws €
assicurata dall’Osservazione 1.12. Per la stessa Osservazione, siccome r € C°(.J, C) allora
wy € CL(J,C) e di conseguenza wy € €2(J,C).

Per definizione di soluzione si ha che

1) wgl) —owy =7
2) wél) — Wy = W1

Da 2) si ricava

Sostituendo in 1) si ottiene

(2) (1) (1) (2)

(1)
r=wy —QaWy — oWy + aronws = wy . — (g + az)w,

+ 1wy = L(wz)
Dunque wy € €(J,C) e L(wy) = r, ciod wsy & una soluzione dell’equazione differenziale
L(z) =
Infine, se » € C™(J,C) per un intero m > 0, per 1’Osservazione 1.12 si ha w; €
CemHL(J,C) e quindi wy € C™F2(J, C).

1.15 Osservazione

Se r € un elemento non nullo del nucleo di un operatore differenziale lineare a coeffi-
cienti costanti, per determinare una soluzione dell’equazione L(z) = r si puo utilizzare, in
alternativa a quella descritta nel Teorema 1.13, la procedura seguente.

1.16 Procedura (metodo degli annichilatori)

Sia L(z) = r un’equazione differenziale di ordine n con r # 0, e sia M un operatore
differenziale di ordine m tale che r € ker M. Detti A\(Z) il polinomio caratteristico di L e
u(Z) quello di M

a) determinare una base vy,...,v, di ker A(D);
b) determinare una base di ker u(D)A(D) della forma v1,...,0n, Unt1,- -, Untm;
c¢) determinare I'elemento w € (Up41, ..., Untm) che & soluzione dell’equazione L(z) = 7.

1.17 Esempio
Sia consideri ’equazione

2B _9x=p | r=ctecker(D+1)
In questo caso, detto L 'operatore dell’equazione, si ha:

a) il polinomio caratteristico A(Z) di L si fattorizza in \(Z) = (Z + 1)(Z — 2) e quindi
et e & una base di ker \(D);

b) (D + 1)A(D) = (D + 1)*(D — 2) e quindi e~t, €%, te~! & una base di ker(D + 1)A\(D)
della forma richiesta;
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c) l'elemento di (te™") che & soluzione dell’equazione L(z) = r risulta essere —ste "

Dimostrazione della Procedura 1.16 (%)
Si ha:

1) per I'Osservazione 1.4, r € €>°(.J,C) e quindi, per il Teorema 1.13, tutte le soluzioni
dell’equazione sono in C*°(J, C); allora (si ricordi I’Osservazione 1.7): le soluzioni di
L(z) = r coincidono con le soluzioni di A\(D)z = r;

2) per I’Osservazione 1.7 si ha ker M = ker (D) e quindi r € ker u(D), percio se A(D)z =
r allora u(D)A(D)z = p(D)r = 0; dunque: tutte le soluzioni dell’equazione A(D)z = r
sono in ker u(D)A(D);

3) detta vy,...,v, una base di ker A\(D), poiché ker u(D)\(D) D ker A(D), esiste una
base di ker u(D)A(D) della forma vi,...,Un, Unt1,s--., Untm € quindi, posto A =
(Un41s -y Untm), sl ha: ker u(D)X(D) = ker A\(D) @ A;

4) se wy € ker A\(D) e wa € A, 'elemento wy + wa di ker u(D)A(D) & soluzione dell’e-
quazione differenziale A(D)z = r se e solo se lo ¢ wa e quindi: A contiene certamente
qualche soluzione dell’equazione;

5) se wi,wy € A sono soluzioni dell’equazione A\(D)z = r, allora I’elemento wy; — wy di
A & soluzione dell’equazione omogenea A\(D)z = 0, e quindi w; — w2 € ker A\(D) N A;
poiché ker A(D)NA = {0}, ne segue che: A contiene una sola soluzione dell’equazione
differenziale L(z) = r.

Queste considerazioni giustificano la procedura. O

1.4 Condizioni iniziali

In questa Sezione si introduce la nozione di condizione iniziale e si mostra che, data un’equa-
zione differenziale L(z) = r, “esiste una sola soluzione dell’equazione che soddisfa condizioni
iniziali assegnate.”

1.18 Definizione (condizioni iniziali)

Siano L(z) = r un’equazione differenziale di ordine n, ty € J e zp,...,2,-1 € C.
Una funzione w € una soluzione dell’equazione differenziale che verifica le condizioni
indziali (all’istante ty) z(tg) = 2o, ..., 2" D (tg) = z,_1 se

welC'(J,C) , Lw)=r e w(ty) = 20, ..., w™ VD(tg) = zp_1

1.19 Osservazione (esistenza ed unicita per equazioni omogenee, ordine 1)

Siano L(z) = 0 un’equazione differenziale di ordine 1, 9 € J e 2y € C. Detto p(Z) il
polinomio caratteristico di L, sia p(Z) = ag(Z — «).

Si verifica immediatamente che

w(t) = e*(t10) 5

¢ 'unico elemento di ker L che assume in ty valore zg.
Dunque: esiste una sola soluzione dell’equazione differenziale che verifica la condizione
iniziale z(ty) = 2o.
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1.20 Teorema (esistenza ed unicita per equazioni omogenee, ordine n)

Siano L(z) = 0 un’equazione differenziale di ordine n, ty € J e zg,...,2,—1 € C.

Esiste una sola soluzione dell’equazione che verifica le condizioni iniziali z(ty) = 2o, . ..,
20D () = 2 1.

L’applicazione che associa a (2o, ...,2,_1)" l'unica soluzione dell’equazione che verifica
le condizioni iniziali z(t9) = 2o, ..., z(”_l)(to) = 2,—1 € un isomorfismo tra C" e ker L.

Dimostrazione (%)
Sia py, : ker L — C" I'applicazione lineare definita da

z(to)
pto(z) =
Z(n_l)(to)

Provare l'asserto equivale a dimostrare che p;, ¢ invertibile, ossia che il nucleo di p;, €
costituito dal solo elemento 0 (mostrando cosi che py, ¢ un isomorfismo tra C" e ker L —
si ricordi che dimker L = n).

Si ricordi che, detto p(Z) il polinomio caratteristico di L, per I’Osservazione 1.7 si ha
ker L = ker p(D).

Siano a € € e ¢(Z) € C[Z] tali che p(Z) = (Z — a)q(Z) e si osservi che ¢(Z) ha grado
n — 1.

Se w € ker L e py,(w) = 0, cioe

Lw)=p(Dw=0 ¢ w(t)=-=uw"(t) =0
allora, poiché p(D) = (D — «a)q(D), per la funzione v = ¢(D)w € €>(J,C) si ha
(D—a)v=0 e v(ty) = (¢(D)w)(ty) =0
Per ’Osservazione 1.19 si ha allora v = 0. Quindi w verifica le condizioni
g(Dyw =0 e w(ty) =--=w""?(t) =0
Iterando il ragionamento n — 1 volte si conclude che w = 0. U

1.21 Esempio
Sia J = RR. Per determinare la soluzione dell’equazione differenziale

223 — 620 —4z=0
che verifica le condizioni iniziali
1)=9 , MNay=-9 , 201)=18
si osservi che, per quanto ottenuto nell’Esempio 1.11, si cercano cy, c2, cg € C tali che, posto
¢

w(t) = cret 4 cote ! 4 cze?

si abbia
wl)=9 , wP1)=-9 | w®@@1)=18

Poiché

w(t) = (—e1 + ca)e™t — cate™ +2e3e? WD () = (e1 — 2e0)e! + cote™t + deze?
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il problema equivale a risolvere il sistema

e ! el 2 c1 9
—e ! 0 2e? c | =1 -9
el —e7l 42 c3 18

Il Teorema 1.20 garantisce che il sistema ha una sola soluzione, che risulta essere

1

cp=1le , co=-3e |, c3=—
e

La soluzione cercata dell’equazione differenziale ¢ quindi
w(t) = 11e' ™t — 3te! =t 4 201
Esercizio (importante!): siano w; la soluzione dell’equazione differenziale che verifica
le condizioni iniziali
1)=1, Day=0, Pa)=0
ws quella che verifica le condizioni iniziali
=0 , May=1 , Ha)=o0
e ws quella che verifica le condizioni iniziali
x1)=0 , Da)y=0, P1)=1
Verificare che, come garantito dal Teorema 1.20:

w=9w; — Qwy + 18 w3

1.22 Osservazione (esistenza ed unicita per equazioni non omogenee)
Siano L(z) = r un’equazione differenziale di ordine n, to € J e zg,...,2,-1 € C.

1) Sia g una soluzione dell’equazione differenziale L(z) = r. Detta s la soluzione dell’e-
quazione L(z) = 0 che verifica le condizioni iniziali z(to) = 20 — g(to), ..., 2" D(ty) =
Zn_1—9™ D (to) si ponga w = g+s. Allora: w & una soluzione dell’equazione L(z) = r
che verifica le condizioni iniziali z(tg) = 2o, ..., 2™ Y (tg) = 2,_1.

2) Se wi,wy sono due soluzioni dell’equazione L(z) = r che verificano le condizioni
iniziali z(tg) = z0,...,2" Y (tg) = z,_1, allora la funzione w; — wy & una soluzione
dell’equazione L(z) = 0 che verifica le condizioni iniziali z(ty) = 0, ..., 2" D(ty) = 0.
Per il Teorema 1.20 si ha w; = ws.

I due asserti provano che esiste una sola soluzione dell’equazione differenziale L(z) = r
che verifica le condizioni iniziali z(to) = 20, ..., 2" D (tg) = z,_1.

Si osservi infine che, detta f la soluzione dell’equazione L(z) = r che verifica le condizioni
iniziali z(to) = 0,..., 2" D(tg) = 0 (“soluzione forzata”) e ¢ la soluzione dell’equazione
L(z) = 0 che verifica le condizioni iniziali z(ty) = z0,...,2" D (tg) = 2,1 (“soluzione
libera”), la soluzione dell’equazione L(z) = r che verifica le condizioni iniziali z(tg) =
20y - - - ,Z(n_l) (to) =z,_1¢ f+L.

1.23 Osservazione (sul determinismo)

Se l'equazione differenziale L(z) = r ¢ la legge fisica che governa una grandezza w,
quanto provato in questa Sezione si puo esprimere dicendo che 'andamento di w, sia per
t > to — nel “futuro” — che per ¢ < tg — nel “passato” —, ¢ determinato univocamente
dalle condizioni iniziali all’istante ty. Ad esempio, la legge fisica che governa la quota x di
un corpo puntiforme di massa m in caduta libera nei pressi della superficie terrestre ¢ (dopo
opportune semplificazioni) max? = mg. L’andamento di z & determinato in modo univoco
dai valori 2(0) e z(1)(0).
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1.5 Equazioni differenziali reali

In questa Sezione si considera un’equazione differenziale L(z) = r in cui l'operatore L,
definito da
L(z) = apz™ 4+ a1z Y + . +a,z

ha coefficienti reali (cioe ag,...,a, € R, ag # 0) e 7 € C(J, C) ¢ una funzione a valori reali
— un’equazione di tal genere si chiama equazione differenziale reale — e se ne cercano le
soluzioni a valori reals.

1.24 Osservazione (esistenza di soluzioni a valori reali)
Se ¢ : J — C & soluzione dell’equazione differenziale reale L(z) = r si verifica immedia-
tamente che

1) Re(¢) & una soluzione (a valori reali) dell’equazione differenziale L(z) = r;

2) Im(¢) e una soluzione (a valori reali) dell’equazione omogenea L(z) = 0.

1.25 Teorema (nucleo di un operatore a coefficienti reali)
Siano o, w reali, w # 0, e ¢ intero positivo. Allora, posto @ = o + iw si ha

ker(D — a)? @ ker(D — a)? = (e”' coswt, e senwt, ..., 97 e coswt, 9 et sen wt)

Questo consente di determinare una base del nucleo di un operatore a coefficienti reali
costituita da funzioni a valori reali.

Dimostrazione
Vedere ’Esempio 1.26. O

1.26 Esempio

Sia L l'operatore a coefficienti reali definito da L(z) = 23 — 32(2) 4 2(0) — 35, Per
il polinomio caratteristico p(Z) di L si ha p(Z) = (Z — 3)(Z + i)(Z — i). Allora, per il
Teorema 1.8 si ha

a) ker L = ker(D — 3) @ ker(D + 1) & ker(D — 1),
b) ker(D — 3) = (¢¥),
c) ker(D + i) @ ker(D — i) = () @ (e™) = (¥, 7).
Per le formule di Eulero si ha anche
(e e~ = (sent, cost)
e quindi ker(D + i) @ ker(D — i) = (sent, cost).

Infine:

e3t, sent,cost

¢ una base di ker L costituita da funzioni a valori reali.
1.27 Teorema (soluzioni a valori reali di un’equazione differenziale reale)
Sia L(z) = r un’equazione differenziale reale di ordine n, sia f una soluzione a valori

reali e sia uq,...,u, una base di ker L costituita da funzioni a valori reali.
L’insieme di tutte le soluzioni a valori reali dell’equazione differenziale e

f+<U1,...,Un>R
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Dimostrazione (%)

Ovviamente se ¢ € f+ (u1,...,un)R, allora ¢ & soluzione dell’equazione differenziale ed
ha valori reali.

Viceversa, se ¢ € una soluzione dell’equazione differenziale si ha ¢ € f + (u1,...,u,) e
quindi

o= f4+crul+- -+ cpuy

per qualche ¢q,...,¢, € C. Se ¢ ha valori reali si ha ¢ = ¢, cioe:

fHcur+--cpun = f+Cur + - Cpup = f 4 crur + - - cpuy
e quindi, poiché uq,...,u, sono linearmente indipendenti su C, ci,...,¢c, € R. Il

1.28 Osservazione (metodo degli annichilatori e soluzioni a valori reali)

Abbiamo incontrato un’equazione differenziale reale nell’Esempio 1.17 in cui, con il
metodo degli annichilatori, si ¢ calcolata una soluzione particolare che risulta a valori reali.
La cosa non ¢ fortuita, infatti:

Sia L(z) = r un’equazione differenziale reale di ordine n, e sia r € ker M per un opera-
tore differenziale M a coefficienti reali di ordine m. Detti A(Z) il polinomio caratteristico
di L e u(Z) quello di M, siano uy,...,u, (rispettivamente: wuj, ..., Un, Upt1,-- ., Untm)
una base di ker A(D) (rispettivamente: di ker u(D)A(D)) costituita da funzioni a valori
reali. Sia inoltre w la soluzione dell’equazione in (41, ..., Upt+m) determinata con il me-
todo degli annichilatori (Procedura 1.16). Siccome, per il punto 1) dell’Osservazione 1.24,
anche Re(w) € (Upt1,...,Untm) € soluzione dell’equazione, per l'unicita della soluzione
in (Upt1,...,Untm) si ha w = Re(w), cioe w ¢ a valori reali. Ragionando come nella
Dimostrazione del Teorema 1.27 si prova infine che w € (Up41, ..., Uptm)R-

1.29 Osservazione (condizioni iniziali reali)
Sianotg € J e zg,...,2n_1 € R.
Se ¢ : J — C ¢ la soluzione dell’equazione differenziale reale L(z) = r che verifica le

condizioni iniziali z(ty) = 2o, ..., 2™V (ty) = zn_1, si verifica immediatamente che I'm(¢)
¢ la soluzione dell’equazione omogenea L(z) = 0 che verifica le condizioni iniziali z(tg) =
0,...,20(ty) = 0, dunque I'm(¢p) = 0, e cioe¢ che ¢ & a valori reali.

Allora: per un’equazione differenziale reale esiste un’unica soluzione a valori reali che
soddisfa condizioni iniziali (reali) assegnate, e per determinarla si pud procedere come
descritto nell’Esempio 1.21 e nell’Osservazione 1.22.

1.6 Problemi test

(T.1) Siano J = R e L(z) = 2(3). Per ciascuna funzione, indicare se & soluzione dell’equa-
zione differenziale L(z) =0 :

(a) 3e! (b)) A+i)t+e ()5  (d) 2t + (3 —6i)t?

(T.2) Siano J = R e p(D) = D(D + 1). Per ciascun sottospazio, indicare se ¢ sottoinsieme
di kerp(D) :

(@) (e e®)  (d) () (o)1) (d) (1,517 () (1,e7)
(T.3) Siano J = R e f(t) = t2. Per ciascun operatore, indicare se f appartiene al nucleo:

(@)D () D*—-1  (¢)D* (d)D*(D-1) (e) (D—i)D?
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(T.4) Siano J =R e L(z) = 2 — 2209, Per ciascun asserto, indicare se & vero o falso:

dimker L = 4;
dimker L = 5;

a)
b)
c) siano zi, 29 € ker L tali che 2z1(0) = 22(0); allora z; = z9;
d) ker L C €3(J,C);
e) ker L C C>(J,C);
)

f) sia w la soluzione dell’equazione L(z) = 0 che verifica le condizioni iniziali z(0) =
1, z(0) = 0, 22 (0) = 0, 28 (0) = 0. Allora g = 5w ¢ la soluzione dell’equazione
L(z) = 0 che verifica le condizioni iniziali z(0) = 5, z(V(0) = 0, 22 (0) = 0,
23 (0) = 0.

(T.5) Siano J =R e L tale che
ker L = (1,t,1%, et e7%)

Detto p(Z) € C[Z] il polinomio caratteristico di L, per ciascun asserto indicare se &
vero o falso:

(@) grado p(2) =6 () p(0)=0 () p2)=0  (d) p(2) = (Z+1)(Z+2)Z*

(T.6) Siano J = R e p(D) = D? — 2D + 10. Per ciascuna funzione, indicare se appartiene
al nucleo di p(D) :

(a) 141 (b) € (c) cos3t + 2isen3t (d) €' cos 3t (e) e'(cos3t + 1)

(T.7) Siano J = R, L = 2 — 2 una funzione continua non nulla, e sia g € C*(J, C)
una soluzione dell’equazione differenziale L(z) = r. Per ciascun asserto, indicare se &
vero o falso:

L(g) =

a)

b) 2g & soluz10ne dell’equazione differenziale L(z) = r;
)
)

¢) g+ 3t & soluzione dell’equazione differenziale L(z )

d) 7g & soluzione dell’equazione differenziale L(z) =

1.7 Esercizi
Negli esercizi di questa sezione, J = R e L ¢ 'operatore definito da
L(z) = 20 —7:(0 62
Si tenga conto che per il polinomio caratteristico A(Z) di L si ha
MNZ)=(Z+1)(Z+2)(Z-3)
(E.1) Si utilizzi il metodo degli annichilatori per determinare una soluzione dell’equazione
L(z) = %t
(E.2) Dopo aver verificato che per a € C si ha
L(e®) = (a® — Ta — 6) et = Aa)
si consideri ’equazione differenziale

L(z) = e*
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a) Mostrare che se A(a) = 0, allora nessuna soluzione dell’equazione ¢ in (e?).

b) Se A(a) # 0, verificare che la soluzione dell’equazione determinata con il metodo
degli annichilatori e

(E.3) Sia g la funzione continua definita da

0 pert<O
g(t)_{t pert >0

a) Determinare l'insieme A delle soluzioni dell’equazione differenziale L(z) = 0.
t

b) Determinare 'insieme B delle soluzioni dell’equazione differenziale L(z)
Sia u4 un elemento di A.

c¢) Determinare up € B tale che
1 1 2 2
up(0) =ua(0) . uf(0)=u((0) . ul(0)=uF(0)
d) Mostrare che la funzione v definita da

~f ua(t) pert<o0
v(t) = { up(t) pert>0

¢ una soluzione dell’equazione L(z) = g.

(E.4) Sia 7 € R. Per w € (R, C), si indichi con [w] € C°(R, C) la funzione definita, per
ogni t € R, da [w](t) = w(t — 7). Si osservi che w e [w] sono nella stessa classe di
regolarita.

a) Verificare che per ogni w € C'(R,C) si ha [wl™ = [w™] e, di conseguenza,
per ogni m > 1 e per ogni w € €™(R,C) si ha [w]™ = [w™].

Sia 7 una funzione continua.

b) Verificare che per ogni w € €3(R, C) si ha L([w]) = [L(w)].
c¢) Verificare che se w & soluzione dell’equazione L(z) = r allora [w] & soluzione
dell’equazione L(z) = [r].

1.8 Appendice

Per comodita di chi legge si riporta in questa Sezione un risultato utilizzato nell’Esempio 1.9.

1.30 Teorema
Siano p1(Z2),p2(Z) € C[Z] primi tra loro. Esistono a(Z),b(Z) € C[Z] tali che

1= a(Z)p1(Z) + b(Z)pa(Z)

Dimostrazione (%)
Supponiamo grado p;(Z) > grado pa(Z). Applicando I'algoritmo di Euclide si ottenga,
ad esempio:
(D p1(2) =pA2)1(Z2) +11(Z)
() p2(2) = r1(2)q2(Z) + 72
(ITIT) r1(Z) = req3(2)
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con ry € € non zero. Dalla (II) si ottiene:
re =p2(Z) — r1(Z)q2(2)
e, utilizzando l'espressione di r1(Z) ottenuta da (I):
re = p2(Z) = [p1(2) — p2(2)1(2))a2(Z) = —q2(Z2)p1(Z) + [1 + q1(Z)q2(Z)|p2(Z)

Dividendo per ry e ponendo

(7)== e b(Z):qu(TZQ)‘I?(Z)

si ottiene 1’asserto.



Capitolo 2

Sistemi di equazioni differenziali
lineari a coefficienti costanti

Sia J un intervallo aperto non vuoto di R, n un intero positivo e sia f : J — C” una
funzione a wvalori in C". Se per ogni t € J si ha f(t) € R", f € una funzione a valori reali.

In C" si consideri la usuale norma indotta dal prodotto hermitiano canonico, e si
indichino con ey, ..., e, gli elementi della base canonica.

Si ricordi che la funzione f ¢ continua su J se per ciascuna componente f; di f si ha
fj € €(J,C). Analogamente, per m intero positivo, f ¢ di classe €™ su J se per ciascuna
componente di f si ha f; € €™ (J,C). Infine, f e di classe € su J se f e di classe € su J
per ogni intero positivo m.

L’insieme delle funzioni a valori in C™ continue su J si indica con €(J, C") o, equivalen-
temente, con C%(.J,C"); quello delle funzioni a valori in C" di classe €™ su J con €™(.J, C")
e quello delle funzioni a valori in C™ di classe € su J con C*®(J,C").

Si osservi che, con le usuali definizioni di somma e di prodotto per un elemento di C,
gli insiemi C(J,C"), C"™(J,C") e C>°(J,C™) sono spazi vettoriali su C.

Per f € €"(J,C"), si ricordi infine che M) & il vettore di componenti fl(m), e fém).

2.1 Definizioni e prime proprieta

2.1 Definizione
Siano A € €™, r una funzione a valori in C" continua su J e L : C1(J,C") — C°(J, C")

I’applicazione lineare definita da
L(z) = 21 — Az

L’equazione
L(z)=r ovvero 20 =Az 47

si chiama sistema di equazioni differenziali lineari a coefficienti costanti del primo ordine.
Gli elementi del dominio di L che hanno per immagine 7, cio¢ le funzioni w € C*(J, C")
tali che L(w) = r, si chiamano soluzioni del sistema di equazioni differenziali L(z) = r.
L’equazione
L(z) =0  ovvero 2V = Az

si chiama sistema omogeneo associato a L(z) = .

2.2 Osservazione (struttura dell’insieme delle soluzioni)
Sia L(z) = r un sistema di equazioni differenziali lineari a coefficienti costanti del primo
ordine.

17
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Poiche L e lineare, allora: o il sistema non ha soluzioni oppure, detta Z una soluzione
(“soluzione particolare”), 'insieme di tutte le soluzioni &

Z+ker L

Si osservi che ker L — l'insieme delle soluzioni del sistema omogeneo L(z) = 0 — & un
sottospazio vettoriale di €*(J, C™).

La Sezione 2.2 & dedicata allo studio del sistema omogeneo L(z) = 0. Nella Sezio-
ne 2.4 vedremo come determinare una soluzione particolare del sistema mostrando cosi che
I'insieme delle soluzioni € non vuoto.

2.2 1l sistema omogeneo L(z) =0

In questa Sezione si studia 'insieme delle soluzioni di un sistema di equazioni differenziali
lineari a coefficienti costanti del primo ordine, omogeneo.

2.3 Osservazione (ker L C €°(J,C"))

Sia L(z) = 0 un sistema di equazioni differenziali lineari a coefficienti costanti del primo
ordine, omogeneo.

Ragionando come nell’Osservazione 1.4 si prova che I'insieme delle soluzioni del sistema,
cioe ker L, ¢ un sottospazio di C*(.J, C").

2.4 Definizione (condizioni iniziali)

Sia L(z) = r un sistema di equazioni differenziali lineari a coefficienti costanti del primo
ordine. Siano tg € J e zg € C".

Una funzione w & una soluzione del sistema di equazioni differenziali che verifica le
condizioni iniziali (all’istante to) z(ty) = 2o se

we CYJ,CY) , Lw)=r e w(ty) = 2o

2.5 Teorema (di esistenza ed unicita per sistemi omogenei)
Sia z(1) — Az = 0 un sistema di equazioni differenziali lineari a coefficienti costanti del
primo ordine, omogeneo, e siano b € C" e ty € J.

a) Esiste una sola soluzione del sistema che verifica la condizione iniziale z(tp) = b.

b) Sia p(Z) € C[Z] il polinomio caratteristico della matrice A. Le componenti della
soluzione del sistema che verifica la condizione iniziale z(ty) = b sono elementi del
nucleo dell’operatore differenziale p(D).

c) L’applicazione che associa a b la soluzione del sistema che verifica la condizione ini-
ziale z(tp) = b & un isomorfismo tra C™ e ker L e quindi, analogamente al caso delle
equazioni, il nucleo di L & un sottospazio vettoriale di €*°(J, C") di dimensione n.

Dimostrazione (%)

Siano M € C™*™ invertibile, © € C"*" triangolare superiore (cioe 6;; = 0 per i > j) tali
che A = MOM~! (I'esistenza di matrici con queste proprieta & assicurata dal Teorema 2.13
dell’Appendice 2.8).

Si verifica facilmente che:
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- se w ¢ una soluzione del sistema di equazioni differenziali z(!) = Az che verifica la
condizione iniziale z(tp) = b allora v = M~ 1w & una soluzione del sistema di equazioni
differenziali z(!) = ©z che verifica la condizione iniziale z(tg) = M~ 'b;

- se v & una soluzione del sistema di equazioni differenziali z(!) = Oz che verifica la
condizione iniziale z(typ) = b allora w = Mwv ¢ una soluzione del sistema di equazioni
differenziali () = Az che verifica la condizione iniziale z(tq) = Mb.

Per provare l’asserto a) & quindi sufficiente mostrare che per ogni b € C" esiste una sola
soluzione del sistema z(!) = ©z che verifica la condizione iniziale z(ty) = b.

Ovviamente, w & una soluzione del sistema z(!) = ©z che verifica la condizione iniziale
z(tg) = b se e solo se, dette wy,...,w, le componenti di w, si ha

n) w, & una soluzione dell’equazione z(!) = 6,,,,z che verifica la condizione iniziale z(tg) =
bn;

n-1) w,—1 € una soluzione dell’equazione 2D = On—1,n-12 + On_1 nw, che verifica la
condizione iniziale z(ty) = by_1;

1) w;y & una soluzione dell’equazione 2 = 0112 + Opwy + - - + O1pw,, che verifica la
condizione iniziale z(tg) = b;.

Per ’Osservazione 1.19 esiste una sola funzione che verifica n); I’Osservazione 1.22 applicata
a clascuno dei passi successivi prova l’asserto a).

Per provare 'asserto b) occorre dimostrare che wy,...,w; € kerp(D). A tale scopo,
si osservi che p(Z), polinomio caratteristico di A, & anche il polinomio caratteristico di ©
(simile ad A) e quindi, essendo O triangolare si ha p(Z) = (011 — Z) -+ - (Onn, — Z). Adesso:
wy, € ker(D — 6,,) C ker p(D). Allora per wy_1 si ha (D — 0,1 p—1)wp—1 € ker(D — O,y
e quindi wp,—1 € ker(D — 0py,)(D — 0p—1n—1) C kerp(D). Ragionando allo stesso modo si
prova che anche le altre componenti sono in ker p(D).

Per provare 'asserto c), si consideri 'applicazione lineare py, : ker L — C" definita da
pto(2) = z(to). Tenuto conto di quanto asserito al punto a), 'applicazione risulta iniettiva
e surgettiva, e quindi un isomorfismo tra ker L e C". L’inversa ¢ dunque anch’essa un
isomorfismo. O

2.6 Definizione (matrice risolvente)

Sia A € C"*" e, per j =1,...,n, sia u; € (R, C") la soluzione del sistema omogeneo
2() — Az = 0 che verifica la condizione iniziale z(0) = e;.

La funzione W : R — C™*" definita da

W= (ug,...,up)

si chiama matrice risolvente associata ad A.
Si osservi che, per I'Osservazione 2.3, si ha u; € C*°(R, C").

2.7 Osservazione (descrizione di ker L)

Siano L(z) = () — Az = 0 un sistema di equazioni differenziali lineari a coefficienti
costanti del primo ordine, omogeneo, W = (uy,...,u,) la matrice risolvente associata ad
A, e b e C" di componenti by, ...,by,.

a) Sia J = R. Per il punto c¢) del Teorema 2.5, uq, . .., u, ¢ una base di ker L e la soluzione
del sistema L(z) = 0 che verifica la condizione iniziale z2(0) = b = bje; + - - - + bpep €

brur(t) + - + bpun(t) = W(t)b
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b)

Siano J = R e tyg € R. Per ogni v € C°(R,C") si indichi con [v] € CO(R,C") la
funzione definita, per ogni t € R, da [v]l(t) = v(t — tg). Per v € C}(R,C") si ha
[v] € YR, C") e [w]M = [wM] e quindi L([v]) = [L(v)]. Ne segue facilmente
che, se w ¢ la soluzione del sistema L(z) = 0 che verifica la condizione iniziale z(0) = b,
la funzione [w] ¢ la soluzione del sistema che verifica la condizione iniziale z(ty) = b.
Dunque, tenuto conto dell’espressione per w che si deduce dal punto a), la soluzione
del sistema L(z) = 0 che verifica la condizione iniziale z(tp) = b &

blul(t — t()) —+ e+ bnun(t — t(]) = W(t — to)b

Sia tp € J (ma non necessariamente J = R). Poiché la restrizione a J della funzione
W (t — tp)b & una soluzione del sistema che assume valore b in tg, per il punto a) del
Teorema 2.5 I'isomorfismo o tra C™ e ker L che associa a b la soluzione del sistema
che verifica la condizione iniziale z(tg) = b e

o(b) = la restrizione a J di W (t —to)b
e quindi

lo spazio che si ottiene considerando, per ogni

ker L b € C", la restrizione a J di W (t — tg)b

2.3 Calcolo della matrice risolvente

Siano A € C"*" ¢ W la matrice risolvente associata ad A. Per definizione, per calcolare W
occorre calcolare, per j = 1,...,n, la soluzione u; € C*°(R, C") del sistema 21 — Az =0,
che verifica la condizione iniziale z(0) = e;.

Esponiamo un procedimento che consente di calcolare, datity € R e b € C", la soluzione
w € C®°(R, C") del sistema z() — Az = 0 che verifica la condizione iniziale z(tg) = b. Dopo
aver dato un esempio, lo giustifichiamo.

2.8 Procedura

)

2)
3)

Calcolare il polinomio caratteristico p(Z) della matrice A, che risulta un polinomio
di grado n, e considerare 'operatore differenziale p(D) in C*(R, C).

Determinare una base di ker p(D) — sia ¢1, ..., ¢n.

Determinare cy,...,c, € C" in modo che la combinazione lineare
v=cip1+ -+ cndn

verifichi le condizioni

v0)=b , o) =4b ..., ") ="

Infine: w = v.

2.9 Esempio
Sian=2e

=[1 ]

Illustriamo come utilizzare la procedura descritta sopra per calcolare le colonne ui e uo
della matrice risolvente associata ad A.
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1) p(Z) =22-2Z+1 = (Z—1)% - polinomio di grado n = 2 — e quindi p(D) = (D —1)2.
2) kerp(D) = ker(D — 1)% = (e, tel).
3.1) si cercano cy,cz € C? tali che, posto

v(t) = cre’ + cotel

sia
v<o>:c1:e1:[})] , v<l><0>:cl+@:Ael:[‘f]
Si ottiene
1 -1
a=lo] e[ ]
e quindi

3.2) si cercano cg,cz € C? tali che, posto

v(t) = cre’ + cotel

sia )
U(O):q:ez:[(l) , U(l)(o):61+62:A62:|:_;:|
Si ottiene )
Ccl = 0 :| s Co = |: _1 :|
! 1
e quindi

Infine:

Dimostrazione della Procedura 2.8 (%)
Per il punto a) del Teorema 2.5, esiste una sola soluzione w del sistema z()) — Az =0
che verifica la condizione iniziale z(tg) = b. La soluzione w verifica le condizioni:

I) per tutte le componenti w; di w si ha w; € kerp(D)
II) w(to) = b,wM(tg) = Ab,...,w™ V(ty) = A" b

La condizione I) segue dal punto b) del Teorema 2.5; la condizione II) dal fatto che per
k=1,....,n—1, la derivata k—esima di w vale A*w.

Poiche p(D) ha grado n, il Teorema 1.20 garantisce che le condizioni I) e II) individuano
univocamente le componenti di w. O
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2.4 1l sistema non omogeneo L(z) =7

In questa Sezione si determina una soluzione di un sistema di equazioni differenziali lineari
a coefficienti costanti, non omogeneo.

2.10 Osservazione (proprieta della matrice risolvente)

Siano A € C™"*"™ e W la matrice risolvente associata ad A.

Siano tg € R, b € €" e w € C'(R, C") la soluzione del sistema z(!) — Az = 0 che verifica
la condizione iniziale z(0) = b. Per il punto a) dell’Osservazione 2.7 si ha w(t) = W (t)b.
Questa soluzione, per t = tg, assume valore W (tp)b. Dunque, w & anche la soluzione del
sistema che verifica la condizione iniziale z(tg) = W (to)b. Allora, ricordando il punto b)
dell’Osservazione 2.7, per ogni t € R si ha W (t)b = W (t — to)(W (to)b).

Questo prova che per ogni t,tg € R si ha W (t) = W(t — tg)W (tp). In particolare, per
t = 0 si ottiene W(0) = W(—to)W (to) da cui, poiché W (0) = I, si ricava

Proprieta 1: per ogni t € R la matrice W (t) & invertibile e W ()1 = W(—t)

Proprieta 2: per ogni t,tg € R si ha W(t —tg) = W)W (tg) ™t = W ()W (—to)

Infine, per ogni ¢ € C!(J,C"), dette uy,...,uy, le colonne di W e ¢1,...,d, le compo-
nenti di ¢ si ha

Proprieta 3: (Wo)® = (¢ru1 + -+ + ¢pup) D = Wol) + AW ¢

2.11 Teorema (di esistenza ed unicita per sistemi non omogenei)
Siano L(z) = z() — Az = 7 un sistema di equazioni differenziali lineari a coefficienti
costanti del primo ordine, W la matrice risolvente associata ad A e siano b € C" e tg € J.

Posto .

f@&)=w() | W(—=r)r(r)dr

to
si ha:
1) f & una soluzione del sistema e quindi I'insieme (non vuoto) delle soluzioni del sistema
e
f+kerL

Inoltre, se r € C™(.J,C") per un intero m > 0 si ha f € €™+ 1(J,C") e quindi tutte le
soluzioni del sistema sono in C™*1(.J, C").

2) L’unica soluzione del sistema che verifica la condizione iniziale z(tg) = b &
f(t) +W(t—to)b

Analogamente al caso delle equazioni, f — la soluzione del sistema che verifica la
condizione iniziale z(tp) = 0 — si chiama “soluzione forzata” e W (t —t9)b — la
soluzione del sistema omogeneo L(z) = 0 che verifica la condizione iniziale z(ty) = b
— “soluzione libera”.

Dimostrazione (%)

1) Sia
t
p=W7if = W (—7)r(r)dr e quindi f=Wo

to
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Poiché W (—t)r(t) € €°(J,C™) si ha ¢ € CL(J,C") e quindi anche f € C!(J,C"). Inoltre,
per la Proprieta 3 dell’Osservazione 2.10, si ha

fO = W)V = AWe+ Wol) = Af + Wl

Ricordando che per il teorema fondamentale del calcolo integrale si ha ¢ (t) = W (—t)r(t),
utilizzando la Proprieta 1 dell’Osservazione 2.10 si ottiene

L(f)y=fY—Af=r

dunque f € soluzione del sistema.

2) Poiché f(tg) = 0e W (t—tg)b & la soluzione del sistema omogeneo associato L(z) =0
che verifica la condizione iniziale z(tp) = b, per la linearita di L la somma f(t) + W (t —to)b
& una soluzione del sistema L(z) = r che verifica la condizione iniziale z(tg) = b.

L’unicita si ottiene osservando che se w; e wy sono soluzioni del sistema che verificano
la condizione iniziale z(tog) = b, allora w; — wa & soluzione del sistema omogeneo associato
e verifica la condizione iniziale z(ty) = 0 e quindi, per il teorema di esistenza ed unicita per
sistemi omogenei, si ha w; = ws. O

2.5 Sistemi di equazioni differenziali reali

In questa Sezione si considera un sistema di equazioni differenziali z(") — Az = 7 in cui
AeR"™"er e C(J,C") ¢ una funzione a valori reali — un sistema di tal genere si chiama
sistema di equazioni differenziali reale — e se ne cercano le soluzioni a valori reali.

2.12 Osservazione

Sia z() — Az = 0 un sistema di equazioni differenziali reale, omogeneo, e siano b € R™
e tg € J. Sia infine w € C(J,C") la soluzione del sistema che verifica le condizioni iniziali
z(tg) = b. Ragionando come nell’Osservazione 1.29 si prova che w € una funzione a valori
reali. Allora:

a) detta W la matrice risolvente associata ad A, per ogni t € J si ha W(t) € R"™"; e
quindi tutte le soluzioni a valori reali dell’equazione si ottengono da

Wb , beR"

b) se r € CY(J,C™) & a valori reali, allora I'unica soluzione del sistema che verifica le
condizioni iniziali z(¢y) = b (quella descritta nel Teorema 2.11) & a valori reali.

2.6 Problemi test

(T.1) Sia p(Z) = (1 — Z)? il polinomio caratteristico di A € €?*2. Per ciascuna funzione,
indicare se pud essere soluzione del sistema di equazioni differenziali z() = Az :

w5 o] .t

(T.2) Siano J = R, n = 2 e sia L(z) = 0 un sistema di equazioni differenziali lineari,
omogeneo. Per ciascun asserto, indicare se e vero o falso:

a) dimker L = 4;

b) siano z1, zo € ker L tali che z1(0) = 22(0); allora z; = z9;
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c) ker L C C®(J,C?);

d) siano w; la soluzione del sistema che verifica le condizioni iniziali

o]

e wy quella che verifica le condizioni iniziali

o[

allora la soluzione del sistema che verifica le condizioni iniziali

- [}

e) siano w; e wy come in d); allora ker L = (wy, wa).

W(t):[(l) ?]e’#[_? é]t@t

la matrice risolvente associata ad A € C?*2 e sia L(z) = 2() — Az. Per ciascun
asserto, indicare se ¢ vero o falso:

o rerr=( S || % ]
b) <W<t>>1:[}) j’]et_[_g’ é]t@t;

c) la soluzione del sistema L(z) = 0 che verifica la condizione iniziale z(1) = e; &

e w1 — 2w2.

(T.3) Sia

2.7 Esercizi

(E.1) Sianon =1, A=a € C*!' er € €% J,C'). Dopo aver calcolato la matrice risolvente
associata ad A e verificate le proprieta espresse nell’Osservazione 2.10, si confronti 1’e-
spressione della soluzione forzata del sistema L(z) = r che si ottiene dal Teorema 2.11
con quella della soluzione indicata nell’Osservazione 1.12.

2.8 Appendice

Per comodita di chi legge si riporta in questa Sezione un risultato utilizzato nella dimostra-
zione del Teorema 2.5.

2.13 Teorema (triangolarizzazione)
Sia A € C™*". Esistono M € C"*™ invertibile e © € C"*™ triangolare superiore tali che

MYAM =© ovvero AM = M©
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Dimostrazione (%)

Per k intero positivo, sia P(k) il seguente asserto: per ogni A € C*** esistono M € CF*¥
invertibile e ® € C*** triangolare superiore tali che AM = M®O.

P(1) & vero: assegnata A € C'*! posto M =1e © = A si ha AM = MO.

Adesso procediamo per induzione: supponiamo vero P(m — 1) per un intero m > 2 e
mostriamo che, allora, anche P(m) & vero.

Dobbiamo mostrare come, assegnata A € C™*™, utilizzando P(m — 1) si possano
calcolare M € C™*™ invertibile e © € C™*™ triangolare superiore tali che AM = MO.

Sia A € € un autovalore di A e v € C™ un autovettore di A associato a A. Si scelgano
V2, ..., Uy € C™ tali che v,vg,..., v, sia una base di C"™*™. Posto N = (v,va,...,0m) €
C™*™ la matrice N risulta invertibile e, per come scelti A e v, si ha

AN =N [ Aop ]
0 n
per opportuni p € CP*(m=1 ¢ € gD x(m=1)
Poiché 'asserto P(m — 1) & vero, data u € C esistono v € C
invertibile e 7 € C~1*(m=1) triangolare superiore tali che UV = UT.
Si ponga

(m—1)x(m—1) (m—1)x(m—1)

1 0

M:N[ }e@mx’"
0 v

@:|:>\ pV:|Gcme
0 7

La matrice M risulta invertibile (perché lo sono N e v), e O triangolare superiore (perché
lo ¢ 7). Inoltre

_ 10 A p 10| A py
a=anl o p]=v o n o D=l

_ 10 A opv | A pv
wo=n|g o 13 7 =n]5 ]

Poiché uv = v, si ottiene AM = MO. Dunque P(m) & vero. O



