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Capitolo 0

Algebra lineare:
complementi

A Norme

Sia V' uno spazio vettoriale su R [su C].

0.1 Definizione
Una funzione N : V — R tale che

(1) N(v) >0 perogniveV

(2) N(v) =0seesolosev=0

(3) N(av) =|a|N(v) perogniveVea€R [ae (]
(4) N(u+v) < N(u)+ N(v) per ogni u,v € V

si dice norma in V. Uno spazio vettoriale si dice normato quando in esso e
assegnata una norma.

0.2 Esempio

(1) V = Vi, spazio vettoriale su R dei vettori geometrici nel piano. La
funzione N definita da N (v) = lunghezza del segmento che rappresenta
v, € una norma in V.

(2) V=R" [V = C"]. Le funzioni

N12U:(U1,...,vn)—r_>|,U1|_|_..._|_|vn|

Na v = (v, y00)T = JJorl? + -+ [oa

Noo :v = (v1,...,0,)" = max{|vi|,...,|va|}

sono norme in V, ed i valori Nj(v), Na(v) € Noo(v) si indicano anche
con ||v||1, [[v]|2 e ||v]|co Trispettivamente.



(3) V =2¢(]0,1], R).* La funzione N definita da N(f) = max{|f(z)|,z €

[0,1] } & una norma in V.

(4) V = Py(R). La funzione N definita da N(ag + a1 X + aaX?) = |ag| +
|a1| + |az| € una norma in V.

(5) V = Py(R). La funzione N definita da N(p) = |p(0)| non ¢ una norma
in V.

0.3 Esercizio
Siano N una norma in V e v,w € V. Allora

IN(v) = N(w)| < N(v+w)

Soluzione
Sihav = v+w—we N(v) < N(v4+w)+N(—w) quindi N (v+w) > N(v)—
N(w). Analogamente, da w = v+ w — v, si ricava N (v+w) > N(w) — N(v).
Tenuto conto della definizione di norma si ottiene quindi la relazione
(geometricamente evidente — vedere la Figura 1)

IN(v) — N(w)| < N(v+w) < N@v) + N(w)

Figura 1. V = Vi, N(v) = lunghezza ...

0.4 Definizione (intorno sferico)
Sia N una norma in V. Per ogni v € V ed ogni € reale positivo, il
sottoinsieme di V' definito da

In(v,e) = {w € V tali che N(w —v) < €}

*Per le notazioni, vedere la sezione apposita.
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si dice intorno sferico di v di raggio €.

0.5 Esempio
Sia V = R2. In Figura 2 ¢ rappresentata la forma degli insiemi Jx (0, 1)
per N = N1, No, N.

N2 - D Noo

Figura 2. Intorni sferici in R?.

0.6 Definizione (limite, successione convergente)

Siano N una norma in V, v1,v9,... una successione di elementi di V, e
veV.

Se

(1) per ogni In(v,e€) esiste n € IN tale che vy, vpy1,... € In(v,€)
allora

(2) dato comunque w € V, con w # v, esistono Iy (w,d) e m € N tali che
Uy Umt1s - - - € In(w, 0)

Infatti, posto N(w —v) =2¢ e § =€ si ha
In(v,e) NIn(w,d) =0

(altrimenti esisterebbe u € V tale che 2¢ = N(w —u+u—v) < N(w—u)+
N(u—v) < 2€) quindi, scelto m tale che vy, Vimt1,... € In(v,€), per k > m
si ha v € In(w,0).

Pertanto, esiste al pitt un elemento di V' che verifica (1). Qualora esista,
tale elemento si dice limite della successione rispetto alla norma N, si denota
con limg_,o v € la successione si dice convergente rispetto alla norma N.

0.7 Osservazione
Siano N una norma in V, v1,v9,... una successione di elementi di V e
v € V. Si ha

lim v = v rispetto alla norma N
k—o0



se e solo se
lim N(vp —v) =0
k—oo

0.8 Definizione (norme equivalenti)

Siano N, N* norme in V. Le norme si dicono equivalenti se 'insieme delle
successioni convergenti rispetto a N ¢ uguale all’insieme delle successioni
convergenti rispetto a N*.

0.9 Osservazione
Le norme NV ed N* sono equivalenti se e solo se esistono «, 3 reali positivi
tali che per ogni v € V si ha

aN(v) < N*(v) < BN (v)

Infatti, la condizione ¢ ovviamente sufficiente. La necessita si prova per
assurdo. Se per ogni 5 > 0 esiste v tale che N*(v) > SN (v), si consideri una
successione v1, va, . . . con vy tale che N*(vg) > k2N (vy). Allora la successione
definita da

— 0) ma non ¢ convergente

=

e convergente (a 0) rispetto a N (N (wg) =
rispetto a N* :

1 N*(vg)
N*(wg) = — >k
(wr) = - N (o)
0.10 Problema
Siano N, N* norme equivalenti in V, e v1,vo, ... una successione conver-
gente a v rispetto ad N. Dimostrare che la successione converge a v anche
rispetto a N*. A

0.11 Teorema

Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita. Tutte le norme in V
sono equivalenti.

In particolare, le norme N1, Ny e Ny in R™ [in C"] sono equivalenti.

Dimostrazione (solo caso particolare)

Basta dimostrare che N; ed Ny sono equivalenti a N, e poi usare la
proprieta transitiva.

Per ogni v si ha

Noo(v) < N1(v) nNe(v) e Noo(v) < No(v) < v/n Noo(v)

che provano le equivalenze richieste. O
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0.12 Problema
Siano N una norma in V, e vy,...,v, € V linearmente indipendenti.
Verificare che la funzione n : R™ — R definita da

n:(x1,...,2m)" = N(z101 + - + Tyt
¢ una norma in R™. AN

0.13 Problema

Sia V uno spazio vettoriale su R di dimensione m e vy, ..., v, una sua
base. Sia inoltre N una norma in R". Verificare che la funzione n: V" — R
definita da n(v) = N(z), con v = 2101 + -+ + TypUm € T = (T1,...,Tm) ", &
una norma in V.

(Applicazione: la convergenza di una successione in V' & equivalente alla

convergenza in R™ della successione delle coordinate.) A

0.14 Definizione (funzione continua)

Siano V, V* spazi normati e N, N* le rispettive norme.

Una funzione f : Q — V* Q C V, si dice continua in v € Q (rispetto alle
norme N, N*) se per ogni successione vy, vs, ... € ) tale che

lim vy = v rispetto ad N
k—o0
si ha
lim f(vx) = f(v) rispetto ad N*

k—o0

N

La funzione f si dice continua in Q (rispetto alle norme N, N*) se &
continua in ogni v € Q.

0.15 Problema

Siano V, V* spazi normati, N, N* le rispettive norme, e sia £ : Q — V*,
Q) C V, un’applicazione lineare. Dimostrare che se ¢ ¢ continua in 0 allora ¢
continua. A

0.16 Problema
Sia N una norma in V. Dimostrare che la funzione f : v — N(v) &
continua.

(Suggerimento: dimostrare, utilizzando 1'Esercizio 0.3, che per ogni v, w €
V si ha |[N(v) — N(w)| < N(v —w) e poi usare la definizione.) A

B Norme di matrici

Sia N una norma in R" [in C"].



0.17 Osservazione
Sia A € R™*™ [A € C"*"]. Si ha

sup{%,v#O} <00

Infatti, dette ay,...,a, le colonne di A, per ogni v = (vy,...,v,)" si ha

N(Av) = N(via1 + -+ +vpay) < |v1|N(ay) + - + |op|N(a,) <
< (N(a1) + -+ + N(an)) Noo(v)

e, per l'equivalenza di N e Ny (vedere Teorema 0.11), esiste ¢ > 0 (indi-
pendente da v) tale che Ny (v) < ¢ N(v). Quindi:

N(Av) <c¢(N(a1)+ -+ N(ay))N(v)
da cui I'asserto.

0.18 Definizione (norma di una matrice)
Sia A € R™*" [A € C™*"]. Il numero

Al = sup { 70 20

si dice norma di A indotta da N.

0.19 Problema
Siano N una norma in C" e I € C™*"™ la matrice identica. Provare che

1]ly =1, A

0.20 Osservazione
Sia A € R™*" [A € €C™*"]. Per ogni v € R" [v € C"] si ha

N(Av) < [[A[[yN(v)

0.21 Problema
Siano N una norma in R" e A € R™*"™. Provare che ’applicazione lineare
v — Av ¢ continua. A

0.22 Osservazione
Sia A € R™*™ [A € €C"™"]. Si ha

(1) {%3];),@ # O} = {N(Av),v tale che N(v) =1}
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(2) esistono vy, var € R™ [v,var € C"] tali che

N(Av,,) = min{N(Av), v tale che N(v) =1}

N(Avyr) = max{N(Av),v tale che N(v) =1}

(Passerto si puo dimostrare osservando che la funzione v — N(Av) &
continua, che {v tali che N(v) = 1} & un sottoinsieme compatto di
R™ [di C"] e utilizzando il Teorema di Weierstrass.)

Allora
||A|| y = max {N(Av),v tale che N(v) =1}

e, se A ¢ invertibile:
|A=Y|y = (min {N(Av), v tale che N(v) = 1})~"
La prima relazione ¢ immediata; per la seconda si ha

—1,,
47y =sup { S0 20

e quindi, posto A" v = w :

-1
1Ay = sup { 55w # 0} = (i {548 £ 0})
= (min {N(Av),v tale che N(v) = 1})_1

L’ultima uguaglianza segue da (1) e (2). Si osservi inoltre che, essendo A
invertibile, N(Av) = 0 se e solo se v = 0.

0.23 Esempio

Siano V=R" [V =C"],e A € R™" [A € C"*"]. Siano ay,...,a, le
colonne di A. La norma di A indotta dalle norme N7, No ed N4 si indica
con ||A||1,]|A]l2 e ||A]|oo, rispettivamente, e valef

1Al = max{{lax|]r, ..., [lan|l1}
14]l2 = V/p(A"A)
1A]lse = 1141

Per la dimostrazione vedere [GLV] pagina 139.

0.24 Problema
Sia A = (ai,...,a,) € C"*". Dimostrare che

max{||aly, .- -, [lanlls} < [[Ally < llarlly + -+ [lanlly

fCon il simbolo A" si indica la matrice trasposta coniugata di A € C™*™ [A € R™*"].
Per la definizione di p(A"A), vedere I’Appendice relativa a questo capitolo.
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(Suggerimento: per la prima disuguaglianza usare 1'Osservazione 0.20;
per la seconda I’Osservazione 0.17 e la dimostrazione del Teorema 0.11.) A

0.25 Osservazione
Siano A, B € R"*" [A, B € C"*"]. Allora

IAB||y < [|Allx[IBllx

Infatti, per il punto (2) dell’Osservazione 0.22, esiste v tale che N(v) =
1 e N(ABv) = ||AB]||y. Utilizzando 1'Osservazione 0.20 si ottiene allora
||AB||y = N(ABv) < ||A||yN(Bv) < ||A||v||B||y € l'asserto & provato.

0.26 Problema
Sia N una norma in R" [in C"]. Verificare che la funzione n : R™*" — R

[n: C"*™ — R] definita da n(A) = ||A|| 5 € una norma nello spazio vettoriale
Rnxn [Cnxn]. A

0.27 Teorema
Sia N una norma in C" ed A € C"*". Allora p(A) < ||A]|5-

Dimostrazione
Sia A € o(A)* e sia v € C" un autovettore di autovalore \. Allora

N(Av) = |A| N(v) e quindi |A| = ]\]f\g(fz}g). L’asserto segue immediatamente

dalle definizioni di ||A||y e di p(A). O

0.28 Esercizio
In questo esercizio si utilizzano matrici a blocchi. Si veda ’Appendice
al Capitolo 3.

Sia
0 —-1/0 0 0
1 0/0 0 0
L= 0 1/3 0 -3 |eg™
-1 1]0 2 0
5 0]0 0 7

Determinare ||L||1, || L||oc, o (L), p

—~

L) e verificare 'asserto del Teorema 0.27.

Soluzione
Si ha: ||L|]; = max{7,3,3,2,10} = 10; ||L||sc = max{1,1,7,4,12} = 12.
Per lo spettro, si osservi che

(1) L ha elementi reali, allora A\ € o(L) = X € o(L);

Per la definizione di o(A), vedere I’Appendice relativa a questo capitolo.
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(2) L ¢ triangolare inferiore a blocchi:

L1 0
L =
[ Loy | Lo ]

Allora si ha det L = det L1 det Loy — infatti:

L] Lun 0 [ I, 0
0 I3 || Lar Lo

Ly 0
0 I

ILr 0
Loy Lo
(queste uguaglianze si ottengono facendo lo sviluppo del determinante

per righe o per colonne) —. Ne segue che il polinomio caratteristico
di L e Pr(§) = Pr,, (&) Pr,, (&) e quindi o(L) = o(L11) Uo(Lag).

Si ha allora: o(L) = {—1,4,3,2,7}, p(L) = 7T e p(L) =7 < 10 = ||L]|,

det |: :| = det L11 s det |: :| = det L22

p(L) =7 <12 = ||L]|.

C Prodotto hermitiano

0.29 Definizione
Sia V uno spazio vettoriale

su R. Un’applicazione

o:VxV =R

tale che per ogni u,v,w € V ed

aceR

) (ut+v)ew=uvew+vew

2) auev =a(uewv)
3) uev=wveu [¢simmetrica]

(e quindi
ue (V+w)=uev+uew
ue (av) = a(uew)
[é lineare a destra]
¢ un’applicazione bilineare)

su C. Un’applicazione

o:VxV —=C
tale che per ogni u,v,w € V ed
aeC

[¢ lineare a sinistral

3) uev =veu [¢hermitiana]

(e quindi
ue (V+w)=uevtuew
ue (av) =a(uev)
[¢ antilineare a destra)
ueuc R
¢ un’applicazione sesquilineare)

4) se u # 0 allora u e u & positivo [¢ definita positival

si dice prodotto scalare in V.
Quindi, un prodotto scalare in
V' & un’applicazione bilineare,
simmetrica e definita positiva.

si dice prodotto hermitiano in V.
Quindi, un prodotto hermitia-
no in V e un’applicazione se-
squilineare, hermitiana e definita
positiva.
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0.30 Esempio
(1) V =R" Posto u = (u1,...,u,)" ev=(v1,...,0,)"
(a) l'applicazione u e v = Y 7_ ugpvy = u'
(prodotto scalare canonico in R™);

(b) dati Aq,..., A\, € R e posto A = diag(\1,...,\,), Papplicazione

v & un prodotto scalare

n
uey = Z)\kukvk —u'Av
k=1

¢ un prodotto scalare se e solo se ogni A\ & positivo.

(2) V = C(R,R); 'applicazione f e g = fol f()g(t)dt non & un prodotto
scalare perché esistono f # 0 tali che feo f =0.

(3) V= €([0,1],R); lapplicazione f e g = fol f(t)g(t)dt & un prodotto
scalare.

(4) V.=P,_1(R);t1,...,t, € R. L’applicazione f e g = f(t1)g(t1) + -+
f(tn)g(t,) & un prodotto scalare se e solo se t1,...,t, distinti.

(5) V = C" Posto u = (u1,...,up)" ev=(v1,...,v,)"

(a) l'applicazione uev = >"}_, uxly = u'0 & un prodotto hermitiano
(prodotto hermitiano canonico in C");

(b) Dati A1,..., A, € C e posto A = diag(\y,...,\,), applicazione

n
Uuey = Z)\kukﬁ —u'AT
k=1

¢ un prodotto hermitiano se e solo se ogni \; € reale positivo.
(6) V = C([0,27],C). L’applicazione
27 -
feg= [ [f(t)g(t)dt
0

€ un prodotto hermitiano.

Sia V' uno spazio vettoriale su R [su C] con prodotto scalare [prodotto
hermitiano]. Il vettore v si dice ortogonale al vettore w (notazione: v L w)
sevew =0.

Per ogni v € V, indichiamo con ||v]| la quantita /v e v.

0.31 Esempio
Sia V' come al punto (6) dell’Esempio 0.30. Per k,m € Z si ha

2
okt o pimt _ / Gilk—m)t gy _ { 0 sek#m
0

2 sek=m
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kt t

I vettori e e ¢™* sono quindi ortogonali per k # m, e ||e?*|| = v/27.

0.32 Teorema (di scomposizione ortogonale, I)
Siano u,v € V. Esistono unici v',w € V tali che (vedere la Figura 3)

(a) v € (v)
(b) wlw
(c) u=v+w

Dimostrazione
Se v =0 allora v = 0 e w = u (scelte obbligate). Altrimenti

u—ava@uov:a(vov)@a:u.v
veu
e quindi
g uev ’
V=—=v e w=u-—v
]l

sono i vettori cercati.
11 vettore v’ si dice la proiezione ortogonale di u su v; il vettore w si dice
il complemento ortogonale di u relativo a v. O

v

! v’

Figura 3.

0.33 Osservazione
Siano u,v,v’,w come nel Teorema 0.32. Si ha

(1) w =10 se e soloseu e (v)
(2) [l = [Jo']* + [l
(3) Sia F': (v) — R definita da F(w) = ||u — w||. Allora

F@') = min{ F(w),w € (v)}

Infatti, per ogni w € (v) si ha:

u—w:u—v'—{—v'—w
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Poiché u — v L v e v —w € (v) allora (vedere punto (2))
llu = wl[* = Jlu = o/|* + [/ = wl||* = [ju = /||*
e si ha uguaglianza se e solo se w = v'.
0.34 Problema
Sia v € V. Provare che le applicazioni P,Q : V — V definite da

P(u) = la proiezione ortogonale di u su v
Q(u) = il complemento ortogonale di u relativo a v

sono lineari. AN

0.35 Problema

(1) Siano V uno spazio vettoriale su R con prodotto scalare, a,b € V.
Provare che

lla + ][> = ||al|* + ||b]]* seesolosea Lb

(2) Siano V' uno spazio vettoriale su C con prodotto hermitiano, a,b € V.
Provare che

lla 4+ b|[* = ||a|[* + ||b]|* se e solo se re(a o b) =0

A

0.36 Teorema (disuguaglianza di Schwarz)

Siano u,v € V. Allora |u e v| < ||ul|||v]].
Dimostrazione

Se v = 0, 'asserto ¢ verificato.

Siano v # 0 e v’,w come nel Teorema 0.32. Si ha

Julf > 12 = 222t e = Jeeel
ul|” > ||V||7 = Il = 5
]| ]|

da cui l'asserto.

Si osservi che I'uguaglianza si ottiene se e solo se u € (v). |

0.37 Osservazione

(1) La funzione v — ||v|| ¢ una norma in V. Se V.= R" [V = C"] con
prodotto scalare [prodotto hermitiano] canonico, si ottiene la funzione
N introdotta nell’Esempio 0.2.
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(2) Non & vero che “ogni norma deriva da un prodotto scalare.” Ad esem-
pio, le norme N e N4 introdotte nell’Esempio 0.2 non derivano da
un prodotto scalare in R™.

.. . . 2 ..
Infatti, in caso contrario, per ogni v avremmo ||v||y = v e v e quindi,
per ogni u, v :

2 2 2 2
[lu+lly + [fu = olly = 2||ully + 2 |lv[ly

Ma, postou=¢€e; e v =e9,...

0.38 Problema

1) Verificare che la funzione Np : C"*" — R definita da
(1)

¢ una norma in C"*" (norma di Frobenius).

(Suggerimento: per verificare la proprieta (4) della definizione di nor-
ma, si utilizzi il fatto che un elemento di C™**™ ¢ “la stessa cosa” di un
elemento di (D”Q.)

(2) Determinare Ng(I) e decidere (alla luce del Problema 0.19) se N sia
una norma indotta per qualche norma in C". AN

0.39 Esercizio
Sia v € C". Si ha ||v]|; < V/n|lv]],-

Soluzione
Siano v1,...,v, le componenti di v e sia w il vettore di componenti
se v >0
wy, = —1 sewv, <0

0 sevp, =0

Si ha: ||v]|; = |v1] + -+ + |vp] = v e w. Per la disuguaglianza di Schwarz:
|v e w| < |[|v]|y|Jw]|y. Siccome

||w||, = \/numero di componenti non nulle di v < v/n

si ottiene 1’asserto.
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0.40 Problema
Sia A € C"*™. Dimostrare che per ogni v € C" non nullo si ha:

Av Av

lolly — vl

<n[|All,

e quindi

141, < VillAlle e [IAlly < nllAlly

(Suggerimento: per dimostrare la prima relazione utilizzare la dimostra-
zione del Teorema 0.11; per la seconda I’Esercizio 0.39.) A

0.41 Problema
Siano a,b € C". Provare che [b"a| < ||a||,||b]|.. A

D Proiezioni ortogonali su sottospazi e ortonormalizzazione
di Gram—Schmidt

Sia V' uno spazio vettoriale su R [su C] con prodotto scalare [prodotto
hermitiano].

Diremo che un insieme di vettori vy, ..., v; & una famiglia ortogonale se
v;ev; = 0 per i # j, una famiglia ortonormale se, inoltre, ||vj|| = 1 per ogni
7
0.42 Osservazione

Se v1, ..., v sono una famiglia ortogonale di vettori non nulli, vy, ..., vg
sono linearmente indipendenti.

0.43 Teorema (di scomposizione ortogonale, II)
Sia vi,...,v; una famiglia ortogonale di vettori non nulli, sia V' =
(v1,...,v;) esiau € V.

MI

Vl

Figura 4.

Esistono unici v/,w € V tali che (vedere la Figura 4)

(a) vV eV’
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(b) w L V' (ossia w L v per ogni v € V')8

() u=v+w.

Dimostrazione
Analoga a quella del Teorema 0.32.
I vettori cercati sono

, uevp U ® U, ,
vV=——>5U1+t " t+t—5UV € w=UuU—U0

- 2 “1 2
o] |||

Il vettore v’ si dice la proiezione ortogonale di u su V', il vettore w si
dice il complemento ortogonale di u relativo a V'. T numeri

u e v u e v
o277 (o]
si chiamano coefficienti di Fourier di v relativi a vy, ..., Ug. O

0.44 Osservazione
Siano V', u,v’,w come nel Teorema 0.43. Si ha

(1) w=0seesoloseuecV’
2) [ful® = [[o/]* + ||w|?
(3) Sia F': V' — R definita da F(v) = [|u — v||. Allora

F@") =min{ F(v),v € V'}

0.45 Osservazione
Siano vy, ..., v elementi linearmente indipendenti di V. Ci proponiamo
di determinare una famiglia ortonormale ¢y, ..., g tale che

(v1) = {q1)

(v1,v9) : (q1,92) (0.1)

<’U1,...,’Uk>: <Q17---an>

Il procedimento di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt consente di
risolvere il problema.

Il procedimento consiste nel determinare una famiglia ortogonale di vet-
tori non nulli che verifica le condizioni (0.1) e poi normalizzarli.

§Questo accade se e solo se w L vijperj=1,..., k.
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Descrizione del PROCEDIMENTO DI GRAM—SCHMIDT

dati: vi,...,v; € V linearmente indipendenti;
w1 = v1;
per j =2,...,k ripeti
> w; = complemento ortogonale di v; relativo a (wy,...,wj_1);
. . ) Wi
per j=1,...,k ripeti ¢; = HWJH
J
uscita: qi,...,Qk.
Si osservi che ad ogni passo si ha w; # 0 e (v1,...,v5) = (Wi,...,wj).

0.46 Osservazione
Sia n la dimensione di V. Allora

(1) esiste una base ortonormale di V'
(2) detta vy,...,v, una base ortonormale di V, e v € V si ha
v=(vevy)vy+ -+ (veu,) v,

cioe: le componenti di v si ottengono tramite proiezioni ortogonali
sugli elementi della base.

E Matrici hermitiane

Si consideri R™ con prodotto scalare canonico [C™ con prodotto hermitiano
canonico.

0.47 Definizione
Una matrice A € C™" si dice normale se ATA = AAH | si dice hermi-
tiana se AM = A, si dice anti-hermitiana se A7 = —A.

0.48 Problema
Sia A € C™"*™. Dimostrare che se A ¢ hermitiana o se ¢ anti-hermitiana,
allora A & normale. A
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0.49 Problema
Dimostrare che se una matrice T € C"*™ ¢ normale e triangolare, al-

lora ¢ diagonale. (Suggerimento: si uguaglino successivamente gli elementi
diagonali di THT e TTH.) A

0.50 Osservazione

(1) Sia A € €™™". Se A ¢ hermitiana, tutte le radici del suo polinomio
caratteristico sono reali. Se A & anti-hermitiana, tutte le radici del
suo polinomio caratteristico sono immaginarie.

Infatti, sia A € C una radice del polinomio caratteristico. Allora A &
un autovalore ed esiste v € C" non nullo tale che Av = Av. Si ha allora
Avev = )Avew e, poiché v e v ¢ reale positivo:

)\:Avov

vev

Per il numeratore si ha
Avev=veAv=v"' A1 = ATvew

e quindi, se A ¢ hermitiana Avev € R, se A ¢ anti-hermitiana Avev
¢ immaginario.

(2) Sia A € R™ ™. Per il punto precedente si ha in particolare che se A &
simmetrica, tutte le radici del suo polinomio caratteristico sono reali.
Se A & anti-simmetrica, tutte le radici del suo polinomio caratteristico
sono immaginarie.

0.51 Definizione
Una matrice @ = (q1,...,q,) € R™"™ [Q € C™"] si dice ortogonale
[unitaria] se ha le tre proprieta equivalenti

(1) q1,-...,qn € una base ortonormale di R"™ [di C"]
2 QTR=1 [Q"Q=1]
3) Q'=Q" [@'=Q"

0.52 Problema
Sia A € C™*™. Dimostrare che se A & unitaria, allora A € normale. A

0.53 Osservazione
Sia @ € R™*"™ ortogonale.

(1) Per ogni v € R™ si ha ||Qu|| = ||v||. In particolare si ha ||Q]| = 1.
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(2) Se A € R ¢ autovalore di @ si ha A\ € {—1,1}.
Sia @ € C™*" unitaria.
(1) Per ogni v € C" si ha ||Qu|| = ||[v||. In particolare si ha ||Q]|| = 1.

(2) Se A € C ¢ autovalore di @ si ha A e T.9

0.54 Teorema
Sia A € R™ "™ simmetrica. Sussistono gli asserti equivalenti

(1) esiste una base ortonormale di R" costituita da autovettori di A.

(2) A ¢ diagonalizzabile tramite una matrice ortogonale. Cio¢ esistono
Q € R™ ™ ortogonale e ay,...,a, € R tali che

A = Qdiag(ay,. .. aOén)QT

Dimostrazione
Segue dall’Osservazione 0.50 punto (2) e dal Teorema 0.81 dell’Appen-
dice.

0.55 Osservazione
Sia A € R™*". Se A & diagonalizzabile tramite una matrice ortogonale,
allora A & simmetrica.

0.56 Teorema
Sia A € C™*™ normale. Sussistono gli asserti equivalenti

(1) esiste una base ortonormale di C™ costituita da autovettori di A.

(2) A & diagonalizzabile tramite una matrice unitaria. Cio¢ esistono @ €
C™*™ unitaria e aq,...,q, € C tali che

A = Qdiag(ay, ... 704n)QH

Dimostrazione
Segue dal Teorema 0.81 dell’Appendice e dal Problema 0.49.

0.57 Osservazione
Sia A € C™*". Se A ¢ diagonalizzabile tramite una matrice unitaria,
allora A & normale.

TT={zcC|z=¢"0cR}.
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0.58 Osservazione
Sia A € C™*", normale. Allora p(A) = ||A]|.

0.59 Definizione (matrice definita positiva)
Una matrice A € R"*" simmetrica [A € C™*™ hermitiana] si dice definita
positiva se per ogni v € R™ [v € C"] non nullo si ha Avewv > 0.

0.60 Osservazione

Sia A € R™ " simmetrica [A € C"*™ hermitiana] definita positiva. Tutte
le radici del suo polinomio caratteristico sono positive (vedere Osservazio-
ne 0.50).

0.61 Problema
Sia A € R™"™ simmetrica. Provare che se tutte le radici del polinomio
caratteristico di A sono positive, allora A ¢ definita positiva. A

0.62 Problema

Sia A € R"*™. Posto B = AT A, provare che B & simmetrica. Provare
inoltre che B ¢ definita positiva se e solo se le colonne di A sono linearmente
indipendenti. A

0.63 Problema
Siano C™ con prodotto hermitiano canonico, A € C™*" hermitiana defi-
nita positiva e F': C" — R definita da F'(v) = Av e v.
Provare che
min{F(v) |[ve C"} =0

e che v # 0= F(v) #0. A

0.64 Osservazione
Sia A € C™*" hermitiana definita positiva. Si ha

max{ M Az, |[2]| = 1} = p(4)

Dimostrazione

Tenuto conto dell’Osservazione 0.60, siano A; > --- > A\, > 0 le radici
del polinomio caratteristico di A. Siano S unitaria e A = diag(A1,...,A\n)
tali che

A=SASH
(vedere Teorema 0.56). Posto w = Sz si ha
MAz = MSA ST = WA w =My P+ + Malunl? < p(A)] |yl

e, per v € V(A1) con |jv|| = 1 si ha v"Av = A;. L’asserto & provato
osservando che A\; = p(A).
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F Localizzazione dello spettro

Il teorema che segue consente di determinare, in modo molto semplice, una
regione del piano complesso che contiene tutti gli autovalori di una matrice.

0.65 Teorema (Gershgorin)

Sia A€ C" ", Per k=1,...,n, posto pp = Z#k lagj|, siano C = {z €
C tali che |z — agk| < pi} 1 cerchi di Gershgorin.

Si ha
(1) o(A) CUR_,Cy

(2) se per qualche intero m 'unione di m cerchi & disgiunta dall’'unione dei
rimanenti, allora 'unione degli m cerchi contiene m autovalori di A4, ed
i restanti n —m appartengono all’'unione degli n —m cerchi rimanenti.

Dimostrazione (solo punto (1))

Siano A un autovalore di A, v un autovettore di autovalore A, e v; una
componente di v di modulo massimo. Allora: (Av); = Av; = Zk# AV =
(A = aw)vi = | A= aqllvil < 3p; laiwllvi] < 3k lairllvil = pilvi]. Cioe
A e G |

0.66 Esempio

Sia
2 11
A=|0 —i 1| eq®3
i 0 3

Applicando il Teorema di Gershgorin ad A e ad AT si ottengono gli insiemi
rappresentati in Figura 5. Gli autovalori di A, rappresentati dalle crocette,
appartengono all’intersezione dei due insiemi.

Si osservi che, come asserito dal punto (2) del Teorema di Gershgorin, il
cerchio G4 contiene un solo autovalore, C5 U C¢ i restanti due.
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¢ X Cs X

Cs Cs

(a) (b)

Figura 5. (a) Cerchi per A; (b) cerchi per A'.

0.67 Esempio
Sia

_ N O Ot

-1
3 4x4
1 eC
)

O = Ot =
W o O =

Siccome 0 ¢ uﬁzlek, A risulta invertibile.

G Matrici a predominanza diagonale forte

0.68 Definizione
Una matrice A € C™*" si dice a predominanza diagonale forte per righe

seperk=1,...,nsi ha
lare| > lag;]

J#k
ovvero a predominanza diagonale forte per colonne se per j =1,...,n si ha
EE
k]
Si osservi che in entrambi i casi si ha agp £ 0 per k=1,...,n.

Il teorema seguente fornisce una caratterizzazione delle matrici a predo-
minanza diagonale forte.

0.69 Teorema
Sia A € C™"*". Posto D = diag(a11, ..., any) si ha:

(r) A ¢ apredominanza diagonale forte per righe se e solo se D ¢ invertibile
e|lI —D71A|| <1
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(¢) A & a predominanza diagonale forte per colonne se e solo se D ¢
invertibile e ||[I — AD7Y|, < 1.

Dimostrazione
Sia A a predominanza diagonale forte per righe. Allora D & invertibile
e, posto N=A—Dsihal|ll - D71A4|| =] - D IN| < 1. Viceversa ...
Questo prova l'asserto (r). L’altro si prova in modo analogo. O

Il Teorema di Gershgorin consente di provare i seguenti teoremi:

0.70 Teorema
Una matrice a predominanza diagonale forte (per righe o per colonne)
¢ invertibile.

0.71 Teorema
Sia A una matrice hermitiana a predominanza diagonale forte. Se per
ogni k si ha agr > 0, allora A & definita positiva.



Appendice: richiami di
algebra lineare

0.72 Definizione

Sia A € R™*™ [A € C™™")].

Un numero A € R [\ € C] si dice autovalore di A se esiste v € R"
[v € €] non nullo tale che Av = Av.

Un vettore v € R™ [v € C"] non nullo si chiama autovettore di A se esiste

A € R [A € C] tale che Av = \v.
Sia A un autovalore di A. Il sottospazio di R™ [di C"]

V(A) = {v € R tali che Av = \v}
[ V(A) ={v € C" tali che Av = \v} |

si chiama autospazio di A relativo a A.

0.73 Definizione (spettro, raggio spettrale)
Sia A € R™™ [A € C™*"]. 1l polinomio P4(&) = det(A — &I) si chiama
polinomio caratteristico di A. L’insieme

o(A) = {X € C tali che \ & radice del polinomio caratteristico di A}
si chiama spettro di A. Il numero
p(A) = max{[A[, A € o0(A)}
si chiama raggio spettrale di A.

0.74 Osservazione

(1) Siano A € R™"™ e A € R.

A ¢ autovalore di A se e solo se A € o(A). In tal caso, per 'autospazio
relativo a A si ha

V(A\) = ker(A—XI) C R"
edimV () > 1.
Se dimker(A — AI) = 0, A non ¢ autovalore di A.

25
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(2) Siano A € C"*" e X € C.
A & autovalore di A se e solo se A € o(A). In tal caso, per 'autospazio
relativo a A si ha
V(A) =ker(A—\I) C C"
edimV () > 1.
Se dimker(A — AI) = 0, A non & autovalore di A.

(3) Sia A € C™*". Dette e, ..., e, le colonne della matrice identica I,,, e
A1, .-, Ay le radici del polinomio caratteristico di A, si ha:

Pa(§) = det(A —&I) = det(ay — &eq, ..., an — Eep)
= (" ()T A B 4 B

dove X, = somma dei determinanti dei minori principali di A di ordine
k (ad esempio: X1 = a1 + -+ + app, Lp =det A), e

Pa(€) = (1) =A) - (€= An) = (M1 = &) - (An =€)
(_é)n + (—5)"_10\1 +F )\n) +oeet (>‘1 t )\n)

Confrontando le due espressioni si ottengono le uguaglianze

a1+t an =M+ + A\ R detA=X---\,

La quantitd ai1 + - - - + any si dice traccia di A e si indica trA.

0.75 Definizione (matrici simili)

Due matrici A, B € R™*"™ [A, B € C"*"] si dicono simili se esiste S €
R™ ™ [S € C™"] invertibile tale che A = SBS™!.

La similitudine e una relazione di equivalenza.

0.76 Teorema
Due matrici 4, B € R™" [A, B € C™*"] simili hanno lo stesso polinomio
caratteristico (ed autospazi isomorfi).

Dimostrazione

Siha: Pg(¢) = det(B—£I) = det(ST1AS—£S719) = det S~H(A—-EI)S =
det(A — &I) = P4(&). Inoltre, sia A un autovalore. Allora: v € ker(B —
M) < (B=X)v=0<%< (STAS - AS 1S =0« S A - AX)Sv =0
< Sv € ker(A — \I).

0.77 Definizione (matrice diagonalizzabile)

Una matrice A € R"*" [A € C™*"] si dice diagonalizzabile se ¢ simile
ad una matrice diagonale: esistono S € R™™ [S € C"*"] invertibile e
A € R™" [A € C™"] diagonale tali che A = SAS™!. In tal caso, posto



Calcolo Numerico - a.a. 2011/2012 27

A =diag(Ay, ..., ) € S = (s1,...,8,) si ha: A1,..., A\, sono gli autovalori
diAesg,eV(A\g) perk=1,...,n.

0.78 Teorema (diagonalizzabilita)
Una matrice A € R™" [A € C"*"] ¢ diagonalizzabile se e solo se esiste
una base di R" [di C"] costituita da autovettori di A.

0.79 Problema
Dimostrare che la matrice

100 22
A_[l 0}6@

non e diagonalizzabile. A

0.80 Definizione (matrice triangolabile)

Una matrice A € R™*™ [A € C"*"] si dice triangolabile se ¢ simile ad una
matrice triangolare: esistono S € R"*™ [S € C™*"] invertibile e T € R™*"
[T € C™*"] triangolare tali che A = ST'S™!.

0.81 Teorema (triangolabilita, Schur)

Una matrice A € C™*" ¢ triangolabile tramite S € C™*" unitaria.

Una matrice A € R™*"™ ¢ triangolabile se e solo se tutte le radici del
polinomio caratteristico di A sono reali. In tal caso, A & triangolabile tramite
S € R™™ ortogonale.

(Per la dimostrazione, si veda [GLV] pagina 104.)

0.82 Esercizio
Sia A e C"™"™e \,..., A\, isuoi autovalori.

(1) Per k € Z, gli autovalori di A* sono A}, ... Ak,

n

(2) Sia g € C. Gli autovalori di B= A+ ¢l sono A\; +4q,..., A, +q.

Soluzione

(1) Siano S unitaria e T triangolare tali che A = ST.S~!. Gli autovalori di
A sono gli elementi t11, ..., tn, della diagonale principale di T'; inoltre A* =
ST*S—1 e gli elementi della diagonale principale di T* sono tlfl, . ,t’fm.
L’asserto segue dal Teorema 0.76. Si osservi che se k < 0, 'asserto ha senso
solo se A ¢ invertibile.

(2) Siano S unitaria e T triangolare tali che A = STS~!. Allora B =

STS™ 1+ ¢SS~ =S(T +ql)S™! e quindi ...

0.83 Problema
Siano A € C™*™, X autovalore di A, V(\) autospazio relativo a \ e
q € C. Si dimostri che
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(1) detto W I’autospazio relativo all’autovalore A\ di A*, siha V(\) C W;

(2) Pautospazio relativo all’autovalore A + ¢ di A+ gl & V(A). A



Capitolo 1

Funzionalita matematiche del
calcolatore
e teoria degli errori

In questo capitolo si descrivono le funzionalita matematiche di un calcolatore
ideale (per le funzionalitd matematiche di un calcolatore reale — troppo
complesse per essere descritte qui — vedere [IEEE1], [IEEE2], [IEC]) e si
studiano gli errori che I'uso di un calcolatore con tali funzionalita comporta
nel calcolo del valore di una funzione.

A Numeri di macchina

1.1 Osservazione
Siano f intero > 2 e x reale non zero. Esistono unici s € {0,1},b € Z e
g € R tali che

(2) pl<g<1

Infatti, posto s =0sexz > 0,s =1 se x < 0, b = 'unico intero tale che
Bl <la]<pBPeg=p""a| sihapl <g<1.
L’intero b si chiama esponente di z, il reale g frazione di x.

1.2 Definizione (numeri di macchina)
Siano [ intero > 2, m intero positivo e

con: 5 € {0,110 € Z;
71,...,7,”E{O,...,ﬁ—1}7fyl7éo}

29
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L’insieme F'(8,m) dei numeri in wirgola mobile, base [ e precisione m, si
chiama insieme dei numeri di macchina.

Un calcolatore ¢ un dispositivo capace di operare esclusivamente con
numeri di macchina.

1.3 Esempio
Sia M = F'(10,3). Si ha

0e M,

76.3 € M :76.3 = 102 0.763;

1020.071 € M : 10%0.071 = 10' 0.710;

10710.1005 € M : la frazione non & compatibile con la precisione.

1.4 Osservazione
Siano 3, m come nella Definizione 1.2.

(1) L’insieme F'(/3,m) ¢ un sottoinsieme (numerabile) di Q e lo si considera
ordinato come tale.

(2) L’insieme F'(8,m) ¢ simmetrico rispetto a 0.
(3) 0 & un punto di accumulazione di F(3,m), e

sup F(B,m) = +oo , inf F(B,m)=—oc0

1.5 Definizione (funzioni successore e predecessore)

Sia M = F (B, m).

La funzione o : M\{0} — M\{0} definitada o(§) = min{n € M | { < n}
si dice funzione successore; la funzione 7 : M \ {0} — M \ {0} definita da
(&) = max{n € M | n < &} si dice funzione predecessore.

Si osservi che o1 = 7.

1.6 Osservazione
Sia £ € M positivo, e siano b ’esponente e g la frazione di £. Si ha

o(€) =g+ B ™) =€+ (1.1)

_ [ Bg-BT) == se g > 7"
7'('(5) - {5b—1(1 _ ﬁ—m) — 5 _ 5b—m5—1 se g = 5—1

Sia & € M negativo. Si ha
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1.7 Teorema (densita dei numeri di macchina)
Siano M = F(8,m) e £ € M positivo. Detti b 'esponente e g la frazione
di &, si ha

o(§) — ¢

(a) 5b = /Bimﬂ
(b) 5_ - S 0-(5) _5 S /Blfm
L—pg=m §
Dimostrazione o
L’asserto (a) segue dalla (1.1). Inoltre, % =5 Bb: da cui, essendo
BTl <g<1—p7™ siha (b). H

1.8 Osservazione

La principale differenza tra le funzionalita matematiche di un calcolatore
ideale (come descritto qui) e quelle di un calcolatore reale (come descritto
in [IEEE1], IEEE2], [IEC]) ¢ nella definizione dei numeri di macchina. Pre-
cisamente, in un calcolatore reale I'insieme dei numeri di macchina & finito.

B Arrotondamento

1.9 Definizione
Siano M = F(B,m),x € Re

O(x)={£eM|VneMsihal|z—¢& <|z—n|}

L’insieme O(z) — degli elementi di M che hanno distanza minima da
x — ha almeno un elemento, e ne ha due solo se z si trova al centro di un
intervallo che ha per estremi due elementi consecutivi di M.

La funzione rd : R — M definita da

| max O(x) sex >0
rd(z) = { min O(z) sex <0

si dice funzione arrotondamento.

1.10 Osservazione
La funzione arrotondamento ¢ dispari e non decrescente.

1.11 Osservazione
Sia z € R. Se rd(z) = 0 allora = = 0.

1.12 Osservazione
Siano x reale positivo, b 'esponente di x, M = F(8,m) erd: R — M.



(1) Se z € M allora rd(z) = =.

(2) Siha
m(rd(z)) + rd(z) e rd(z) + o(rd(x))
2 - 2

(3) Se z < rd(x) e la frazione di rd(z) & 7! allora l'esponente di rd(x) &
b+ 1; altrimenti l'esponente di rd(x) ¢ b.
(4) Si ha
1
o — rd(a)] < 5 B

(La relazione segue dai punti (2) e (3) di questa Osservazione, tenuto
conto del punto (a) del Teorema 1.7.)

1.13 Definizione (funzioni d,¢,7)
Siard: R — F(8,m).
La funzione § : R — R definita da

si dice funzione errore assoluto.

La funzione e : R\ {0} — R [p: R\ {0} — R] definita da

() = rd(:v; - () = rdig()x—) T

si dice funzione errore relativo.
La funzione errore assoluto ¢ dispari, le funzioni errore relativo sono pari.

1.14 Teorema
Sia x reale positivo, e b 'esponente di x. Si ha

IN
|
=X
|
3

(z) @l <8 ) < 38

Dimostrazione

La prima relazione segue dal punto (4) dell’Osservazione 1.12, la seconda
segue dalla prima e dalla considerazione che, detta g la frazione di z, si ha
71 <g<1. Dunque ' <ze

le(z)] <
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Per I'ultima relazione, siccome f~! < z e f~! € M, si ha g*~! < rd(z).
Dunque
6(x)] _ 180
= < —
Inz)| rd(z) — 2 rd(x)

e ’asserto & provato. O

5171%

1
< Z
-2

1.15 Definizione (precisione di macchina)
Chiameremo precisione di macchina la quantita

1 1-m
u—25

In termini di precisione di macchina, la tesi del Teorema 1.14 riguardante
la funzione errore assoluto si riformula:

ovvero, in modo piu significativo:
0(z)] < ulxl
e quella riguardante la funzione errore relativo:
(@) <u n(x)] < v

1.16 Problema
Siano 8 = 2, m intero positivo ed M = F(,m). Dimostrare che per
ogni numero di macchina positivo £ si ha

£
A
1.17 Osservazione
Dalle definizioni segue che
_J z+d(x) _
rd(z) = { 2 (1 + e(x)) e x=rd(z)(1+n(x))

1.18 Esempio

(1) In F(10,4) si ha rd(v/2) = 10! 0.1414.
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Un intervallo, di estremi razionali, che contiene v/2 si pud ottenere
considerando che I’esponente di v/2 ¢ 1 e quindi |6(v/2)] < 5-107%.
Allora si ha v/2 = rd(v2) — 6(v/2) € [1.4135; 1.4145].

(2) In F(10,4) si ha rd(x) = 10?0.1000 = 10.

Un intervallo, di estremi razionali, che contiene x si puod ottenere
considerando il successore ed il predecessore di rd(x). Si ottiene = €
[9.9995; 10.005) (vedere la Figura 6.)

m(rd(x)) rd(x) o(rd(x))

T
L L
Figura 6.

C Funzioni predefinite ed algoritmi

Sia M = F(B,m) erd : R — M. Per ogni intero positivo n, definiamo

M"={(&,...,&) " con &,... . & € M}

Siano ® = {¢ : A— M* tali che A C M™ non vuoto e n, £ interi positivi}
e F un sottoinsieme finito di ®. Chiameremo funzioni predefinite gli elementi
di 7.

1.19 Osservazione
L’insieme M eredita da Q i confronti: se ¢ € {=,#,>,>,<,<} allora
per ogni &£1,& € M si ha & o & in M se e solo se £ ¢ & in Q.

Chiameremo eleborazione elementare il calcolo di una funzione predefi-
nita oppure il confronto di due elementi di M.

Un calcolatore ¢ un dispositivo capace di eseguire sequenze finite di
eleborazioni elementari.

Le funzionalita matematiche di un calcolatore sono quindi definite dal-
I'insieme dei numeri di macchina, dall’insieme delle funzioni predefinite e
dai confronti.

1.20 Definizione (pseudo—operazioni aritmetiche)
Le funzioni definite da

M xM—M |, & @& =rd(é + &)
TMxM—M | &0&=rdé& - &)
M xM—=M | £ ®&=rd&é)

M x M\{0} > M , &Ho&=r1d(&/%)

(ORONONC
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si chiamano pseudo—operazioni aritmetiche. In ogni calcolatore, le pseudo—
operazioni aritmetiche sono funzioni predefinite.

1.21 Osservazione

Si consideri una pseudo—operazione @ e siano &1,& € M. Per la defi-
nizione di rd, il valore & ® & € uno dei numeri di macchina che rendono
minima la distanza da &; * &a.

In questo senso la definizione delle pseudo—operazioni & la migliore pos-
sibile.

1.22 Esempio
Sia M = F(10,2).
(A.1) @ & simmetrica

(A.2) @ non & associativa (es: & = 1020.10,& = &3 = 10°0.38; (&1 © &) @
§3# 6@ (L®E3))

(A.3) dati &1,&, 0 € M, se § > & allora £ @ a > § @ o (monotonia: segue
dalla corrispondente proprieta di rd — Osservazione 1.10)

(A.4) per ogni £ € M si ha £ ®0 = & ma “lo zero non & unico” (es: £ =
10%20.67;£ ®10720.11 = &)

(A.5) per ogni £ € M si ha £ ® (=€) = 0, e “'opposto ¢ unico” (vedere
I’Osservazione 1.11)

(M.1) ® & simmetrica

(M.2) ® non ¢ associativa (es: & = 10°0.20, & = 101 0.51, &5 = 101 0.76; (&1®
£2)®E& # 6 ® (L ®E))

(M.3) dati &1,&2,a € M con a > 0. Se & > & allora § ® a > & ® a (mo-
notonia: segue dalla corrispondente proprieta di rd — Osservazione
1.10)

(M.4) per ogni £ € M si ha { ® 1 = £, ma “I'unita non & unica” (es: & =
10°0.49; € ® 10°0.99 = ¢)

(M.5) sia £ € M non zero: 'insieme degli inversi di £
{0 € M tali che { ® 0 =1}

puo essere vuoto o avere piu di un elemento: “l’inverso puo non esistere
o non essere unico” (es: & = 10°0.20,£®10' 0.50 = 1 e £®10' 0.51 = 1;
£€=10"0.89,£ ®10°0.11 = 10°0.98 < 1 e £ ®10°0.12 = 101 0.11 > 1
e quindi, per la monotonia di ® — (M.3) —, £ non ha inverso)
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Sia ¢ : A — M* un elemento di . E possibile utilizzare un calcolatore
per calcolare ¢ se per ogni £ € A l'elemento ¢(&) ¢ ottenibile con un numero
finito di eleborazioni elementari. Chiameremo algoritmo (che calcola ¢) una
descrizione di ¢ in termini di sequenze finite di elaborazioni elementari.

D Errori nel calcolo di una funzione

Siano QCR", f: Q2 —=Re¢: QN M" — M un elemento di .
Dati z € Q e £ € QN M", si utilizza il valore ¢(£) per approssimare il
valore f(x).

1.23 Definizione (errore totale)
Si chiama errore totale

(a) 9 =o(&) — f(x) (errore assoluto)
_ o) — flx) _ o) — flx)
B =" T e

L’errore relativo ¢ definito solo se f(x) # 0 [¢(§) # 0].

(errore relativo)

1.24 Definizione (errore trasmesso dai dati)
Sia & € €. Si chiama errore trasmesso dai dati (nel calcolo del valore di

fin z):
(a) 04 =f(2)— f(x) (errore assoluto)

@ -S@ [ @) - @)
[T ()

L’errore relativo ¢ definito solo se f(x) # 0 [f(z) # 0].

(errore relativo)

1.25 Osservazione
L’errore trasmesso dai dati e indipendente da ¢.

1.26 Definizione (errore algoritmico)
Si chiama errore algoritmico (nell’'uso di ¢ per approssimare f in &):
(a) 9, = (&) — f(§) (errore assoluto)

_ 96 - 1) o = o) — £(©)
f€) ‘ ¢(¢)

L’errore relativo & definito solo se f(&) # 0 [¢(§) # 0].*

(errore relativo)

1.27 Osservazione
L’errore algoritmico non dipende da =x.

Utilizzando le definizioni date (con & = &) si ha

*Si osservi che l'errore algoritmico dipende da ¢, non dall’algoritmo che calcola ¢.
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(a) (5,5 = 5(1 + 5d
(b) € =€a+ €4+ €a€a [Nt = Na + Na + Nand)

La relazione (a) ¢ immediata; per la relazione (b) si ha

O—f(x) _ 2O—J&) FE) | fEO—fx)
f(z) Q)

flo) T fl@)

¢(£ f(£ f_ _ fO—f(=)
[1 15 -1 + 153
= [1 + €q) + €

ed analogamente per .

Studio dell’errore trasmesso dai dati (“condizionamento”)

1.28 Definizione (errore sui dati)
Siaz € Q. Per k =1,...,n, si chiama errore sul dato k—esimo

(a) O = T — xg (errore assoluto)

Tk T

(b) e = Tk~ Tk [nk S xk} (errore relativo, xx # 0 [T # 0] )
Tk

1.29 Esempio
(1) Sia f(x1,22) = x1 + x2; allora
(a) 04 =01+ 2
Ty T2 7

( ) €2
b €d — €1 + € Nd = m +
d 1 ) 1 1 5 2 d Al A2 1 Al A2 12

(2) Sia f(x1,z9) = z129; allora

(a) 0q = 201 + 109 + 6199
(b) ea=e+etee [na=mn+mn —mnl

(3) Sia f(x1,z2) = x1/x2; allora

2201 — 102
5, = F201 — 7102
(&) xa(x2 + d2)
€1 — €2 m—n2
b p— g
(b) e T [Ud 1_772]

Le relazioni si ottengono immediatamente sostituendo & = xp + d nel
caso di errore assoluto e &y = xy, (1+€x) [Zx = x (1 —ng)] nel caso di errore
relativo.
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1.30 Esempio
Sia f(z) = y/x. Allora, per ogni x,Z > 0 si ha

01

a) Gg— ——t

(&) Va4 +x

(b) Edzfil nd:L
14+ +v/14 € 1"'\/1—771

Per I'errore assoluto si ha infatti

0a = Vi -1 = il

f+f Va 01+

Per I'errore relativo
Vi — \/_ T—x 1 T—x €1
€d = —
VT VT Vityz ¢ Vityz 1+V/i+a

e analogamente per 7.

1.31 Esempio

Siano n = 1, © un intervallo non vuoto, f : {2 — R derivabile nei punti
interni di Q e x, 2 € Q.

Per I'errore trasmesso dai dati d4 si ha, utilizzando il Teorema del valor
medio per le derivate (vedere [A], volume 1, pagina 227):

da = f'(0(x,61)) b1

con 6y =& —x e 0(x,01) tra T e .
Per lerrore trasmesso dai dati eg [174] (se © # 0 e f(z) #0 [ # 0 e
f(@) # 0]) si ha

€q — f'(@(m, 61))

€1 [nd = f'(@(x,m))% m

f()

con €y = &2y = L e Oz, €) [0(z,m)] tra & e .
Nel caso di una funzione f € €'(€2,R), 2 € R™ aperto convesso, si hanno
le espressioni analoghe

€= r_y %(H(x,el, . ,en))% €k
10 = S A O iy ]

con O(xz,01,...,0,), O(x,€1,...,€6,), O(x,m,...,m,) nel segmento congiun-
gente T ed .

Chiameremo funzione di condizionamento per il problema del calcolo di
fin x € Q, una funzione che esprime ’errore trasmesso dai dati in termini
di x e dell’errore sui dati.
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Studio dell’errore algoritmico (“stabilita”)

1.32 Osservazione

Siano f : @ - Re ¢ : M*"NQ — M la funzione definita da ¢(§) =
rd(f(£)). Se f(§) # 0, detto b 'esponente di f(), per 'errore algoritmico si
ha

(a) 10a] =0(&) — F(&)| = rd(f(&)) — fOI < 5 8™
_|6©) = £©| _ 1) = FE] L giom _,
(b) e " @ “ 7 'S 37
[,n ,:‘qb(g)—f(s) _ rd(f(&))—f(&)‘ 1 51m_u}
‘ o(€) rd(f(€) | 2

Le limitazioni si ottengono applicando il Teorema 1.14.

1.33 Esempio

Siano M = F(10,12),SQRT la funzione definita, per ogni numero di
macchina non negativo £, da SQRT(£) = rd(v/€) e sia SQRT € F.

Per approssimare f(z) = v/ —v/x — 1, definita in [1, c0), si considerano
le funzioni

¢1(§) = SQRT({) © SART({ © 1)
¢2(§) = 1© (SART(E) & SQRT({ © 1))

Per z = 2365 € M si ottiene ¢1(2365) = 0.0102825386 e ¢2(2365) =
1072 1.02825385784.

I due risultati sono diversi. Si vuole capire quale ¢ piu affidabile.

Per ¢; si consideri il diagramma di Figura 7, in cui r; sono i risultati
delle operazioni su R, pr sono i risultati dei singoli passi elementari di ela-
borazione, €, gli errori (relativi) totali. Ad esempio: ps = SQRT(p1),r2 =
VL

P2 — T
T2

€2t =

Si ha

_ _r3 T
= Taorg O3t T oy €2t

Usando i valori numerici si ottiene p1 = 2364, €1; =~ u; p2 = 48.620...,
€24 ~ u; p3 = 48.631 ..., €34 ~ u. Siccome

3
T3 — T2

> 4700
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3 3 1
& ]
15 P1,€1,t
SQRT |3 SQRT |2
4
/R
73503, €3t T 25 02,€2t
T45 P4, €4t
Figura 7.

potrebbe risultare €4 ; ~ 4700 w. Il risultato ¢ quindi “poco affidabile.”
Per ¢4 si consideri il diagramma di Figura 8.

3 3 1
L&
15 P15 €1t
SQRT |3 SQRT |2
4
P
3503, €3t 2502, €2t
1 %
\‘/5 745 P4, €4t
T55 P05, €5t
Figura 8.

Per €14,€24 e €34 si hanno gli stessi risultati del caso di ¢1. Per €4 ed

€5 si ha
c { ‘64,(1’ S [
4,t _ T3 )
€4d = ot 63t Tty €2
|65,a| <u
€5.t €r g o= — St
57d - 1+E4’t

Usando i valori numerici si ottiene p1 = 2364, €1 ~ u; p2 = 48.620...,
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€2~ u; p3 =48.631..., €3 ~ u; py = 97.252. ... Poiché

3 T2
e

<1 <1
r3+ 12 r3+ 1o

risulta €4 ; ~ u. Infine, €5; ~ u, e il risultato ¢ piu affidabile del precedente.

1.34 Osservazione (meccanismo di propagazione dell’errore algoritmico)

(a) Sia Q C R” e siano ¢1 : QN M™ — M’ e ¢ : M* — M gli elementi
di ® utilizzati per approssimare, rispettivamente, f; : Q@ — Rf e fy :
R — R.

$1

15 P1,€1,t
N

T2;P2,€2¢

Figura 9.

Si considerino f: Q — R definita da f(z) = fa(fi(z)) e ¢ : QN M" —
M definita da ¢(§) = ¢a(41(£)). Se si utilizza ¢ per approssimare
f, con riferimento alla Figura 9 in cui i simboli hanno il significato
definito nell’Esempio 1.33, si ha

_ $alp1) = fo(r1)

€2t f2(rl) = 62,(1(62,0l + 1) + €24
o €20 = G2(p1) = folp1) €99 = falp) = fa(r1)
: Rl f20r1)

L’errore algoritmico del primo blocco ¢ l'errore sul dato r; e, come
tale, puo essere amplificato da fo come errore trasmesso dai dati.

(b) Siano a € (0,1),Q2 = (1 —a,1+ ), f(x) =lnzep: QNM - M
definita da ¢(§) = £ © 1.

Si vuole studiare l'errore algoritmico

GG
T
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Sia ¢ : @ — R definita da g(z) = z — 1. Allora
ca=c(1+e")+¢

con

; _ 9E) —9(©) v _ 98 = f(§)

T (3
Per €/, si ha (se g(€§) # 0): |e,| < u.

Per stimare €’ si consideri che, utilizzando il Teorema del valor medio
per le derivate, si ha

1
lnx—lnlzg(x—l) , Otrazel

e quindi, per z € Q\ {1}, § = 2L ¢

Inz

r—1

1—-a< <l+4+a«

Inx
Allora, per £ # 1:
|€”|:|%_1| <a

Infine
leal < leql +[€"] + [eg] |€”]

In questo caso, I'errore algoritmico puo risultare grande perché g non
¢ una buona approssimazione di f.

Sia f: Q — Resia¢: QN M" — M la funzione utilizzata per ap-
prossimare f. Chiameremo funzione di stabilita dell’algoritmo ¢ (in realta
dovremmo dire della funzione ¢) una funzione che esprime 'errore algorit-

€0 = % oppure 8, = ¢(€) — F(€)

in termini di £ e dell’errore algoritmico delle singole funzioni predefinite.
Quando l’errore algoritmico delle singole funzioni predefinite si propa-

ga in modo soddisfacente (cioe: “abbastanza poco”), 'algoritmo (in realta

dovremmo dire la funzione calcolata dall’algoritmo) si dice stabile.

E 1l caso complesso

In questo paragrafo si descrive una comune estensione delle funzionalita
matematiche del calcolatore: la possibilita di operare con numeri complessi.
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1.35 Definizione (numeri complessi di macchina e pseudo—operazioni arit-
metiche)
Sia M = F (S, m). L’insieme

M.={¢{+1in con & ne M}

si chiama insieme dei numeri complessi di macchina.
Le pseudo—operazioni aritmetiche in M., sono definite in termini di
pseudo—operazioni in M. Per la somma, la sottrazione ed il prodotto si ha:'

(&1 +im) ®e (&2 +im2) = (&1 @ &2) +i(m S n2)
(61 +1im) ©c (§2 +in2) = (§1© &2) +i(m ©n2)
(&1 +1im) ®c (§2 +1im2) = [(&1 ® &) & (M @ n2)] +i[(§1 @ n2) & (M ® &2)]

Infine, per la divisione si ha:

(&1 +im) @c (§2 +1im2) = [(§1 @ &) © (M @ m2)] © [(§2 @ &2) ® (02 @ n2)]
+i[(m @ &2) © (&1 @n2)] @ [(&2 ® &§2) © (12 @ n2)]

1.36 Osservazione (errore trasmesso dai dati, errore algoritmico)

Siano Q C C*, f: Q —-Ce ¢: QN M — M. Le definizioni di errore
totale, trasmesso dai dati, algoritmico e sui dati sono identiche a quelle gia
date in 1.23, 1.24, 1.26 e 1.28.

Per Derrore trasmesso dai dati relativo alle funzioni somma, prodotto e
divisione in C, valgono risultati identici a quelli dati in 1.29.

Se u < % allora per 'errore algoritmico della pseudo—operazione arit-
metica @ si ha:

per ogni (1, (2 esiste ¢, € C tale che (1® (o = (1% (2) (1 + €4)

con
lea| <u  per @ € {®,0}

lea] < 3u per ® =®
lea| < Tu per® =0

(per la dimostrazione, e per stime piu precise, si veda la Sezione G nell’Ap-
pendice relativa a questo Capitolo.)

fIn questa Definizione, e solo qui, si adottano i simboli ¢, Se, ®. e Q. per le pseudo—
operazioni in M. ed i consueti B, S, ® e @ per quelle in M. Nel resto di questi appunti, si
useranno per entrambe i simboli B, 6, ® e @ lasciando al contesto il compito di chiarire a
quali pseudo—operazioni ci si riferisce.
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Appendice

F Numeri in virgola fissa

In questo paragrafo sono descritte le funzionalita matematiche di un calco-
latore ideale che opera, anziché con numeri in virgola mobile, in un altro
ambiente numerico: quello dei numeri in virgola fissa. Questo tipo di calco-
latore ¢ di uso frequente nel settore dell’elaborazione numerica dei segnali
(si veda, ad esempio, il Capitolo 7 di [PM]).

1.37 Definizione (numeri di macchina)
Siano B intero > 2, m intero non negativo e

Q(ﬁ,m):{x€R|x:ﬁ_ma , aEZ}
Q(B,m) ¢ l'insieme dei numeri in virgola fissa, base 3 e precisione m.

1.38 Osservazione
Siano 3, m come nella Definizione 1.37.

(1) L’insieme Q(f, m) ¢ un sottoinsieme (numerabile) di @ e lo si considera
ordinato come tale.

(2) L’insieme Q(B,m) ¢ simmetrico rispetto a 0.
(3) sup Q(B, m) = 400, inf Q(B,m) = —o0.
1.39 Osservazione (funzioni successore e predecessore)
Sia M* = Q(8,m).

Dette o*, * le funzioni successore e predecessore in M* (definite in modo
ovvio) si ha

Mo+ )=+
Ma-1)=E-5m

45
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1.40 Teorema
Sia & = f7™a € Q(B,m) non zero. Si ha

(@) o*(§)—&=p""

O -¢ 1
0 =

Si confronti ’asserto con quello del Teorema, 1.7

1.41 Osservazione (funzione arrotondamento)

Sia M* = Q(5,m).

Detta rd* la funzione arrotondamento in M* (definita in modo ovvio e
con le stesse proprieta di simmetria della corrispondente funzione in M) si
ha

rd*(z) = 0 se e solo se |z| < 3 3™

ed inoltre

r —rd*(z)] < %B*m

Si osservi che la stima ¢ indipendente da x, e si confronti ’asserto con
quello del punto (4) dell’Osservazione 1.12.

1.42 Osservazione (funzioni 0%, €*,n*)

Dette 6*,€*,n* le funzioni errore assoluto ed errore relativo in M* (defi-
nite in modo ovvio e con le stesse proprieta di simmetria delle corrispondenti
funzioni in M) si ha

0% (z)] <

N[
9
3

per |z| < 187™

% altrimenti

|
(

o

*

)
IN 7 N
IA
= =

z
dove rd*(z) = f7"«)

1
()] < 54
(La dimostrazione ¢ immediata. Si osservi che la funzione n* ¢ definita per

1 a—m
x| > 567™)
Chiameremo precisione di macchina la quantita

1 —

1.43 Osservazione (pseudo—operazioni aritmetiche)

Le pseudo—operazioni aritmetiche in M™* sono definite in termini delle
corrispondenti operazioni in R e della funzione rd* analogamente a quanto
fatto nel caso di M (Definizione 1.20).

Le proprieta, invece, non sono identiche. Sia M* = Q(10, 2).i

In questa Osservazione, @ e ® indicano le pseudo—operazioni in M*.
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(A.1*) Per ogni &1,& € M* si ha

s @&L=86+&

(M.1*) ® & simmetrica

(M.2*) ® non & associativa (ad esempio: & = 107220,& = 1072512,£3 =
1072761; (&1 @ &) ® & # &1 @ (62 © &3))

(M.3*) dati &1,&2,c € M™* con a > 0. Se &§ > & allora & @ a > &5 ® o (mo-
notonia: segue dalla corrispondente proprieta di rd* — Osservazione
1.41)

(M.4*) perogni & € M* siha{®1 = ¢ ma “I'unita non & unica” (ad esempio:
£€=107249;£ ® 107299 = ¢)

(M.5*) sia £ € M* non zero: 'insieme degli inversi di £
{0 € M* tali che {®60 =1}

puo essere vuoto o avere piu di un elemento: “l’inverso puo non esistere
o0 non essere unico” (es: £ = 107220,£®1072500 = 1 e E® 1072501 =
1;6=1072890,6®107211 = 107298 < 1 e £®107212 = 1072107 > 1
e quindi, per la monotonia di ® — (M.3*) — £ non ha inverso)

1.44 Osservazione (errore algoritmico)
Siano Q CR™, f: Q@ = Re¢: QN (M*)" — M*. La definizione di
errore algoritmico ¢ identica a quella gia data in 1.26.
Per l’errore algoritmico assoluto relativo alla pseudo—operazione aritme-
tica @ si ha:
02l < gA™m =t

(Per la dimostrazione di questa stima, come per stime di € e 7}, si veda
"Osservazione 1.42.)

G Dimostrazioni

In questa Sezione si dimostrano le stime enunciate nella Sezione E.

Sia ( = o +iwg per k=1,2.

Si consideri la pseudo—operazione @ (per © si procede in modo analogo).
Posto (1 + (o =2, 01 + 09 = 8, w1 + w2 = w si ha:

(1+e€q)2
SRICES 1 , 2
(01 ® 02) +i (w1 D wo)
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Indicando con €; ed €9 gli errori algoritmici relativi alle pseudo—addizioni in
M, si ha
€7 = €1S + 1 eqw

Allora, tenuto conto che |ex| < w:

leal® |2]* = €} 87 + G w® < |of*u’

da cui il primo asserto.
Per la pseudo—operazione ®, posto (1(o = z, si ha:

(1+€,)z
Q®G= 1 3 2 , 1 6 5
[(01 ® 02) © (w1 ® wo)] +1i[(01 ® wa) & (w1 ® 02)]

Indicando con €; ’errore algoritmico relativo alla j—esima pseudo-operazione
in M, e posto exy = € + €y + €x€p si ha

€az = (130102 — ea3 wiwa) + i (€46 T1w2 + €56 T2w1)
Tenuto conto che |ex| < u, si ha
lere] < u (24 u) (1.2)
e quindi:

lﬁa’2‘2’2 < U2 (2+u)2(a%ag—l—w%w%—l—a%w%—|—a§w%)+20102w1w2(e46656—613623)

Ma:
0202 + wiwd + odwi + o2w? = |22, |essess — e13€2s] < 203 (2 + u)?
e quindi
eal? < w22 + u)? (1 +4%>
z
Infine, essendo
|0'10'2W1W2| . 1 < 1
otoy +wiws +ofws +ojwi  |GEIH ISR T ISE IS5 T 4
— infatti: inf{z + 1,2 >0} =2 —si ha
leal® < 2u2(2 + u)?
e quindi
lea| < V2u (24 u) (1.3)

Il secondo asserto ¢ una immediata conseguenza di questa stima.
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&1

Per la pseudo—operazione ©, posto &=z si ha:
(1+e€)z
GQOG= 15 2 4 3
(1 ®(2) @ [(02 ® 02) ® (w2 @ wo)]

Si osservi che la quinta pseudo—operazione ¢ una pseudo—divisione di un
elemento di M, per un elemento di M. In tal caso si ha:

(c+iw)0é=(c0&+i(lwné)

e, operando come gia fatto per la pseudo—somma, si ottiene

(0+iw)OE= UZW(HG)

con |e| < u.
Con i simboli gia introdotti si ha

2 4 3 9 9
(02 ® 02) ® (w2 ® w2) = (03 +wj)(1 + €234)

con ) )
e = P 62;1 + wg €34
05 + wy
e, per la (1.2):
‘6234’ < u(2+u) (1.4)

Allora si ottiene

(I+e)(1+e) 1_61—|—€—|—€1€—€234

1+ ea3q4 1+ e934

€a
da cui, tenuto conto di (1.3) e (1.4):

V2u (24 u) +u+vV2u? (24 u) +u (2 +u)
1—u (24 u)

lea’ <

cioé
(3 +2v2)u + (1 + 3v2)u? + v2u?

<
€al < 1—u (24 u)

Il terzo asserto ¢ una immediata conseguenza di questa stima.
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Capitolo 2

Zeri di funzioni reali

PROBLEMA: data f : ) — R continua, 2 C R, determinare gli zeri di

3

Un numero reale o € Q) si dice zero di f se f(a) = 0.

A Metodo di bisezione

Idea del metodo:

costruire una successione di intervalli sempre piu piccoli, contenenti uno
zero di f, utilizzando il Teorema di esistenza degli zeri (Siano a < b € R
ed f :[a,b] = R continua tali che f(a)f(b) < 0. Allora esiste uno zero di
f in (a,b) — vedere [A], volume 1, Teorema 3.6, pagina 178, oppure [C],
Teorema 4.17, pagina 214).

Descrizione del METODO DI BISEZIONE

ap = a,bg = b, Ip = [ag,bo], w0 = (ao + bo)/2;
per k=1,... ripeti
se f(zk—1) =0 allora STOP (zp_1 € uno zero di f) altrimenti
> se f(xg_1)f(bgk—1) < 0 allora ap = xk_1,br = bx_1;
> se f(ag—1)f(xg—1) <0 allora ay = ak_1,bx = Tg_1;
> I, = [ak, by], v = (ax + bg)/2

uscita: quando un opportuno criterio di arresto e
verificato: Iy, .

2.1 Esempio
Con riferimento alla Figura 10, si ha Iy = [a,b], xo = “F2; f(a)f(z0) <0
allora I = [a,z¢], z1 = 52 etc.
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Figura 10.

Discussione del metodo.

2.2 Osservazione

(1)

(2)

Se per un k si ha f(zr) = 0, il metodo si arresta. Altrimenti si ha:

I, contiene uno zero di f, I C Ix_1, misly = % mis I,_q e quindi

limg_,oo mis I = 0 e, infine, limy_, ., x; esiste ed € uno zero di f.

(Criterio di arresto) Sia € > 0.

Un criterio di arresto che utilizza una stima dell’errore assoluto é:
mis [, < 2¢

In tal caso si ha, detto a uno zero di f in I} :

mis I

|l —af <

Se 0 ¢ I, posto my, = min{|ax/|, |bk|}, un criterio di arresto che utilizza
una stima dell’errore relativo é:

mis /|
k < 2e¢

my
In tal caso si ha, detto a uno zero di f in Iy :

|z — af < mis Iy,

lal T 2my

Utilizzando il criterio d’arresto “assoluto,” la rapidita di convergen-
za del metodo di bisezione dipende solo dall’ampiezza dell’intervallo
iniziale:
mis Iy

ok

mis [, =

Utilizzando il criterio d’arresto “relativo,” la rapidita di convergenza
del metodo di bisezione dipende dall’ampiezza dell’intervallo iniziale e
dalla posizione dello zero.
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2.3 Esempio

Sia f(x) = 22 — 2. Individuare il numero di zeri di f, separarli* e stimare
un numero di passi sufficiente per conoscere ciascuno zero con errore assoluto
<1076,

Soluzione

La funzione ha due zeri: a; = v2 € [1,2] e ag = —V2 € [-2,-1].
Consideriamo aq. Si ha: f(1)f(2) < 0 e, posto Iy = [1,2], si ottiene
|z — a1] < 1076 se mis I, < 2-1076. Si ha:

ml;klo <92.1076 = 2kl > 106

mis [, =
Il primo intero che verifica € k = 19, e x19 verifica la condizione richiesta.

2.4 Osservazione
Operando in M = F(f,m), il metodo di bisezione produce una succes-
sione di intervalli [ag, bg] ad estremi in M, ed una successione . di elementi

di M definita da:
& = (ar Dby) ©2

In questo caso il criterio di arresto assoluto é:
br © ar < rd(e)
che, quando verificato, comporta:
b —ap <e€
Dunque se la procedura si arresta con criterio di arresto verificato, si ha:

& —af < by —ap <e

B Metodi ad un punto

Idea del metodo:
trasformare il problema della determinazione degli zeri di f nel problema
della determinazione dei punti uniti’ di una funzione opportuna.

2.5 Esempio

(a) Siano f : R — R continua, g : R — R\ {0} continua. Posto h(x) =
x — f(x)g(x) si ha: «a zero di f se e solo se o punto unito di h.

*Separare gli zeri di una funzione significa individuare intervalli disgiunti contenenti,
ciascuno, uno zero della funzione.
fUn numero reale o € Q si dice punto unito della funzione h : @ — R se a = h(a).
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(b) Sia f(z) = x + logx. Per le funzioni hy(z) = —logz, ha(x) = e %,
hs(x) = (z + e~*)/2 i punti fissi coincidono con gli zeri di f.

Descrizione di un METODO AD UN PUNTO

dati: h:Q — R continua,  C R, § € ;

Ty = f;
per k=1,... ripeti
> se xp_1 ¢ allora STOP altrimenti xp = h(xg_1)

uscita: quando un opportuno criterio di arresto e
verificato: xy.

Discussione del metodo.

2.6 Teorema (di convergenza locale)
Siano h € C1(Q), [a,b] C Q, ed z¢ € [a,b] tali che

(1) [a,b] contiene almeno un punto unito di h;
(2) esiste L € [0,1) tale che |h/(x)] < L per ogni z € [a,b];
(3) posto z = h(xg_1),k =1,2,..., si ha xy, € [a,b] per ogni k.

Allora: in [a,b] vi & un solo punto unito di h e, detto « tale punto unito,
si ha limp_,o0 2 = .

Dimostrazione
Proviamo 'unicita del punto unito per assurdo. Siano « e 8 punti uniti
di h in [a, b], distinti. Allora:

o = B| = [h(e) = h(B) = [ (&)l|e — B

con € tra a e 3.5 Da (2) segue |a — 3| < |a — ], assurdo. Si osservi che
questo risultato non dipende dall’ipotesi (3).
Per la successione si ha:

|z — af = [h(zk-1) — h(a)] = [ (&)llxr—1 — o (con & tra zx_1 e @)
< Llzg-1 —af

Ripetendo i passaggi:

|z, — o] < L2ap_o —af < -+ < L¥|ag — o

iSi ¢ applicato ad h il Teorema del valor medio per le derivate: Sia f continua su [a, b]
e derivabile su (a, b); allora esiste ¢ € (a,b) tale che f(b) — f(a) = f'(c)(b—a) (vedere [A]
volume 1, Teorema 4.5, pagina 227, oppure [C], Teorema 4.29, pagina 227).

)
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Siccome L € [0,1), si ha limy_,o |2x — | = 0. O
2.7 Esempio
Sia h(z) = % cos z. L’intervallo [0, 2] contiene almeno un punto unito di

h (vedere la Figura 11).

Figura 11.

Inoltre, essendo h/(z) = —3senz, si ha [W/(z)| < 2 = L per ogni = €
[0, Z]. Infine: € [0, %] = h(z) € [0,3] C [0, Z]. (Si osservi che se h([a,b]) C
[a,b] allora g € [a,b] = xf, € [a,b] per k=1,2,...)

Allora, ogni xo € [a,b] genera una successione che verifica 'ipotesi (3)
del Teorema 2.6. Si puo concludere che: h ha un unico punto unito in [0, 5]
e per ogni xg € [0, 5] la successione generata dal metodo converge a tale
punto unito.

2.8 Osservazione

Siano h ed [a,b] come nelle ipotesi (1) e (2) del Teorema di convergenza
locale.

Non ¢ detto che un qualsiasi o € [a, b] verifichi I'ipotesi (3) del Teorema.
In particolare, non ¢ detto che per ogni z( € [a,b] si abbia limy_, . 2 = a.

Si consideri, ad esempio, la funzione di Figura 12 (non ¢ di classe C!,
pero ...)

2.9 Osservazione (scelta del punto iniziale)

Siano h ed [a, b] come nelle ipotesi (1) e (2) del Teorema 2.6, ed o pun-
to unito di A in [a,b]. Allora, posto d = min{|a —al,[b—«|} e I = {z :
|z —al < d} C [a,b], si ha h(I) C I. Quindi, ogni x¢ € I verifica l'ipotesi
(3) del Teorema 2.6.

In particolare, I'estremo di [a, b] piu vicino ad « verifica tale ipotesi.

(Dim. Infatti, per x € I, si ha |h(z) —a| = |h(z) — h(a)| < |z —a] < d
e quindi h(z) € I.)

2.10 Esempio
Sia f(z) = = + log z.

(1) Determinare il numero di zeri di f e separarli.
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y = h(z) y=a
; - \
a To b t
Figura 12.
(2) Discutere i metodi iterativi definiti dalle funzioni hy(z) = —loguz,

ho(x) =e 7, hs(z) = (x +e77)/2.

Soluzione
(1) La funzione, definita per > 0, ha un solo zero (infatti ¢ monotona
crescente e ...) e, detto « tale zero, si ha a € (0,1) — vedere la Figura 13.

y =logx
o
/1 T
Yy=—x
Figura 13.

(2) Si osserva che i punti fissi delle tre funzioni coincidono con gli zeri di
f (vedere il punto (b) dell’Esempio 2.5).

Per la funzione hy si ha: hj(z) = —1/x e per ogni = € (0,1) risulta
|hi ()] > 1. Quindi non & possibile trovare un intervallo che contiene « e
che verifica l'ipotesi (2) del Teorema di convergenza locale.

Per la funzione hg si ha: hf(x) = —e™*. Allora, per ogni z € (0, 1) risulta
|hb(z)| < 1, ma |[h(0)] = 1. Quindi l'ipotesi (2) del Teorema di convergenza
locale non ¢ verificata da [0, 1]. Pero, restringendo l'intervallo che separa la
5,1] — con un passo di bisezione — si ottiene |hjy(z)| < et =
Ly < 1 (vedere la Figura 14). Quindi, in base all’Osservazione 2.9, una

radice a [
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successione convergente ad « si ottiene ponendo xg = % oppure g = 1 a
seconda ...

| ()]

Figura 14.

Per la funzione h3 si ha: hj(z) = (1 —e~)/2. Per ogni z € [$,1] si ha
|hy(x)] < (1 —e1)/2 = Ly < 1 (vedere la Figura 14), e quindi anche in
questo caso ...

2.11 Osservazione (numero di zeri)

Sian € Ne f € C*(a,b), continua in [a,b]. Se f™ # 0 in (a,b), allora f
ha al pit n zeri in [a, b].

(Dim. Se f ha n+ 1 zeri in [a, b], applicando il Teorema del valor medio
per la derivata ad f, fO, ..., f® Y si dimostra Desistenza di un valore 0 €
(a,b) tale che f™(#) =0.)

2.12 Osservazione

Si consideri una successione xj, generata dal metodo ad un punto definito
dalla funzione h, e sia a un punto unito di h. Se |h/(«)] > 1 allora: o la
successione ¢ definitivamente’ uguale ad a, oppure limy_,o 2 # a.

(Dim. Supponiamo che per ogni k sia z; # « e che limg_, 2 = a cioé:
per ogni € > 0 esiste N tale che k > N = |z — a] < e. Scelto € tale che
[P (z)] > M > 1 per |z —a| <e, siha |z, —al = |h(@nin_1) — h(a)] =
|B (&)||xN4n—1 — | con & tra xn4,—1 ed « e, siccome |xy 11 — a| <€, ri-
sulta [h/(§)] > M e quindi: |xn4n — @] > M|zyin—1 — «|. Ripetendo i pas-
saggi: |Tnyn — ] > M™|xy — «f. Poiche M > 1, scelto n sufficientemente
elevato, si ha |zn4+n — ] > €, assurdo.)

In base a questa osservazione, la funzione h; dell’Esempio 2.10 non e
utilizzabile per approssimare lo zero di f.

2.13 Osservazione (ordine di convergenza)

Si consideri il metodo ad un punto definito dalla funzione h : Q — R.
Sia « un punto unito di h ed zj una successione generata dal metodo e
convergente (ma non definitivamente uguale) ad a.

$Una successione zj ha definitivamente una proprietd P se esiste n € IN tale che per
ogni k > n,x) ha la proprieta P.
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(1)

Se esiste (a,b) C Q tale che
heel(a,b) , ac(ab) , 0<|W(a)<1 (2.1)

allora esistono un intervallo chiuso I C (a,b) contenente o, L; ed Lo
tali che
0< L < ’hl(.%')‘ <Ly<1

per ogni x € I. Sia N tale che x; € I per k > N. Utilizzando il
Teorema del valor medio per le derivate si ottiene

Lifznyj-1 —al < [Ny — o] < Lofongj—1 —a
per 7 =1,2,... e quindi
Lilzy — af < Jang; — of < Lijay — o
Cioe: la successione xy4; tende ad o almeno rapidamente come Lg,
ma non pi rapidamente di L.
Se esiste (a,b) C Q che verifica le condizioni (2.1), si dice che il metodo

definito dalla funzione h ha ordine di convergenza ad o pari ad 1.

Se esiste (a,b) C € tale che
he¥a,d) , ac(ab) , W@=0 , P #0 (22

allora esistono un intervallo chiuso I C (a,b) contenente o, M; ed My
tali che
0 < M < |hP(x)] < My

per ogni x € I. Sia N tale che z, € I per Kk > N e %MN—OA < 1.
Procedendo come al punto (1) si ottiene

M,y

M.
2 2 2
5 |[Tvj-1 = al” S |y —af < —Flav-1 —of

per j = 1,2,... e quindi, posto ¢, = %|x]\;—a|,r =1,2,si ha 0 <
cg<cp<le

i Moy —al < lzngg— o] <G Han — a

. . . i
Cioe: la successione x4 ; tende ad o almeno rapidamente come cg L

IS . . ]
ma non piu rapidamente di cf L

Se esiste (a,b) C Q) che verifica le condizioni (2.2), si dice che il metodo
definito dalla funzione h ha ordine di convergenza ad « pari a 2.
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In modo analogo si definisce ’ordine di convergenza ad « maggiore di 2.

2.14 Esempio (continua)
Sia f(z) =z +logz ed alo zero di f in [%, 1]. Approssimare, con errore
assoluto < 1073, il valore di a.

Soluzione
I metodi definiti dalle funzioni hg e hg risultano entrambi avere ordine
di convergenza pari ad 1. Inoltre, per ogni x € [%, 1], risulta

N

1—e!
2

1—e"
2

et <) <ee < |y ()| <

Poiché 17571 < e71, il metodo definito da hs garantisce, per quanto det-
to nell’Osservazione 2.13, una rapidita di convergenza superiore a quello
definito da ho. Si utilizza pertanto il metodo definito dalla funzione hg :

Ty + e Tk

Tk+1 = 5

Siccome f(%) > 0, si sceglie come punto iniziale zg = % Si ha, inoltre:
hi(x) > Operz € [%, 1], dunque xy, ed zj_1 sono “dalla stessa parte” rispetto
ad a.

Per determinare un intervallo di ampiezza < 1072 contenente «, si uti-
lizza la procedura descritta in Figura 15 supponendo:

(a) di determinare z operando in M = F'(10,3) secondo la regola

;| rd(xy) se rd(zy) > xp,
Tk = o(rd(zy)) altrimenti

(b) di saper calcolare i valori di f con errore relativo < 1 (cioe, di saper
calcolare esattamente il segno di f)
(c) di saper calcolare i valori di h3 con errore sufficientemente piccolo.
Si osservi che, poiché z;, € [%, %), si ha
T) —x) < 1073

(vedere Capitolo 1, Paragrafi A,B).
Si ha: z = 0.5 e, siccome f(z() < 0, risulta a > xf,. Procedendo si ha
x1 =0,5532... e 2} = 0.554 e, essendo f(z}) < 0, risulta ancora o > /.
Si procede allo stesso modo fino a: x4 = hg(x%) = 0.5671. .. e 2, = 0.568.
Essendo f(z})) > 0, risulta a € [z4,2)] e 0 < 2} — a < 1073,
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N[

Trog —

calcola xj,

@) >0 i STOP

no

incrementa k;
/
zp = hy(z)_y)

Figura 15. Procedura utilizzata nell’Esempio 2.14

C Metodo di Newton
Sia f : © — R derivabile tale che f'(z) # 0 per ogni z € Q. Il metodo di

Newton ¢ il metodo ad un punto che si ottiene ponendo h(z) = = — Jf,((?). Si
osservi (vedere il punto (a) dell’Esempio 2.5) che a ¢ zero di f se e solo se

& punto unito di h.

Descrizione del METODO DI NEWTON

dati: f: € — R derivabile, g € Q;

Ty = B3
per k=1,... ripeti
>sexi_1 € Qo f'(xx_1) =0 allora STOP
altrimenti zp = xx_1 — (f(zx_1)) " f(2r_1)

uscita: quando un opportuno criterio di arresto ¢
verificato: xj.

Discussione del metodo.
Siano f: Q — R ed (a,b) C Q tali che f € €(a,b), f' # 0 in (a,b) ed
esiste a € (a,b) zero di f. Posto
f(z)
f'(x)

h(z) =z —
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si ha:
h'(a) =0
Allora:

(a) esistono un intervallo chiuso I 3 a ed L € [0,1) tali che |W/(x)] < L
per ogni x € I — cioé che verificano le condizioni (1) e (2) del Teorema
di convergenza locale;

(b) Tordine di convergenza ad « del metodo & almeno 2 (si veda il punto
(2) dell’Osservazione 2.13).

2.15 Osservazione

(a) Il metodo di Newton & detto metodo delle tangenti per l'interpreta-
zione geometrica suggerita dalla Figura 16. Il valore x; ¢ tale che

f(zr—1)(xp — xp—1) + f(xl—1) = 0.

y=f(wp—1)(® —zp_1) + f(211)
f(l“k—l)

T  Tk—1

Figura 16. Interpretazione geometrica del metodo di Newton

(b) (Scelta di xo) Siano f € €%(Q) ed [a,b] C Q tali che f' #0e f& £0
in [a, b] ed esiste a € [a, b] zero di f. Posto zp = 'estremo di [a, b] in cui
f(z0)fP(xg) > 0, la successione x, risulta monotona e convergente
ad a (vedere 'esempio in Figura 17).

2.16 Esempio
Sia f(x) = 2% — 3. Approssimare lo zero positivo di f (o = v/3) con
errore assoluto < 1079, utilizzando il metodo di Newton.

Soluzione

Si ha: a € [1,2] = I. Inoltre, f' >0, f* > 01in I. Poi: f(1)f®(1) <
0, (2)f®(2) > 0 e quindi possiamo scegliere zy = 2.

L’iterazione risulta definita da

1 3
Ty = h(wkfl) = 5 <xk1 + )

TE—1

Per determinare un intervallo di ampiezza < 107 contenente « si opera
come descritto dalla procedura seguente
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i X

| Il ‘
T T
— 1y /o b=xo

Figura 17. Scelta di zo nel metodo di Newton. In questo caso f' >0e f* >0 in [a, b]

o = 2, k= O;
per k=0,1,... ripeti
> calcola z;;
> se f(z},) <0 allora STOP
altrimenti xjy1 = h(x))

supponendo:

(a) di determinare z} operando in M = F(10,7) secondo la regola

;| rd(xg) se rd(zy) < xg
k= n(rd(zy)) altrimenti

(b) di saper calcolare i valori di f con errore relativo < 1
(c) di saper calcolare i valori di h con errore sufficientemente piccolo.

Si ottiene:

xo =2 zy =2 f(xp) >0
x1 =175 ) =1.75 f(zh) >0
vy = 17321428 ... ol =1.732142 f(z}) >0
3 = 1.7320508... af = 1.732050 f(z}) <0

dunque: o € [2%,73] e 0 < a — 2% < 1076,
2.17 Osservazione

Con il metodo di bisezione, partendo da I = [1,2], occorrono 20 passi
per ottenere un intervallo di ampiezza < 1076,
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D Condizionamento del problema

Siano f € €1(), [a,b] C Qe § > 0 tali che
(1) f'(z) # 0 per z € [a, b];
(@) F@)f() <0, |f(@)] > 6.1/()] > 5

Da (1) e (2) segue l'esistenza di un solo zero di f in [a,b]. Sia « tale zero.
Sia infine g continua tale che

(3) [f(z) — g(x)| < per ogni z € [a, b].
Allora
(i) esiste B € [a,b], zero di g
(i) posto m = ming, ||, si ha o — 8 < £
(Dim. Siha f(c)—f(8) = g(8)— f(B) maanche f(a)—f(8) = |/'(€)|(a—
B), con € tra av e B. Allora [f'(§)| | — B| = |9(8) — f(B)], etc.)

Un esempio di problema mal condizionato ¢ quello di Figura 18. In tal
caso ¢ | — 3| > 4.

Figura 18. Esempio di problema mal condizionato

2.18 Osservazione

La disuguaglianza del punto (ii) puo essere cosi riletta: ’errore assoluto
trasmesso dai dati (Jo — 8|) non supera un multiplo () dell’errore assoluto
sul dato (d). Si osservi che siccome

m < |f'(a)]

la quantita | f’(la)\ & una stima per difetto del coefficiente %
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E Errore algoritmico
Siano h: Q =R, ¢: QN M — M, [a,b] C Q, & € [a,b] N M tali che

(i) h,[a,b],&o verificano le ipotesi del Teorema di convergenza locale con
L e]0,1);

(i) 1h(€) — H(€)] < 6 per ogni € € [a,] N M:
(iii) posto & = @(€k—1) per k= 1,2,... si ha & € [a,b] per ogni k.
Allora, detto « 'unico punto unito di & in [a, b] si ha:

(A) per ogni € € [a,b]N M :

se [ —al > allora |¢(§) —a| < |€ —a

1-L

(B) per ogni k si ha:
1-LF

— < )
€k =kl < T—

(C) per ogni k si ha:

1-L* 5 5
6~ ol < T 0+ e - ol = 2 + 2 (16 - ol - 12 )

— - L 1-L
Infatti:
[6€) —al _ 16(6) = MO+ [h(E) —h(e)] 5 [h(E) = h(a)]
§—al ~ € — ~€—q € — o

Applicando il Teorema del valor medio per le derivate si ottiene inoltre:

h(€) — h(a)]

= |h'(0
= )
con 0 tra £ ed a, e quindi € € [a,b]. Per I'ipotesi (i) si ha infine:
p©-al . 3
[E—al T lE—qaf

Siccome ¢ — a| > 2+ equivale a ﬁ < 1— L, si ottiene I'asserto (A).

Per l'asserto (B) si ha, detta zj la successione ottenuta con il metodo
iterativo definito da h a partire da &, (dunque operando in R):

1€ — 2] = [0(Er—1) — M(wp—1)| < |P(E—1) — M(Ex—1)| + |R(Ep—1) — M(wp—1)]

da cui, utilizzando l'ipotesi (ii) e, di nuovo, il Teorema del valor medio per
le derivate:

& — ] <0+ L&k—1 — xp—1|
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Iterando, e ricordando che xy = &p:

1—Lk
!&—mﬂ§5@+L+~~+ﬁ):1 70

L’asserto (C) si ottiene immediatamente dall’ipotesi (i) e dall’asserto
(B):
1—LF
1-L

& — af <&k — x| + |z — o < 5+ L¥|& — a

2.19 Osservazione

L’asserto (A) garantisce che finché la successione & é sufficientemente
lontana da «, la successione delle distanze | — a| € decrescente.

L’asserto (C) afferma che la successione & puo risultare non convergente

ad o, ma in ogni caso (se le ipotesi sono verificate!) si “avvicina” all’insieme

J J
[a — 27,0+ 22

L’asserto (B) afferma che le successioni ottenute da & operando in M,
&, ed operando in R, xp, non sono mai troppo lontane.

F Criteri d’arresto

Siano h, ¢, L e § come nel paragrafo E. Un criterio d’arresto usato e
€k — Ek—1] < €
con € > 0 dato. Si ha infatti:
& —&p—1= (¢(§k—1) - h(§k—1)> + (h(&c—ﬁ - h(a)> + (Oé - §k—1>

Applicando il Teorema del valor medio per le derivate al secondo addendo
si ottiene

Sk — k-1 = <¢(5k—1) - h(ék_1)> + <h'(9k_1) — 1) (gk_l - a)

con 1 tra &_1 ed a. Considerando che h/(6;_1) — 1 # 0 si ottiene

(¢(§k—1) - h(§k—1)> + (€k - §k—1>
WO 1) =1

o1 —a =

e quindi

O+ &k — Ep—1]
— < -2 v -
[€r-1 —of < 1-L

Un diverso criterio d’arresto & basato sul valore di ¥({x) — approssima-
zione del valore di f(&) calcolata dall’algoritmo 1) :

[W(&k)| <€
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Infatti, se f € CL(Q), f' # 0 in [a,b] e |f(&) — ¥(€)| < v in [a,b] N M, si ha,

detto o uno zero di f in [a,b] e posto m = ming, ) | '] :

[P (&r)| + v
m

& —al <

(Dim. Infatti: f(&) — f(a) = f/(7)(& — @), con T tra & ed «, e quindi

)

2.20 Esempio (continua)
Per f(z) = 22 — 3 e [a,b] = [1,2] si ha m = 2. Operando come nell’E-
sempio 1.33, con (&) = (E® &) ©3 e M = F(10,12), si ottiene

In¢) < 81-10%u(l4u)~4-107°
e quindi v &~ 1.5 - 107, Essendo %(z%) = 10750.37263 si ottiene

10760.37263 + 1.5 - 10~1!
2

|zh — a < ~2-1077




Capitolo 3

Sistemi di Equazioni Lineari

PROBLEMA: dati A € C"*™ invertibile e b € C", determinare z* € C"
tale che Az* = b.

Prima di affrontare il problema nella sua formulazione generale, si osser-
vino i seguenti cast semplici:

(D) Se A e diagonale (ai; = 0 per i # j), A & invertibile se e solo se agy # 0

per k =1,...,n. In tal caso, la soluzione del Problema e:
b
zZ:—k , k=1,...,n
Ak

(T) Se A ¢ triangolare superiore (a;; = 0 peri > j), A ¢ invertibile se e solo
se axr, # 0 per k = 1,...,n. In tal caso, la soluzione del Problema si
ottiene con la seguente procedura si di SOSTITUZIONE ALL’INDIETRO:

c
se rpp # 0 allora 2, = r—n altrimenti STOP
nn

perk=n—1,...,1 ripeti
n *
Ck = D j—ky1 k%]

Tkk

altrimenti STOP

se ri; # 0 allora z, =

uscita: z

Precisamente:

2" = si(A,b)

67



68

Se A & triangolare inferiore (a;; = 0 per ¢ < j), si opera in modo analo-
go, utilizzando la procedura sa di SOSTITUZIONE IN AVANTI (Esercizio:
descrivere la procedural):

2* = sa(A,b)

(U) Se A & unitaria, ¢ certamente invertibile. In tal caso la soluzione del
Problema eé:
2= A

(P) Una matrice si dice di permutazione se si ottiene dalla matrice I cam-
biando l'ordine delle righe o delle colonne. Una matrice di permu-
tazione ¢ dunque unitaria e, se A ¢ la matrice, per ogni v € C", le
componenti di Av si ottengono permutando opportunamente quelle di
.

(Ad esempio: la matrice P = (e, e4, €1, e3) € C*** & di permutazione.)
Se A ¢ una matrice di permutazione, ¢ certamente invertibile. In tal
caso la soluzione del Problema é:
2 =A"b
e si ottiene permutando le componenti della colonna b.
Nel caso generale, si cerca di fattorizzare A con (scrivere A come prodotto
di) fattori di uno dei quattro tipi suddetti ...

3.1 Esempio

(I) fattorizzazione LR: S, D € C™*™ tali che
(1) S triangolare inferiore con sgr = 1 (certamente invertibile)
(2) D triangolare superiore
3)SD=A
Si osservi che se S,D ¢ una fattorizzazione LR di A, quest’ultima
risulta invertibile se e solo se lo ¢ il fattore D.
(IT) fattorizzazione QR: U,T" € C™*™ tali che
(1) U unitaria (certamente invertibile)
(2) T triangolare superiore
B)UT=A

Si osservi che se U,T & una fattorizzazione QR di A, quest’ultima
risulta invertibile se e solo se lo ¢ il fattore T'.
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... poi (uso della fattorizzazione A = M N), riscritto il sistema nella forma
equivalente:

MNz=5»
si opera il cambio di variabile Nz = c che trasforma il sistema in:
Mc=b

Risolvendo quest’ultimo sistema (caso semplice) si ricava c. Infine, risolven-
do il sistema (caso semplice):

Nz=c¢
si ricava z*.
3.2 Problema
Siano:
1 2 1 1 00 1 2 1
A=11 4 0 , M=111 0 , N=|[0 2 -1
1 6 0 1 2 1 00 1

Decidere se M, N sia una fattorizzazione LR oppure QR — o nessuna delle
due — di A, ed utilizzarla per risolvere il sistema:

4
Az= 15
7

Assegnata A € C™ ", i problemi che affronteremo adesso sono: come
determinare una fattorizzazione LR di A e come determinare una fattoriz-

zazione QR di A.
A-1 Fattorizzazione LR — Metodo di Gauss (aritmetica esat-
ta)

La seguente procedura eg (ELIMINAZIONE DI GAUSS), che deriva dal metodo
di eliminazione di Gauss, fornisce, se termina, una fattorizzazione LR di
una assegnata matrice A € C"*™:

per k=1,...,n—1 ripeti
> se a,i? # 0 allora
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> Sik :agllz)/a,glz), i=k+1,...,n;
> lk = (0,... ,0, 5k+1,k,---,5nk)T;
> Hk :I—lkék;

> AR+ — F, A(K)
altrimenti STOP

(k)

Gli elementi s;, si chiamano moltiplicatori, gli elementi a;, si chiamano
pivot.

3.3 Osservazione
Sia k € {1,...,n — 1} tale che a,(gz) # 0. Allora:

(1) Hj e triangolare inferiore con 1 sulla diagonale;

(2) Hy ¢ invertibile e H, ' = I + Iéy;

(3) gli elementi al({u‘]flll)g, . ,agg;rl) sono nulli e dgkﬂ) = dgk), .. ,&ggJFl) =
~ (k)
a, .

3.4 Osservazione
Il procedimento termina se e solo se a,(gz) #Z0perk=1,...,n—1. In tal
caso, posto S = kal e quindi S = 57---5,_1, si ha:

(1) S=T+hér+ -+ 1lp—16n-1, e gli elementi di S al di sotto della
diagonale sono i moltiplicatori s;x;

(2) D=H,_1---H1A, con dy = a,i?.
(3) A=51---S,-1D = SD.
3.5 Osservazione

Il prossimo esempio mostra che la procedura eg pud non terminare (il
dominio della funzione eg non é 'intero insieme C"*").

3.6 Esempio

Sia:
1 1 =2
A=111 0
2 0 2

Si ha:
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A(l): ;
k=1
> pivot: agll):l#O:>321:1,331:2;
>0 =(0,1,2)7;
1 00
>H i =1-1ié = -1 1 0 ;
-2 0 1
1 1 )
>AD =10 0 —i
0o -2 0
k=2:

> pivot: ag) =0 = sToP

Pur essendo A invertibile, la procedura eg non termina.

Il teorema seguente caratterizza tutte le matrici per le quali ’elimina-
zione termina (I'insieme di definizione della funzione eg).

Sia A € C™*". Indichiamo con A[k] il minore principale di A ottenuto
dalle prime k righe e dalle prime k colonne di A.

3.7 Teorema (di terminazione: insieme di definizione di eg)

Sia A € C™*". La procedura eg termina su A (ovvero a,gz) # 0 per
k=1,...,n—1)seesolosedet A[k] #0per k=1,...,n— 1.

Dimostrazione

Si ha det A[1] = agll).

Se det A[1] = 0 la procedura si arresta; se det A[1] # 0 il passo della
procedura per k = 1 & possibile ¢ porta a: A = S;A®). Allora, essendo S;
triangolare inferiore: A[2] = S1[2]A®)[2] (aiutarsi con un disegno). Quindi
det A[2] = agll) ag).

Se det A[2] = 0 allora a;22) = 0 e la procedura si arresta; se det A[2] # 0

allora a;22) =% 0 e il passo della procedura con k = 2 ¢ possibile, etc.
In generale, se il passo k — 1 ¢ possibile, si ha

det A[k] = agll) e agz) (3.1)
Questo prova l’asserto. O

3.8 Osservazione
Sia A € C™*™,

(1) Siano S ed D una fattorizzazione LR di A. Se dgr # 0 per k =
1,...,n—1, allora S e D sono 'unica fattorizzazione LR di A.
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In particolare, se eg termina su A, le matrici S e D ottenute costitui-
scono l'unica fattorizzazione LR di A.

(Dim. Siano SM) ¢ DM una diversa fattorizzazione LR di A. Allora,
procedendo come suggerito dal metodo di Doolittle (vedere GGM pag.
60) si ottiene: (1) dgl) = dy; (2) siccome dgll) =dn #0, da dgll)sgl) =
dq1151 segue sgl) = $1; (3) siccome sgll) = 891 € dgl) =dy, da sgll)dgl) +
d;l) = 591d1 + do segue d;l) = do; etc. Dunque: S = S,D(l) =D.)

Se eg non termina su A ed A ¢ invertibile, allora A non ¢ fattorizzabile
LR (esempio: A = (eg,€1)).

(Dim. Se S,D sono una fattorizzazione LR di A, allora per k =
1,...,n—1si hadet A[k] = dy; - - - dij, e quindi, essendo A — e dunque
D — invertibile, det A[k] # 0; in tal caso, per il teorema precedente,
eg termina: assurdo.)

Se eg non termina su A ed A non e invertibile, allora o A non &
fattorizzabile LR o ammette infinite fattorizzazioni LR (ad esempio:
A = (e2,ez) non ammette fattorizzazione LR; A = 0 ne ammette
infinite).

(Dim. Si dimostra che la fattorizzazione non ¢ unica. Siano S, D una
fattorizzazione LR di A, s1,..., s, le colonne di S, cil, e ,cZn le righe
di D. Sia k € {1,...,n — 1} un indice tale che dgxr = 0 — un tale
indice esiste perché il procedimento di eliminazione non termina su
A. Per ogni 6 € R, le matrici S + Osg 16 € D — ae,mdk costitui-
scono fattorizzazioni LR di A. Infatti: (a) S + @sp11€) ¢ triangolare
inferiore con 1 sulla diagonale; (b) D — ae,mdk ¢ triangolare superio-
re; (¢) (S + Ospr165)(D — Oerpady) = SD + Osp 16D — 0Seprdy, —
928k+1ék6k+1dk = SD + Osp1dy, — 0sp11dy, = A)

Graficamente la situazione é:

€g
def. non def.
inv. 3! 7
matrice
non inv. 3! oo / ?

esistenza fattorizzazione
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Una classe di matrici per le quali eg termina ¢ quella delle matrici a pre-
dominanza diagonale forte (per righe o per colonne — vedere Esempio 0.67).

(Dim. Sia A a predominanza diagonale forte. Siccome, per k =1,...,n,
Alk] ha predominanza diagonale forte, per il Teorema di Gershgorin si ha
det A[k] #0.)

Un’altra classe di matrici per le quali eg termina e quella delle hermitiane
definite positive.

3.9 Teorema
Sia A € C™*" hermitiana. A ¢ definita positiva se e solo se det A[k] > 0
perk=1,...,n.

Dimostrazione

(=) Segue dai due asserti:

(1) Se B € €™ & hermitiana definita positiva, allora anche B[k] lo &, per
k=1,...,n. (Sia w € C*¥ non nullo. Posto v = (wy,...,w,0,...,0)T € C"
si ha: B[kJw e w = w B[k]Jw = v Bv = Bvev > 0.)

(2) Se B € C"™*" & hermitiana definita positiva, allora det B > 0 (det B =
A1+ Ay — vedere Osservazione 0.74, punto (3), nell’Appendice relativa al
Capitolo 0).

(<) Siccome det A[k] # 0 per k =1,...,n — 1, allora A ammette un’u-
nica fattorizzazione LR: S, D. Posto A = diag(dy1,...,dn,) € S1 = A7LS
(triangolare superiore con 1 sulla diagonale) si ha A = SAD; e quindi
Al = D{{ASH. Siccome A & hermitiana, si ha: D{{ASH = A. Ma D{{ e
ASH sono una fattorizzazione LR di A. Per 'unicita della fattorizzazione
si ha S = Dj. Dalla (3.1) e dall’Osservazione 3.4 punto (2), si ha che
di1 > 0,...,dp, > 0. Allora, per ogni z # 0, si ha: Azez = SASHz ez =
A(ST2) e (SHz) > 0 perché S invertibile. O

3.10 Osservazione

Sia A € C™*™ hermitiana. A ¢ definita positiva se e solo se la procedura
eg termina e dig, > O per k=1,...,n.

(Dim. Segue dal teorema precedente, dalla (3.1) e dal punto (2) dell’Os-
servazione 3.4.)

Come rilevato nell’Osservazione 3.5, la procedura eg puo non termina-
re anche se A ¢ invertibile. Questa eventualitd rende la procedura non
soddisfacente per la soluzione del problema iniziale.

La procedura egp (ELIMINAZIONE DI GAUSS CON PIVOTING) descritta di
seguito, variante della procedura eg, ha la proprieta di terminare se applicata
ad una matrice invertibile.

3.11 Esempio
Si consideri la matrice di permutazione P; = (eg, 4, €1, e3) € C**4.
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Dette aq,...,a4 le colonne di A, le colonne di AP; sono, nell’ordine,
az,ay,ay,az; dette ay, ..., a4 le righe di A, le righe di PJ" A sono, nell’ordine,
az, ay,ai, as.

3.12 Problema

Determinare la matrice P € C*** tale che, dette a1,..., a4 le righe di
A € C**4, le righe di PA risultano, nell’ordine, Gy, a2, a1, 3. A

dati: A;
per k=1,...,n—1 ripeti

(k) _

> seay,; =0allora
se J¢ > k tale che agllz) # 0 allora
P, di permutazione, che scambia la riga k con la %
altrimenti STOP
altrimenti P, =1
>T® = p AR (le ultime due operazioni costituiscono il “pivoting”)
. prosegui come nell’eliminazione senza pivoting,

operando su T®*) . ..
> Al+1) =, 7()

3.13 Osservazione
Se il procedimento termina si ha:

(1) D=H, 1Py 1 H P A con dy = a\);
(2) S ¢ triangolare inferiore con 1 sulla diagonale;*
(3) le matrici S ed D costituiscono una fattorizzazione LR di PA.

3.14 Osservazione
Anche al procedura egp pud non terminare.

*Infatti, per j > k si ha: H_'P] = (I + ép)P] = P} + l(éxP)) = P] +
e = PJ(I + (Pily)ér) = PJ(I + lxéx) = P Si; quindi PIH; ' Pj_H ' =
Pl Pl 82 g gt Infine: S = T+ 1" e 4+ 410800 + o160
=I+P,1---Pliéi+-- -+ Po_1lp—26n_2+1n—16,—1 che risulta triangolare inferiore con
1 sulla diagonale.
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3.15 Esempio

Sia
0 01
A=1]1 11
111
Applicando la procedura con pivoting si ha:
AWM =
k=1:

>afy =0,a%) #0= P = (], ¢, eD)T;

>TW = p AW,

> pivot: tgll) =1#0=1y=0,l5 =1
1 1 1

>A@ =10 0 1
0 0O

k=2:
> ag) =0,Yi> 2,ag) = (0 = STOP

La procedura egp non termina, ma A non & invertibile.

Il teorema seguente caratterizza tutte le matrici per le quali ’elimina-
zione con pivoting termina (I'insieme di definizione della procedura egp).

3.16 Teorema (di terminazione della procedura egp)
Sia A = (ai,...,a,) € C"*". La procedura egp termina su A se e solo
se le colonne ay,...,a,_1 sono linearmente indipendenti.

Dimostrazione

Si ricordi che: se M € C™*" ¢ invertibile e vq,...,v,, € C™ sono linear-
mente indipendenti, allora anche Mwvq, ..., Muv,, sono linearmente indipen-
denti (vedere [L], pag. 90).

(=) Se leliminazione con pivoting termina, si hanno P, S ed D tali

che PA = SD e dy,...,d,_1 linearmente indipendenti. Allora, essendo

S invertibile, Paq,...,Pa,_1 sono linearmente indipendenti. Anche P ¢
invertibile, quindi a; = PT(Pay),...,an_1 = PT(Pa,_1) sono linearmente
indipendenti.

(<) Se al passo k € {1,...,n — 1} la procedura egp si arresta, si ha:
A®) = M, 1A con a,(glz) = 0, agk) = Mk,lal,...,algk) = Mj_qa; linear-
mente dipendenti e Mj_q invertibile. Allora aq,...,a; sono linearmente
dipendenti. O

3.17 Osservazione
Un procedimento per determinare la soluzione del sistema Az = b ¢ il
seguente:
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(1) (P7 S, D) = egp(A)
(2) ¢ = sa(S, Pb)
(3) z* =si(D,c)

I sistemi da risolvere nei passi (2) e (3) sono semplici.
Il procedimento ¢ soddisfacente nel senso che se A ¢ invertibile trova la
soluzione, altrimenti si arresta.

A-2 Fattorizzazione QR (aritmetica esatta)

Un metodo per calcolare una fattorizzazione QR di una matrice A si ottiene
applicando il procedimento di ortonormalizzazione di Gram—Schmidt alle
colonne di A, come suggerito dal seguente esempio.

3.18 Esempio

Sia A = (ay,az,a3) € C**3, e supponiamo (per semplicita) linearmente
indipendenti le colonne di A. Il procedimento di ortonormalizzazione di
Gram—Schmidt fornisce

wi=a , wy=ay—dywi , w3=az— d3w; — d3ws
con ans & W as & W as @ W
2 ® W1 3 e Wi 30 W
d21 - 2 ) d31 = 2 ’ d32 = 2
[Jwi]] |w1]| [|wa||
OVVero
a =w; , a2 =w2+duwi , a3=w3+d3ziwi+ d3ws

che si riscrivono

1 do1 da
(a1,a2,a3) = (wi,wo,w3) | 0 1  ds3
0 O 1

La fattorizzazione di A cosi ottenuta non ¢ quella richiesta perché le
colonne wi,ws,ws sono ortogonali ma non di norma unitaria. Per ottenere
quanto si vuole si pone N = diag(||w1]l, ||w2]|, ||ws||) e

1 dy d3
U= (wl, w2, W3)N_1 s T=N 0 1 d32
0 0 1

Sussiste il seguente teorema (del quale 'Esempio precedente suggerisce
una dimostrazione nel caso di matrice invertibile):
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3.19 Teorema (fattorizzazione QR, esistenza)
Sia A € C™"*™. Esiste una fattorizzazione QR di A.

Siano A € C™"*™ e b € C". Detta qr una procedura che determina una
fattorizzazione QR di di A, il procedimento seguente puo essere utilizzato
per risolvere il sistema Az = b:

(1) (U,T) = qr(A)
(2) c=UTb
(3) z* =si(T,c)
Anche questo procedimento ¢ soddisfacente.

A-3 Condizionamento

3.20 Esempio
Si vogliono determinare le tensioni di nodo nel circuito di Figura 19.

SIS

'@ Sn S Qo

©

Figura 19.

Posto G; = 1/Ry,... le equazioni da risolvere (legge di Kirchhoff delle
correnti) sono:

Gi1+G12  —Gia ]|:V1:|:[J1:| (3.2)
—G12 G2+ Gr2 Va J2 .

con Vj, tensione del nodo k rispetto al nodo 0 (di riferimento).

Siano G; = G2 = 10728, G12 =10 S; J; = —1 A, J, = 1 A. Riscrivendo
GV = Jilsistema (3.2), la matrice G risulta a predominanza diagonale forte,
dunque invertibile, e si ha:

1 -1
Y= %0001 [ 1 ]
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Se il vettore delle correnti J viene “perturbato” in J + d.J con
1
0J =€ [ 1 } (e > 0 assegnato)
la soluzione diviene V' + 6V con

5V:1006|:1:|

Una perturbazione di “misura” e (ad esempio: |[6.J||oc = €) genera una
variazione della soluzione di “misura” 100¢ (ad esempio [|0V||oc = 100€).

Siano N,, una norma in R"™, N,, una norma in R™, Q C R™",z,y € Q e

f:Q - R™

3.21 Definizione (errore trasmesso dai dati)
Si chiama errore trasmesso dai dati (nel calcolo del valore di f in x):

3.22 Definizione (errore sui dati)
Si chiama errore sui dati:

(1) 6 = Nyp(y — x) (errore assoluto)

(2) €x = Np(y — x)/Nyp(z) (errore relativo, x # 0)

3.23 Osservazione

Siano A € C™ "™ invertibile, b € C". Per valutare il condizionamento
del problema del calcolo della soluzione del sistema lineare Az = b, occorre
considerare I'errore trasmesso dai dati per la funzione

f:C™" x C" — C" definitada f:A,b— A"l
cio¢ (supponendo A + JA invertibile, b # 0):

o If(A+ 34,0 +b) — f(A D)
I 1£(A,0)]]

in cui dA, db sono la perturbazione sui dati del problema.

Vediamo due casi particolari (per il caso generale, vedere GLV pag. 204).

| Primo caso: 6A = 0. |
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Si ha:
[JA=Y(b+0b) — A~tb||  ||A~16D)|
€4 = — - —
1A="8| 1A= 10]]
. b
e, definito €, = Lobl] :
[[o]]
B (] 1 2
d

= €y
1A= 0] [[60]]

Dalle proprieta della norma di un operatore lineare esposte nell’Osservazio-
ne 0.22 segue che

|| A" abl| 1 [1ol]
— =||A
Si ha allora
max{j—d,wo,ab#o}=||A||||A—1|| (33)
Definito u(A) = ||Al|||AY| numero di condizionamento di A si ottiene:
[|0]]
ea < ()20
10]]

Si osservi che la stima ¢ ottima nel senso che vale la (3.3).

| Secondo caso: b= 0. |

Posto f(A+ dA,b) = 2 (cioé % tale che (A4 0A)z =b) e f(A,b) = z* si
ha:

AZ—2")=b—0A2—b=2—2"=—-A"15A%

Allora: . . .
|2 == _ |[A76AZ]|

[EIE]

. JA||
e, definito €, = ||— :
|All
12— =" _ [lA7T0A )] Al
12l 121l [16A]
Definito A = {JA € C"| A+ JA non singolare e JA # 0}, e tenuto
conto che b= (A + 0A)Z con A+ JA non singolare, si ha

max{l”z_z ||,5A€A,b7é0}:

e |2l

IA™SAZ]] A 54 e n }
= - ,0A € A, 0=
max{ T 164 e

_ A~ 16AZ] [|A]
—max{max{ il ||5A||’Z7é0 ,0A €A
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Inoltre:
|A~1oAZ]] [14]] } 16 HAIL
max = 2#0 [AT20A[| =
{ 2l lloAll [l5A]
) Jlall
max {47041 T2 54 € A} = LA~ 114]
{ oA
— infatti, per ’Osservazione 0.25, si ha
[IA]l 1
|AT1A| e < (AT A
[[5A]]
e, per « sufficientemente piccolo ¢
aled o |Aa) {5 = a4
Si ha dunque:
1
max{e HZII |T il 5A6Ab7é0}_HAHHA 1] (3.4)

e si ottiene la stima (ottima nel senso che vale (3.4))

3.24 Esempio (continua)
Nel caso dell’esempio precedente si ha:

|Glloo = 200.01, |G Hloo =100 =  poo(G) = 20°001;

1
lloe =1, [67lle =€ [Vlloo = 55557+ [I6VIleo = 100€

e allora:

11070 10V oo
= 20°001¢; = 20°001¢
[/l V][00

Siccome il numero di condizionamento € > 1, la perturbazione sui dati
puo dar luogo ad un errore trasmesso molto piu grande. Per il dato e per la
perturbazione in esame (J = (—1,1)7,8J = ¢(1,1)T) questo accade.

Se assumiamo
1 0
J—[l} , 5J—e[2}

100 — 200 01 ]
100 + 200 01

o (G)

si ottiene:

o] e
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In questo caso, pur essendo ancora pi.(G) > 1, risulta

1167 loo 16V loo
:26 s ~ €
[1/]loo [V ]loo

Si puo dimostrare che per ogni dJ con ||0J||cc = 7 si ha [[0V]|]|co/]|V o < 7,
e quindi che per il dato considerato (J = (1,1)T) 'errore trasmesso &, per
ogni perturbazione, dell’ordine dell’errore sui dati.

Allora: un numero di condizionamento elevato significa che per qualche
dato esiste una perturbazione che genera un errore trasmesso molto piu
grande dell’errore sui dati; non significa, invece, che per ogni dato si possa
trovare una perturbazione con tale proprieta.

3.25 Osservazione
Sia A € C™**™. Si ha:

(1) u(A) =1
(2) dal Teorema 0.27 segue che

pu(A) = p(A)p(A™)
(3) dall’Osservazione 0.22 si ottiene

maXH,UH:l HAUH

N mimeH:1 [|Aw||

3.26 Problema

Sia A € C™*™ hermitiana invertibile e o(A) = {A1,..., A, }. Dimostrare
e (Dl Pl
max{ [A1],..., [\, 1
A) = — = p(A4) p(A
pa(4) = T e () (A7)
A

A-4 Propagazione dell’errore algoritmico (stabilita)

L’eliminazione di Gauss e la risoluzione all’indietro sono sequenze di opera-
zioni aritmetiche (ed eventualmente di scambi di righe). Algoritmi per ap-
prossimare la soluzione di un sistema di equazioni lineari si possono ottenere
sostituendo alle operazioni aritmetiche le corrispondenti pseudo—operazioni
e specificandone 'ordine.

Per studiare la propagazione dell’errore algoritmico, dovremmo operare
come nell’Esempio 1.33. Nel caso degli algoritmi per la soluzione dei sistemi
lineari, tale studio non risulta semplice e, percio, non sara affrontato. Ci
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limitiamo a giustificare, con un esempio, l'introduzione delle tecniche di
pivoting.

3.27 Esempio
Siano
-3
A [ 10 1

2
1 2},be]R

Si ha

1000 500
-1 499 499
A7 = 500 _ L
499 998
. . .. 1500
ed il numero di condizionamento fioo(A) vale 3 55 ~ 9.
Utilizzando il procedimento di ELIMINAZIONE si ottiene

1073 1
R—[ 0 —998] , C=...

Si ha, inoltre: o(R) = {1073,-998} e quindi (punto (2) dell’Osservazio-
ne 3.25) poo(R) > 998 10°.

Il procedimento di eliminazione di Gauss (senza pivoting: non & necessa-
rio alcuno scambio) ha generato un sistema equivalente a quello originario,
ma la matrice del nuovo sistema ha un numero di condizionamento molto
pit elevato di quella iniziale.

Supponiamo adesso che per approssimare la soluzione del sistema si uti-
lizzi un algoritmo che procede in due fasi: prima determina un’approssima-
zione di R e ¢, poi opera una risoluzione all’indietro del sistema trovato.

Ricordando il meccanismo di propagazione dell’errore algoritmico (Os-
servazione 1.34) si nota che l’elevato numero di condizionamento di R, puo
dar luogo ad una forte amplificazione dell’errore causato dall’algoritmo di eli-
minazione. Il procedimento di eliminazione di Gauss genera quindi algoritmi
che possono essere instabili.

Per arginare il problema, si usa la tecnica del pivoting parziale (vedere
[GGM] pagina 56.)

L’eliminazione con pivoting parziale produce

1 2
R/: |: 998 :|
0 1500

con poo(R') =3 % ~ 9, senza un apprezzabile deterioramento del numero
di condizionamento rispetto alla matrice iniziale e, quindi, senza pericolo
di forte amplificazione dell’errore causato dall’algoritmo di eliminazione con

pivoting.
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A-5 Costo degli algoritmi

Il costo (“aritmetico”) di un algoritmo ¢ misurato dal numero di pseudo-
operazioni elementari necessario per portare a termine il calcolo.

3.28 Esempio
Si consideri I'algoritmo ¢ : M™ x M™ — M, utilizzato per approssimare
il prodotto scalare canonico di due vettori di R", definito daf

$1(a,b) = (a1 @b1) B -+ D (a, R by)
Il costo di ¢ risulta
nP+(n—-1)8

intendendo con questa scrittura che per calcolare ¢;(a,b) sono necessari n
pseudo—prodotti (P) ed n — 1 pseudo—somme (S).

Si consideri algoritmo ¢o : M™*™ x M™ — M™, utilizzato per appros-
simare il prodotto di una matrice per una colonna, definito, indicando con
ai,...,ay le righe della matrice A, da

. X T
62(4,0) = (61(a1,0), . 61 (an, b))
Il costo di ¢o risulta n - costo di ¢, cioe
n?P+4n(n—1)S

Se si applica I’algoritmo ¢9 ad una matrice triangolare superiore, tenuto
conto che per ogni £ € M siha{®0=0e D0 = ¢, e che queste operazioni
hanno “costo zero,” il costo scende a

n

n—1
, o nn+1) n(n —1)
ZélzP—l—igle— 5 P+ 5 S

Si consideri l'algoritmo ¢z : M™*™ x M™ — M™, utilizzato per approssi-
mare la soluzione di un sistema di equazioni lineari con matrice triangolare
superiore, con il procedimento di risoluzione all’indietro. Per T € M"™*"
triangolare superiore e b € M™, gli elementi del vettore £ = ¢3(7',b) sono

definiti da
=100 (Liiy1 ®&iv1) © - © (tin ®&n)] Ot

n—i

peri=mn,n—1,...,1. Il costo per il calcolo di &; &: 1D+ (n—1i)P+(n—1)S,
e il costo complessivo di ¢3 risulta

D+nZ:1‘P+nZ:1‘S pyn=bp nn=1g
n 2 109 =N
=1 =1 2 2

TNegli algoritmi di questo Esempio, dovremmo specificare meglio I'ordine delle pseudo—
operazioni, ma per determinare il costo non & necessario farlo.
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Sia ¢gq : M™™ — M™*™ x M™ ™ un algoritmo che calcola una approssi-
mazione della fattorizzazione LR di una matrice, utilizzando il procedimento
di eliminazione di Gauss.

Il costo di ¢4 risulta

n?—n 2n3 —3n? +n

—D+ . (P +5S)

3.29 Osservazione

Un algoritmo per il calcolo dell’approssimazione della soluzione di un
sistema di equazioni lineari si ottiene utilizzando gli algoritmi ¢3 e ¢4 come
indicato nella Figura 20.

A b

Lo | [ & =
| % ¢

LR

Figura 20. Algoritmo che calcola un’approssimazione della soluzione del sistema Az = b.

Considerando soltanto i termini dominanti nell’espressione del costo dei
singoli algoritmi, per il termine dominante nel costo dell’algoritmo comples-

sivo si ottiene
2 3

n n
—D + —
2 3
Se si utilizza, invece, un algoritmo di soluzione basato sul metodo di

Cramer, il termine dominante nel costo sale a: n(n + 1)!

(P+9)

B-1 Metodi iterativi

I metodi di Gauss (con o senza pivoting) sono metodi “diretti” di risoluzione
di un sistema di equazioni lineari. In un metodo diretto, con un numero finito
di operazioni elementari (in aritmetica esatta) si determina la soluzione del
problema.

Una classe alternativa di metodi per 'approssimazione della soluzione di
un sistema di equazioni lineari e quella dei metodi iterativi lineart.

In un metodo iterativo, con un numero finito di operazioni elementari
(in aritmetica esatta) si determina [’elemento k-esimo di una successione
che converge alla soluzione del problema.
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Idea del metodo:

determinare H € C"*", ¢ € C™ e un vettore iniziale z(0) € C™ tali che la
successione definita da z(k+1) = Hz(k)+¢, k= 0,1,... risulti convergente
a z*.

Un metodo iterativo lineare ¢ definito da una matrice H e da un vettore
c. La matrice H si dice matrice di iterazione del metodo.

La successione generata dal metodo iterativo lineare definito da H e
¢ a partire da z(0) € C" ¢ la successione z(0),2(1) = Hz(0) + ¢,2(2) =
Hz(1)+c¢= H?2(0)+ He+c,....

3.30 Osservazione
Siano H € C"*",c€ C" e

Zoo(H, ) = {v € C" tali che v = Hv + ¢}

I'insieme dei punti uniti della funzione (continua) z — Hz + c¢. Questo
insieme e interessante perché

se la successione z(k) generata dal metodo definito da H e ¢ a
partire da z(0) ¢ convergente, allora

lim z(k) € Zoo(H, )

k—o0

Si osservi che Zoo(H, ¢) ¢ I'insieme delle soluzioni del sistema (I —H)v =
c. Allora:

(1) se Zoo(H, ) non ¢ vuoto, si ha
Zoo(H,c) =w+ ker(I — H)
per qualche w € C"

(2) Zoo(H,c) ha un solo elemento se e solo se ker(I — H) = {0}, ovvero
se e solo se 1 & o(H).

3.31 Definizione (metodo consistente)
Il metodo iterativo definito da H e ¢ & consistente con il sistema Az = b
se

Zoo(H,c) ={z€C": Az =10} (3.5)

La definizione significa che se una successione generata dal metodo e
convergente, il limite ¢ una soluzione del sistema, e che ciascuna soluzione
del sistema ¢ limite di qualche successione convergente generata dal metodo.
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3.32 Osservazione

Sia H € C™*". Indichiamo con C(H) il sottospazio di C" dei vettori
a partire dai quali la successione generata dal metodo definito da H e dal
vettore nullo 0 € C™ risulta convergente.

Siano, inoltre, ¢ € C™ e H tale che Z(H, ¢) ha un solo elemento (vedere
il punto (2) dell’Osservazione 3.30). Detto z, I'unico elemento di Z(H, ¢),
si ha

I'insieme dei vettori di C™ a partire dai quali la successione
generata dal metodo definito da H e ¢ risulta convergente &

% + C(H).

Infatti: la successione z(k) generata dal metodo definito da H e ¢ a partire
da z(0) converge (a z,) se e solo se la successione e(k) = z(k) — z. converge
(a 0) e quindi, siccome e(k) ¢ la successione generata dal metodo definito da
H e dal vettore nullo a partire da z(0) — 2, se e solo se 2(0) — z, € C(H).

3.33 Definizione (metodo convergente)
Il metodo iterativo definito da H e c¢ si dice convergente se

(1) Zoo(H,c) ha un solo elemento
(2) C(H) =C"

ossia se per ogni z(0) € C™ la successione generata dal metodo a partire da
z(0) & convergente, ed il limite non dipende da z(0).

Si osservi che, per quanto detto al punto (2) dell’Osservazione 3.30, la
convergenza del metodo dipende solo da H.

Le condizioni (1) e (2) della Definizione 3.33 sono indipendenti.

3.34 Esempio
Si consideri il metodo iterativo definito da

=] e lol

Tutte le successioni generate dal metodo iterativo lineare definito da H e ¢
sono convergenti (si ha infatti C(H) = C™), ma il metodo non ¢ convergente:
Zoo(H,c) non ha un solo elemento.

Se il metodo definito da H e ¢ non é convergente, allora o 2 (H,c)
non ha un solo elemento (dunque ¢ vuoto oppure ha infiniti elementi) o
dimC(H) < n.

Se si verifica la prima eventualita, il metodo e certamente non consistente
con il sistema Az = b (si ricordi che A ¢ invertibile); se Zo(H, ¢) ha un solo
elemento ma dim C(H) < n, si vedra che risulta praticamente impossibile
individuare un vettore z(0) € C" a partire dal quale la successione generata
dal metodo risulti convergente (vedere Esempio 3.36).
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3.35 Teorema (di convergenza)
Il metodo definito da H e ¢ & convergente se e solo se p(H) < 1.

Dimostrazione

(<, caso particolare) Sia p(H) < 1. Allora I — H & invertibile (infatti
0 & o(I — H)) e quindi l'insieme Z(H, ¢) ha un solo elemento. Inoltre, in
tal caso (si veda il punto (2) dell’Osservazione 3.30) si ha 2o (H,0) = {0 }.

Per dimostrare che C(H) = C", occorre dimostrare che per ogni e(0) €
C", posto e(k) = H e(k — 1), si ha limg_,, e(k) = 0.

Supponiamo H diagonalizzabile. Siano Ai, ..., A, gli autovettori di H e
v € V(A1),...,v, € V(A,) una base di C™. Posto e(0) = ag v1+ -+ + a, vy
si ha:

e(k) =ai Xevp + -+ o N w, (3.6)

Per l'ipotesi, ciascuna delle successioni di (3.6) converge a 0 e quindi ...

(=) Sia il metodo convergente. In tal caso (si veda il punto (2) dell’Os-
servazione 3.30) si ha Z.(H,0) = {0}. Allora per ogni e(0) € C", si ha
limg_, o e(k) = 0.

Sia A; un autovalore di H e v; un autovettore relativo a A;. Posto e(0) =
vj si ha e(k) = )\é‘? v;. L’asserto si ottiene considerando che limy_, )\f v; =0
se e solo se |\;| < 1. O

Il Teorema precedente evidenzia che il vettore ¢ non influenza la con-

vergenza del metodo definito da H e c¢. Questo giustifica I'uso di chiamare
convergente una matrice H qualora p(H) < 1.

3.36 Esempio
Si consideri il metodo iterativo definito da

o[ 2] e[

Determinare 'insieme dei vettori a partire dai quali la successione generata
dal metodo & convergente.

Soluzione
Siha o(H)={1/2,—1} e quindi:

(a) p(H) =1, dunque il metodo risulta non convergente;

(b) I — H ¢ invertibile, dunque Z(H,c) ha un solo elemento che risulta
ze=(2,1)7;

(¢) la matrice di iterazione H ha autovalori distinti, dunque esiste una
base vy, vs di C? sostituita da autovettori di H; una delle possibili
scelte e

v = H]ev@) - [_g}eV(—l)
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Posto e(0) = ay v1 + az vy si ha

e(k) =a; 2% v1 + as (—1)k V9
e quindi C(H) =V (3).
Infine, 'insieme dei vettori a partire dai quali la successione generata dal
metodo risulta convergente & z, + V(3).
Si osservi che, come accade in generale, per determinare quest’ultimo
insieme & necessario avere informazioni su H onerose da ottenere.

3.37 Osservazione
Perché il metodo definito da H e c sia utilizzabile per approssimare la
soluzione del sistema Az = b, occorre dunque che:

(1) il metodo sia consistente con il sistema;

(2) la matrice H sia convergente.

La convergenza della matrice di iterazione, per un metodo consistente,
garantisce che per ogni vettore iniziale z(0) la successione degli errori e(k)
converge al vettore nullo, ossia che lim N(e(k)) = 0 per qualsiasi norma N.
Non & detto, invece, che la successione N (e(k)) risulti monotona.

3.38 Esempio
Si consideri la successione generata dal metodo definito da

[43] -]

a partire dal vettore e(0) = (2,1)T.

Poiché o(H) = {—%,% , il metodo risulta convergente e, poiché la ma-
trice di iterazione ha autovalori distinti, esiste una base vy, v di C? sostituita
da autovettori; una delle possibili scelte e

w=|g]eved o w=|1|eve)

Essendo e(0) = v; + v si ha:
(k) = (—3FF o1 + (1) vn
La successione ||e(k)||, risulta convergente a 0 ma non monotona.

3.39 Problema
Sia N una norma in C", H € C"*" tale che ||H||y < 1 e c € C". Provare
che il metodo definito da H e ¢ & convergente. A
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3.40 Osservazione

Siano H € C"*", ¢ € C" e N una norma in C" per cui risulti ||H||y =
g < 1. Detti z, l'unico elemento di Z(H,c), z(k) la successione generata
dal metodo definito da H e ¢ a partire da z(0) e posto e(k) = z(k) — 2, si
ha:

(1) poiché N(e(k)) < gN(e(k — 1)), la successione N(e(k)), se non nulla,
risulta monotona

(2) vale la stima

qk

1-¢q
infatti: N(e(k)) < ¢* N(e(0)) e inoltre e(0) = 2(0) — z(1) + e(1) =
2(0) — z(1) + H €(0).

Ne(k)) <

N(z(1) - 2(0)

3.41 Osservazione
Siano N una norma in C" ¢ H € C™*". Se per qualche intero positivo k
si ha ||H¥||y < 1, allora p(H) < 1.

(Dim. o(H) = {\1,..., A\n} = o(H¥) = {0}, ..., AE} e quindi p(H¥) =
(p(H))*. Ma p(H*) < ||H*||y < 1, allora ...)

3.42 Esempio
Sia:

H:[1/010 (2)]

Siha: o(H) = {1/v5,-1/V5}, [[H|lw =2, [|H?|| =1/5.

B-2 Metodo di Jacobi

Si consideri il sistema Az = b con A € C™*"™ invertibile e tale che ax; # 0 per
k=1,...,n. Posto D = diag(aj1,...,ann), il metodo di Jacobi & il metodo
iterativo lineare definito da Hy = D' (D — A)=1—- D 'Aecy; = D7 'b.

3.43 Osservazione
Il metodo di Jacobi & consistente con il sistema Az = b. Infatti i sistemi
Az =be (I — Hj)z = ¢y sono equivalenti.

3.44 Teorema

La matrice A ¢ a predominanza diagonale forte per righe se e solo se
1Hyll < 1.

In particolare, se A & a predominanza diagonale forte per righe il metodo
di Jacobi e convergente.
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Dimostrazione
Poiché Hj; = I — D' A, il primo asserto ¢ il punto (r) del Teorema 0.69.
Il secondo asserto e¢ conseguenza del Problema 3.39. O

3.45 Esempio
Sia
e (D3>< 3

0
A= 2
2

SO =

2
1
0
Si determinino Hjy,o(Hy), p(H) e si discuta la velocita di convergenza del
metodo di Jacobi.

Soluzione
Si ha
0 0 -1/2
Hy=1|-1/2 0 0 | e
0 -1/2 0
Il polinomio caratteristico &: P(A\) = —A3 — 1/8, percio
11 V31 V3 1
gyt 1 v3 1l .v3 -2

Per la velocita di convergenza, essendo H; diagonalizzabile (ha autova-
lori distinti) si ha:
[1e® loc

1O = HeelS) (UH))" (3.7)

Nloo
Allora la quantita ||e®)||o/[|e(?)||s tende a 0, per k — oo, almeno rapi-
damente quanto (p(Hjz))*. Quindi, pitt piccolo & p(Hj;) pitl rapidamente
1e® |00 /]1e?|| o tende a 0, nel caso peggiore.

3.46 Osservazione
Sia A a predominanza diagonale forte per colonne. Si ha:

(1) Hy e convergente;
(2) non e detto che ||H;||; < 1 oppure ||H ||, < 1 oppure ||H || < 1.

Infatti: (1) Poiché A & a predominanza diagonale forte per colonne, AT &
a predominanza diagonale forte per righe e quindi, posto Hy=1- D71AT,
per il Teorema 3.44 si ha p(Hj) < 1. Inoltre H; e H," sono simili (si ha:
H;D~' = D~'H,T). Quindi anche p(H,) < 1.

(2) Si consideri, ad esempio, la matrice

A:[5 2]602X2
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3.47 Osservazione
Sia B = AD7!. Se A ¢ a predominanza diagonale forte per colonne,
allora

(1) la matrice B ¢ a predominanza diagonale forte per colonne;

(2) dette z, la soluzione del sistema Az = b e z, la soluzione del sistema
Bz = b, si ha: z, = D_lx*;

(3) diag(b11,...,bnn) = I;

(4) la matrice di iterazione del metodo di Jacobi applicato al sistema Bx =
b e I — B e, per la definizione di predominanza diagonale forte per
colonne (vedere il punto (c) del Teorema 0.69), si ha ||I — B||; < 1.

3.48 Esempio (costruzione alternativa)

Sia
2 0 1
A=|1 2 0| eq®3
0 2 4

Posto A =T — S con T triangolare superiore e S strettamente triangolare
inferiore,} si consideri un metodo iterativo lineare di matrice di iterazione
H=T"159.

(1) Determinare Zoo(H,c); (2) decidere se il metodo & convergente ed
eventualmente confrontare la rapidita di convergenza con quella del metodo
di Jacobi.

Soluzione

(1) La funzione z — Hz + ¢ ha come (unico) punto unito la soluzione
del sistema Az = b se ¢ = T1'b. Infatti: 2 = TSz 4 ¢ & equivalente a
T(I—-T71S)2 =Tce quindi ...

(2) Si ha:
0 1/4 10
H=T7'S=|-1/2 0 |0
0 —1/2]0

da cui: o(H) = {0,i/2Vv/2,—i/2v/2} e p(H) = 1/2/2. 1l metodo risulta
dunque convergente e, nel caso peggiore, tenuto conto della (3.7), converge
piu rapidamente del metodo di Jacobi.

#Una matrice strettamente triangolare inferiore & una matrice triangolare inferiore con
tutti gli elementi sulla diagonale principale uguali a 0.
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3.49 Osservazione

In pratica 'elemento z(**1) in metodi come quello dell’Esempio prece-
dente, viene calcolato ad ogni passo risolvendo il sistema Tz(++1) = §2(*) 4-p,
cioé senza calcolare 771,

3.50 Problema

Per n > 2 sianou = (1,...,1)T ¢ R" e
| nl wu nxn
A_[UT 1]€R

(1) Calcolare det A (A risulta definita positiva per qualche valore di n 7)

(2) Calcolare la soluzione del sistema Az = b con

— u n
b= [ 9 ] eR
(3) Calcolare H; e decidere per quali valori di n il metodo di Jacobi e
convergente.
Soluzione

(1) La matrice A ammette la fattorizzazione LR a blocchi:

I 0 nl wu
a=[r VI 1]

n

quindi det A = n"~2 ed essendo det A[k] > 0 per k = 1,...,n la matrice A
risulta definita positiva per tutti i valori di n.
(2) Risolvendo i sistemi Ly = b e Rx = y si ottiene

o u = —U
Y=li+i ] 0 T 14w

0 —iy
mo=l i

Il polinomio caratteristico e

(3) Si ha

e quindi

a(Hy) = {(L,_Q \/n;j_\/n;l}

n—2

ed il metodo risulta convergente per tutti i valori di n.
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B-3 Costo

Il costo del calcolo dell’elemento z(*) della successione (a partire da z(0)) &
dato da

k - (costo di un passo)

Il costo di un passo & quello del procedimento che, dato z*), consente di
calcolare z(#t1). Normalmente quest’ultimo procedimento ¢ la soluzione di
un sistema lineare.

3.51 Esempio
Si consideri il metodo di Jacobi. Ad ogni passo si risolve il sistema

DD = prR) 4 p

ed il termine dominante del costo & n? P + n?S.
Si consideri il metodo alternativo proposto nell’Esempio 3.48. Ad ogni
passo si risolve il sistema

T2+ = 520 g

con T triangolare superiore e S strettamente triangolare inferiore. Tenendo
conto della struttura delle matrici, il termine dominante del costo risulta
ancora n’P +n?S.

In entrambi i casi esaminati, se il numero di passi necessario per otte-
nere ’approssimazione richiesta & < Z, il costo del metodo iterativo risulta
inferiore al costo del metodo di Gauss.

B-4 Criteri d’arresto

Sia z(®) la successione generata dal metodo iterativo definito da H e ¢ a
partire da z(©) (con aritmetica esatta), e sia f(k) la successione generata
dallalgoritmo che realizza il metodo a partire da & : £© = &; ¢*+D) =
D(EP)) = HEW) 4 ¢ 4 54D,

Un criterio di arresto molto usato &:
l€®) — =D <

e > 0 dato. Si ha infatti, supponendo il metodo convergente e detto z, il
punto unito:

g _gh=1) — get=1) 4 o4 5(k) _ ¢(b=1) — (H — ])5(/’6—1) +(I—H)z + 5(F)
da cui

1€EY =zl < 11 = H)7H] (1€™ = *=D] + [160]))
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Si osservi che, per la presenza del termine 6), per ¢ — 0 non necessaria-
mente si ha £#=1) — 2z, — 0.

3.52 Osservazione
Nel caso in cui sia ||H|| = ¢ < 1, poiché

I=(I-H)(I-H)"=-H"~HI-H)

e quindi
(I-H)'=I1+H(I-H)!
si ha
I = =)~ < [I|[ + [ HI|HI(T = H)~]
da cui 1
I = H) ) < —
q

Sostituendo si ottiene

XD+ [16®]

(k) _
-1y _ < L€

Si confronti questo risultato con quanto ricavato nel Paragrafo F, Capi-
tolo 2.

3.53 Problema
Sia ¢ # 0. Provare che

et — 5

[[24]]

[1€%) — D] + (180

< u(l — H) el]

A

Un diverso criterio di arresto € basato sulla considerazione seguente. Sia
v € C™ Posto r = Av — b, si ha

- [lv = 2] Il
o=zl < [JA7HI[Ir]] e WSM(A)W (3.8)

Posto r#) = A¢(®) — b, il criterio d’arresto @
™| < e
€ > 0 dato. Si osservi che
(a) questo secondo criterio di arresto risulta pit costoso del precedente;

(b) le stime (3.8) sono utilizzabili per valutare la bonta della “soluzione
approssimata” v indipendentemente dal metodo utilizzato per ottener-
la.



Appendice: matrici a blocchi

Per n intero positivo si indicano con eq,...,e, gli elementi della base ca-
nonica di €™, con I,, (con I se non vi & pericolo di confusione) la matrice
(e1,...,en) € €™ con J, (con J se ...) la matrice (en,...,e1) € C™*7,
con u la colonna (1,...,1)T € C" e con U la matrice uu' € C"*". Per n,m
interi positivi si indica con 0%y, (con 0 se ...) la matrice nulla in C™*™.

C-1 Definizione e prime proprieta

3.54 Definizione (vettori e matrici a blocchi)

Siano nq,...,n, interi positivi, e n = nq + - - - + ny.

Sia V(ni,...,n) Uinsieme delle colonne v con k elementi v; tali che
v; € C™, e per ogni a,b € V(ny,...,n) e ogni a € C definiamo a +b e aa
come gli elementi di V(nq,...,n) tali che

(a+b)i=ai+b e (xa);=aaq

La struttura che si ottiene & uno spazio vettoriale su C — una copia di
cr.

Sia M(nq,...,nx) 'insieme delle matrici M di ordine k x k ad elementi
m;; tali che m;; € C"*" e per ogni A,B € M(ni,...,ny) e ogni a € C
definiamo A + B, AB e a A come gli elementi di M(n1,...,nk) tali che

k
(A+B)yj =aij+bi , (AB)y =) auby e (aA)y=aa
=1

La struttura che si ottiene & un’algebra non commutativa su C — una
copia di C™*".

Chiameremo vettori a blocchi gli elementi di V(ny,...,ng) e matrici a
blocchi gli elementi di M € M(ny,...,n). Chiameremo blocchi gli elementi
di un vettore a blocchi o di una matrice a blocchi.

3.55 Esempio
Siano n; = 2,n9 = 1. In V(2,1) si ha, ad esempio:

S 1 O ) e

—1

95
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e quindi
7 51
a—{—b:[zligl}: 0 , 5a:[221}: 5
2T 21 2 10

Si osservi che a e b sono gli elementi di V(2, 1) che si ottengono dai vettori

i 0
ad=11 e V| -1
2 —i
di C? partizionandone gli elementi secondo lo schema di V(2,1) — e cioe

come indicato in (3.9) — e che a + b e 5a sono gli elementi di V(2,1) che si
ottengono partizionando a’ + b e 5d’.

Questo spiega in che senso V(2,1) & una copia di C3.

Analogamente, in M(2,1) si ha:

1 200 b b 2 = 0
A:[““ ‘“2}: 1 1[0 ,B:[H 12]: 3 1] 5
as a2 T 115 bo1 b2 T 511
e quindi
A+B=... ., AB=... ., TA=..

Si osservi infine che A e B sono gli elementi di M(2, 1) che si ottengono
dalle matrici

1 7 0 2 —i 0
A=1110 e B=]3 1 5
11 2 1 2 —4

in C3*3 partizionandone gli elementi secondo lo schema di M(2,1) — e cioe
come indicato in (3.9) — e che A+ B, AB e 7 A sono gli elementi di M(2,1)
che si ottengono partizionando A’ + B/, A/B' e TA'.

Questo spiega in che senso M(2, 1) & una copia di C3*3,

3.56 Esercizio
Per ni,no interi positivi, sia
U(ny,ng) = {M € M(ny,ns) tali che ma; = Opyxn, }

I'insieme delle matrici triangolari (superiori) in M(ny, ng).
Verificare che

(1) U(ny,nq9) & chiuso rispetto al prodotto;

(2) A € U(n1,n2) ammette un inverso (in M(n,n2)) se e solo se a;; €
C™M*™M e gg99 € C™2*™2 gono invertibili;

(3) se B & un inverso (in M(n,n2)) di A € U(n1,n2) allora B € U(ny,ns).
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C-2 Sistemi di equazioni lineari

3.57 Definizione

Siano nq,...,ng interi positivi, e n = ny + - - - + ng.

Per M € M(ny,...,ng) e v € V(ny,...,n) sia Mv € V(ny,...,ng)
I’elemento definito da

k
(MU)Z' = Z mieUp
/=1

Si osservi che, se M si ottiene partizionando M’ € C"*" e v partizionan-
do v € €™, Mwv si ottiene partizionando M'v'.

3.58 Osservazione

Siano A l'elemento di M(ny,...,ng) che si ottiene partizionando A’ €
C™™" e v,b gli elementi di V(ni,...,nk) che si ottengono partizionando
v, b € C". allora:

Av=1>b seesolose Av =V

Dunque: risolvere I'equazione Az = b in V(ny,...,ng) € equivalente a
risolvere il sistema A’z = V' in C™.

C-3 Fattorizzazione LR a blocchi
Siano ny,...,n; interi positivie n =nq + - - - + ny.
3.59 Definizione (fattorizzazione LR a blocchi)

Sia A € M(nq,...,ng). La coppia S,D € M(nq,...,ng) ¢ una fattoriz-
zazione LR a blocchi di A se

(1) S ¢ triangolare inferiore con s;; = I,,,;
(2) D & triangolare superiore;

(3) SD = A.

3.60 Esempio
Siano

11

M:{o 1

]G(DZX2 e A:[M J

oM ] e M(2,2)

Se esiste, una fattorizzazione LR a blocchi di A ¢ costituita da due

elementi
[ I oo _ | din di2
S o |: 591 I :| ’ D o |: 0 d22 :|
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in M(2,2) tali che

M T

Il problema si riduce quindi a determinare blocchi so1, dq1, d12 € dao tali che

1) dii =M
,2) dip=J

1) 521d11 = I

2) soidip +dag = MT

Le prime due relazioni forniscono immediatamente dy; e di2. La terza re-
lazione, poiché diy = M ¢ invertibile, consente di ricavare so; = M 1.
Dall’ultima si ottiene dasg = M T — M~1J. Percid una fattorizzazione LR a
blocchi esiste ed &

I 0 M J
S‘{M—l I} ’ D‘[o MT—M~1J

Si osservi I'analogia del procedimento usato con il metodo di Doolittle
utilizzato nello studio delle fattorizzazioni LR.

3.61 Osservazione

Siano M, S, D elementi di M(nq,...,ng) e M',S’, D" i corrispondenti
elementi di C™*".

Se S, D ¢ una fattorizzazione LR a blocchi di M, non ¢é detto che S’, D’
sia una fattorizzazione LR di M’.

Analogamente, se S’, D’ ¢ una fattorizzazione LR di M’, non ¢ detto che
S, D sia una fattorizzazione LR a blocchi di M.

3.62 Esercizio

1) Per ciascuna delle seguenti matrici, determinare una fattorizzazione
LR a blocchi:

“Hemw,s) , H 3]6M(1,13)

2) Sia
1 00
M=|110]ec®
111

Determinare una fattorizzazione LR di M e una fattorizzazione LR a
blocchi dell’elemento di M(1,2) corrispondente ad M.



Calcolo Numerico - a.a. 2011/2012 99

C-4 Uso della fattorizzazione LR a blocchi

Siano nq,...,n; interi positivi e n = nq + - - - + ny.
In questa Sezione si utilizzera, senza pericolo di confusione, la stessa let-
tera per indicare un elemento di M(n1, ..., nk) ed il corrispondente elemento

di ¢™*™.

3.63 Osservazione
Sia

Si verifica facilmente che, posto

I 0

a21 a2

0
B:|:a(1)1 I:|€M(n1,n2) e C:[

] € M(nq,n2)

siha A = BC. Per quanto detto nella Definizione 3.54, quest’ultima relazione
sussiste se letta in C"*". Allora, per il Teorema di Binet, si ha: det A =
det Bdet C. Poiché det B = detaj; e detC' = detage (verificare!), si ha
infine che

det A = det aj; det aso

In generale, per A € M(nq,...,ng) triangolare, detti aiy,...,agx i bloc-
chi sulla diagonale di A si ha

det A = detaqy - -+ det agg

3.64 Esempio (uso della fattorizzazione LR a blocchi)

Sia
52 00 —1
21 0[0 0
A=]|0 0 1|1 o0 —[MG&Q]GM(?)J)
00 1|1 1 421
1101 1

Si vuole calcolare det A e, se possibile, A71.
Una fattorizzazione LR a blocchi di A é:

. I 0 . 0 0 1 . M a2
S_|:821]:| cott 821_[—130] ’ D_[o J}
Per ’Osservazione 3.63 si ha allora

det A =det MdetJ = —1

Si osservi che il calcolo del determinante di una matrice 5 x 5 & ricondotto
al calcolo del determinante di una matrice 3 x 3 e di una 2 x 2.
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Si osservi inoltre che A € €% non ammette fattorizzazione LR (come
mai?).
A risulta dunque invertibile e, poiché A = SD si ha

At =(SD)"' =D 15!

Per calcolare D~! si pud operare in M(3,2): si cerca
X = [ T ] € M(3,2)
T21 T2

tale che

(15 0
DX_[O 12}

Il problema si riduce a determinare blocchi x11, x21, 21 € T2 tali che

(1,1) Mz + arpxor = I3
(1, 2) Mxis + ajax99 =0
(2, 1) J1'21 =0
(2, 2) JCCQQ == _[2

Dalle ultime due equazioni si ottiene x9; = 0 e x99 = J~!. Dalla seconda
si ha 12 = —M'a;9J 7! e infine, dalla prima: z1; = M ~'. Si osservi che
D~! € M(3,2) ¢ triangolare superiore.

In modo analogo si calcola S~!. Infine, eseguendo la moltiplicazione si
ottiene l'inversa. Si osservi che il calcolo dell’inversa e ricondotto al cal-
colo dallinversa di due matrici triangolari in M(3,2), e quindi al calcolo
dell’inversa di una matrice 3 X 3 e di una 2 x 2.

Infine, posto

si vogliono determinare le soluzioni in V(3,2) dell’equazione Az = b.
Utilizzando la fattorizzazione LR a blocchi determinata sopra, il proble-
ma equivale a quello di risolvere in M(3,2), nell’ordine, le equzioni

[1] Sc=0b e 2] Dx=c
Per la [1], il problema si riduce a determinare colonne ¢; e ¢z tali che

(1) Ccl = bl
(2) sa1c1+c2 =by

Dalla prima si ottiene ¢; = b1 e dalla seconda cy = by — s91b1.
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Per la [2], si cercano colonne x; e x2 tali che

(1) Mz + ajax9 = b1
(2) ng = b2 — 82161

Dalla seconda si ottiene x5 = J~!(by — s21b1) e dalla prima 1 =
Si osservi che si ¢ ottenuto (come dovevamo aspettarci ..

elemento di V(3,2) che risolve 'equazione Az = b.

101

.) un solo



102



Capitolo 4

Interpolazione

In questo Capitolo considereremo il problema piu classico dell’interpolazio-
ne, il problema dell’interpolazione parabolica, accenneremo ad una sua gene-
ralizzazione, il problema lineare dell’interpolazione ed infine discuteremo il
caso piu semplice di campionamento e ricostruzione.

A Interpolazione parabolica o polinomiale

Siano k un intero non negativo, [a, b] un intervallo non degenere e si consideri
Py (R) come sottospazio vettoriale di €°([a, b], R), spazio vettoriale su R delle
funzioni continue da [a,b] in R.

Assegnati xo, ...,z € [a,b] distinti e yo,...,yx € R, il problema dell’in-
terpolazione parabolica consiste nel determinare gli elementi p € Py(RR) che
verificano le condizioni

p(xo0) = yo, ..., p(Tk) = Y (4.1)

(“che interpolano i dati (xo,yo), - - -, (Tk, Yx)”)-

Si osservi che Pi(RR) ¢ uno spazio vettoriale di dimensione k + 1, e le
condizioni (4.1) sono esattamente k + 1.

Sia qo, ..., qr una base di Py(R). Un elemento p = apqo + - - + arqx €
Py (R) verifica le condizioni (4.1) se e solo se

aogo(zo) + - -+ + arqr(z0) = Yo
aoqo(Tk) + -+ + arqr(Tr) = Yk
ossia se e solo se le coordinate (ao,...,a)" di p rispetto alla base verificano
il sistema
qo(wo) -+ qr(wo) €o Yo
: : Sl = (42)
qo(zk) -+ qe(@k) &k Yk

103
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In particolare, il problema dell’interpolazione parabolica ha tante soluzioni
quante ne ha il sistema (4.2).

4.1 Teorema
Esiste un solo elemento di Pi(RR) che verifica le condizioni (4.1).

Dimostrazione
Per r =0,...,k sia

(2= 20)- - (@ =@, ))(@ = Try) -+ (2 — 2)

Ek,r(x) = (xr _ CUO) ... (Cﬂr — xr—l)(xr — xr+1) s (Cﬂr - xk)

Si ha
(@) lio,- - ek € Pr(R)
(b) siano r,j € {0,...,k}; allora

1 se j=r

Ek’r(xj):{ 0 se j#r

Gli elementi £y, ..., sono una base di Py(R). Infatti, sono k + 1
elementi linearmente indipendenti: se

aplpo+ -+ ol =0

allora
(aolpo+ -+ olpr)(xg) = 0
(aolpo+ -+ orlpr)(zg) = 0
e quindi ag =0,...,a; = 0.

Utilizzando la base trovata, la matrice del sistema (4.2) risulta la ma-
trice identica di ordine k + 1 e quindi tale sistema ha la sola soluzione

(507 L 7§k)T = (y07 L 7yk)T'
Il polinomio

Pr = Yolko+ -+ Ylk i (4.3)

¢ l'elemento che verifica le condizioni, e prende il nome di polinomio in-
terpolante; la scrittura (4.3) si chiama forma di Lagrange del polinomio
interpolante. O

4.2 Osservazione
Utilizzando basi di P,(R) diverse da quella introdotta nella dimostrazio-
ne del Teorema 4.1, si ottengono forme diverse del polinomio interpolante.
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(1) Utilizzando la base 1,x,...,z" il sistema (4.2) diventa V& = y con
52 (505"',&6)—'—’ y= (yOa---,yk)T €

1 2 23 - xf
V=11 :

In virtu del Teorema 4.1, tale matrice (detta matrice di Vandermonde

relativa ai punti zg,..., ;) risulta non singolare; detta (ag,...az)"
la soluzione del sistema V¢ = y, il polinomio interpolante assume la
forma
pr(z) = ap + a1 + -+ + aga®
(2) Utilizzando la base 1,x — o, (x —2z¢)(z—2x1),...,(z—x0) - - (x —2)_1)
il sistema (4.2) diventa T¢ = y con &€ = (&o,..., &), v = (o, .-, yr) "
e
[1 0 0 e 0 i
1 Tr1 — X 0 0
T = 1$2—$0 (Cﬂg—xo)(ﬂ?g—xl) 0
| 1z — o (2 —xo)(xp —21) -+ (Tp —20) - (T — Th—1) |

Si osservi che la matrice del sistema risulta triangolare inferiore. Detta
(bo, ...bg)T la soluzione del sistema T¢ = g, il polinomio interpolante
assume la forma

pr(z) :bo—i-bl(m—ﬂco)—l—---—i—bk(x—xo)---(x—mk,l)

chiamata forma di Newton del polinomio interpolante.

4.3 Esempio
Si considerino i dati

IR

Studiare il problema dell’interpolazione polinomiale.

Soluzione

Il problema dell’interpolazione polinomiale, con & = 2, ha una soluzione
unica, come garantito dal Teorema 4.1 (e, in questo caso, dall’intuito).

(a) 11 polinomio interpolante in forma di Lagrange ¢

pg(x) = fg,o(x) +3 52,1($) — fg,g(x)
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con
(x —1)(xz+1) z(z+1) xz(x—1)
14 = 2/ =——= / =
2,0() I 2,1(2) o (2@ 1) (—2)
Quindi: pa(z) =1+ 2.
(b) Tl polinomio interpolante nella forma ag + a;x + asx? si ottiene

risolvendo il sistema

1 00 & 1
1 11 G l1=| 3
1 -1 1 £ —1

da cui pa(z) =1+ 2.
(c) 11 polinomio interpolante in forma di Newton by + b1z + bex(z — 1) si
ottiene risolvendo il sistema

1 00 & 1
1 10 1= 3
1 -1 2 £ —1

da cui pa(z) =1 + 2.

4.4 Osservazione

Siano k un intero non negativo, I' C C un aperto non vuoto, e si consideri
Py, (C) come sottospazio vettoriale di C(T", C).

Assegnati zg,...,2; € I' distinti e wo,...,wy € C, il problema dell’in-
terpolazione parabolica in C consiste nel determinare gli elementi p € Py (C)
che verificano le condizioni

p(ZO) = wo, - - - ,p(Zk) = Wg

(“che interpolano i dati (zg, wg), ..., (zk, wk)").

Le considerazioni precedenti il Teorema 4.1, il teorema stesso e I’Osser-
vazione 4.2, restano validi per il problema dell’interpolazione parabolica in
C.

Un importante esempio di interpolazione parabolica in C ¢ la Trasfor-
mata Discreta di Fourier.

L’esempio che segue introduce due possibili metodi di valutazione del
condizionamento per il problema dell’interpolazione polinomiale.

4.5 Esempio
(1) La quota ¢(t) di un corpo puntiforme pesante in caduta libera nel
vuoto ¢ data da

1
q(t) = —§9t2+vot+%
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Il Teorema 4.1 assicura che tre misure di g ad istanti distinti ¢g, t1,t2 con-
sentono di determinare univocamente i valori g, vy € go costruendo 1’elemento
di P,(R) che interpola i dati (¢, q(to)), (t1,q(t1)), (t2,q(t2)).

Le misure, pero, saranno affette da errore e quindi i valori ricavati per
9,00 e qo (i valori “stimati”) non sarano esattamente quelli desiderati.

Supponendo di effettuare una misuta ogni 7 secondi, a partire da 0, si
vuole studiare I’andamento dell’errore trasmesso ai coeflicienti del polinomio
interpolante dagli errori di misura, in funzione di 7.

In questo caso, la scelta naturale per la forma del polinomio interpolante
¢ quella relativa alla base 1,¢,t? e, scegliendo di considerare gli errori relativi,
il problema si riduce (vedere (3.3)) allo studio, per 7 > 0, del numero di
condizionamento della matrice di Vandermonde relativa ai punti 0, 7, 27 :

1 0 0
V=|1 7 72
1 27 472

Utilizzando la norma infinito si ha
1+27+47% set >4
foo(V)=1{ 2+8+167 ses<7<4
7_22 + % +8 se 0 <1< %
La situazione “meno rischiosa” si ottiene quando il numero di condizio-

namento € minimo. In questo caso il valore minimo si ottiene per 7 = %

(2) Le tre misure di ¢ agli istanti 0, 7,27 determinano la funzione ¢(t)
per ogni t. Detta ¢* la funzione ricavata interpolando i dati (¢g,q(to) +
00), (t1,q(t1) + 01), (t2,q(t2) + d2), si vuole studiare ’andamento dell’errore
trasmesso al valore di ¢(t) dagli errori di misura ;.

In questo caso, scegliendo di considerare gli errori assoluti, misuriamo
I’errore assoluto trasmesso dai dati con

0 = ma{ ¢° (1) — g(0)], t € 0,27] )
e l'errore assoluto sui dati con
6(q) = max{|0;|, j = 0,1,2}
Si osservi che il polinomio ¢* — ¢ interpola i dati (0,4d¢), (7, 1), (27, d2).
Si ha quindi
¢ —q=200la0+ 1021+ 02022
e, tenuto conto che per j = 0,1,2 si ha max{ [(2;(t)|,t € [0,27]} = 1, si

ottiene (indipendentemente dal valore di T)

dq
— <3
8(q) —
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B 1l problema lineare dell’interpolazione

Siano k un intero non negativo, j un intero positivo, [a,b] un intervallo
non degenere e si consideri un sottospazio vettoriale § di C([a,b],R), di
dimensione j.

Assegnati Lo, ..., L applicazioni lineari da G in R e yg,...,y: € R,
il problema lineare dell’interpolazione consiste nel determinare gli elementi
g € G che verificano le k + 1 condizioni

Lo(9) = o, -- - Li(9) = uk (4.4)

4.6 Esempio

(1) 11 problema dellinterpolazione parabolica ¢ il problema lineare di
interpolazione con § = Pi(R), Lo : p — p(x0),..., Lk : p — p(xk).

(2) Determinare le x € C?(R, R) tali che

" —2'=0 , z(0)=a , 2/(0)=0b

a, b reali assegnati.

Questo ¢ il problema lineare di interpolazione con § = {z € C%(R,R)
tali che 2" — 2/ =0}, Lo :  — z(0), Ly :  — 2/(0), yo = a,y1 = b.

(3) Determinare le x € C?(R, R) tali che

" +2z=0 , z(0)=0 , z(27)=0

Questo ¢ il problema lineare di interpolazione con § = {z € C%(R,R)
tali che 2" +2 =0}, Lo : x — x(0), L1 : * = x(27), yo = 0,y1 = 0.

4.7 Osservazione
Sia g1, ..., g; una base di §. Un elemento g = a1g1 +---+ajg; € G verifica
le condizioni (4.4) se e solo se

arLo(g1) +---+ajLo(g;) = o

arLi(g1) + - +ajLi(g;) = Yk

ossia se e solo se le coordinate (ay,...,a;)" di g rispetto alla base verificano
il sistema di k + 1 equazioni in j incognite
Lo(g1) -+ Lo(gs) &1 Yo
: : N B (4.5)
Li(g1) - Li(g) ] L & Yk

In particolare, il problema lineare dell’interpolazione ha tante soluzioni quan-
te ne ha il sistema (4.5).

4.8 Problema
Determinare tutte le soluzioni dei problemi lineari di interpolazione dei
punti (2) e (3) dell’Esempio 4.6. A
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C Campionamento e ricostruzione

4.9 Definizione (campionamento, ricostruzione)

Siano [a, b] un intervallo non degenere, k un intero non negativo, to, ..., tx
reali distinti in [a, b].

L’applicazione lineare ¢ : €([a,b], R) — R**! definita da

C(f) = (f(tO)’ "'af(tk))T

si chiama funzione di campionamento (agli istanti to, ..., tx); questi ultimi si
chiamano istanti di campionamento.

Si osservi che ¢ non é invertibile.

Un’applicazione lineare r : R¥*! — €([a, b], R) tale che

per ogni y € R*1 . e(r(y)) =y
si chiama funzione di ricostruzione (relativa a c).

4.10 Esempio

Dati to, ..., tx distinti in [a, b], sia ¢ la funzione di campionamento ad essi
relativa. Si indichino con g, ..., yx le componenti di y € R*+1.

La funzione r : R**! — €([a, b], R) definita da

r:y — l'elemento di Px(R) che interpola i dati (¢o,%0), ..., (tk, k)

¢ una funzione di ricostruzione. Infatti: ¢(r(y)) = y e, utilizzando la forma
di Lagrange del polinomio interpolante, si verifica la linearita di 7.

Con questa scelta di r si dice che la ricostruzione é ottenuta mediante
interpolazione parabolica.

4.11 Definizione (errore di ricostruzione)

Siano [a, b] un intervallo non degenere, k un intero non negativo, to, ..., tx
reali distinti in [a, b], ¢ la funzione di campionamento ad essi relativa e r una
funzione di ricostruzione relativa a c.

Data f € C([a,b],R), la quantita

e(f) = max{ [f(t) — r(c(f))(t)],t € [a,0] }
si chiama errore di ricostruzione di f.

Il Teorema seguente consente di studiare ’errore nel caso di ricostruzione
ottenuta mediante interpolazione parabolica.

4.12 Teorema

Siano [a, b] un intervallo non degenere, k un intero non negativo, to, ..., tx
reali distinti in [a,b], f € C**1([a,b], R).

Sia py, 'elemento di P,(R) che interpola i dati (t;, f(t;)).
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Per ogni t € [a, ] esiste £ € [a,b] (dipendente da t) tale che

FEI(E)

(t—to)---(t —ty) (4.6)

Dimostrazione
Se t = t; per qualche j, l'asserto ¢ verificato per qualsiasi £ € [a, b].
Sia 7 € [a, b] distinto da o, ..., tx. Posto

w(t) = (t—to)---(t—t) . a=

si consideri la funzione

Si ha
(1) w(t) =t + -
(2) g € € ([a,b],R)
(3) g(t;) =0perj=0,...keg(r)=0

Utilizzando ripetutamente il Teorema di Rolle,” si prova 'esistenza di
un reale € € [a,b] tale che

g* (&) =0

Ma
g () = FEFV@) + o (k+ 1)

e quindi

FEE)

="

(k+1)!
Uguagliando le due espressioni di « si prova quindi che ’asserto sussiste per
ogni t € [a,b]. O

4.13 Osservazione
Posto M;(f) = max{|fU)(t)|,t € [a,b]}, per l'errore nel caso di rico-
struzione ottenuta mediante interpolazione parabolica, dalla (4.6) si ottiene

My 1(f)

)= i)

I’IlaX{ |7§_750||t_t.‘7€|5te [a’ab]}

Si ha inoltre

*Vedere [A], volume 1, Teorema 4.4, pagina 226 oppure [C], Teorema 4.28, pagina 227.
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(1) St < max{ |t —to| -+ |t — tel,t € [a, 8]} < (b— a)F+!

2kF1
(La seconda stima ¢ immediata; per la prima si veda [A1], volume II,
Teorema 15.12, pagina 599.)

(2) sia f € C*([a,b],R); se

. Mga(f) kel _
Jim - )t =0

allora l’errore di ricostruzione di f puo essere reso piccolo quanto si
vuole scegliendo k sufficientemente grande.

(3) per f(t) = 1/t ¢ [a,b] = [£,1] la successione g5l (b — a)**1 non

tende a zero.
La condizione espressa al punto (2) & certamente verificata, ad esempio,

da tutte le f € €([a,b], R) per le quali M;(f) < K’ per qualche K € R. Il
punto (3) fornisce un esempio di funzione che non la verifica.

Per estendere la classe di funzioni per le quali 'errore di ricostruzio-
ne possa essere reso piccolo quanto si vuole, modifichiamo la funzione di
ricostruzione.

4.14 Definizione (funzioni continue lineari a tratti)
Siano [a,b] un intervallo non degenere, k un intero non negativo e ty =
a <ty <---<tp=brealiin [a,b]. Per j =1,...,k poniamo I; = [t;_1,1;].
Sia S linsieme delle funzioni continue lineari o tratti su Iy, ..., Ix:

feSse

(51) f €C([a,b],R)
(82) per j=1,..,k esiste p; € P(R) tale che f = p; su I;.

Si ha:
(1) S ¢ uno spazio vettoriale su R (ovvio)

(2) assegnati yo, ..., yr € R, esiste un solo elemento di S che interpola i dati
(to, o), -, (tk, yx) (si osserva che, per ogni j, esiste un solo elemento
di Pi(R) che interpola i dati in [;...)

(3) gli elementi s, ..., s € S definiti da

1 sei=7
5;(ti) = { 0 altrimenti

sono una base di S (infatti sono indipendenti e generano .S)
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4.15 Esempio
Si considerino i dati (0,1),(1,—2),(4,2), (5, —1). Posto tg = 0,t; = 1,
ty = 4,t3 =5e

L = [07 1] , I = [174] , I3 = [47 5]

I'unica funzione continua lineare a tratti su I, I, I3 che interpola i dati e

Ss=8)—281+2s9 — s3

4.16 Osservazione (interpolazione lineare a tratti)

Siano tg, ..., t come nella Definizione 4.14 e si indichino con vy, ...,y le
componenti di y € RFFL.

La funzione r : R¥*! — €([a, ], R) definita da

r:y — lelemento di S che interpola i dati (to,yo), .., (tk, Yk)

¢ una funzione di ricostruzione. Infatti: ¢(r(y)) = y e, utilizzando la base
80, ..., S , si verifica la linearita di r.

Con questa scelta di r si dice che la ricostruzione é ottenuta mediante
interpolazione lineare a tratti.

Sia f € €%([a,b],R). Posto M;(f) = max{|fY)(t)|,t € [a,b] } si ha

(1) per t € I, utilizzando il Teorema 4.12:

[f (@) = r(c(N)®O] = () —pi(H)] <

M. M.
S 22(f)|t—tjfl| |t_tj| S 28(f) (t] _tjfl)Q

Lt 2
(infatti, per t € I;, si ha [t — t;_y| |t — t;] < L=f=2))

(2) posto h =max{ |t; —tj—1|,j=1,...,k }, si ha

e(f) < MQT("C) h?

4.17 Esempio
Sia k intero positivo. Posto h = bfTa siano t; = a + hj per j =0, ..., k.

Per f € €%([a,b],R) si ha

My (f) (b — a)?
8 k2

e(f) <

e quindi l'errore di ricostruzione di f puo essere reso piccolo quanto si vuole
scegliendo k sufficientemente grande.
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4.18 Osservazione
Siano k,tg,...,tx e f come nell’Esempio 4.17, dg,...,d; € R.
Posto 6 = (8o, ...,01)" e r* =r(c(f) + ), per t € [a,b] si ha
[f (@) =@ < £ () = r(c(fN@)] + [r(c())E) —r* @)
Poiché
r(e(f) @) = r*(B)] = |r(d)] < [|0]]
e |f(t) —r(c(f))(t)| <e(f), dall’esempio precedente si ottiene

My (f) (b— a)?
8 k2

max{ |f(t) = r*(t)],t € [a,0] } < +116]] o

La presenza di § pone quindi un limite inferiore all’errore di ricostruzione
di f (un esempio di contesto in cui § # 0 & quello della conversione analogico—
digitale).

La teoria relativa all’interpolazione lineare a tratti trova applicazione
nella creazione di programmi per il tracciamento del grafico di una funzione
di variabile reale e nel problema dell’approssimazione numerica dell’integrale
di una funzione di variabile reale.
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Capitolo 5

Approssimazione:
minimi quadrati

In questo Capitolo tratteremo il problema dell’ approssimazione nel senso dei
minimi quadrati ed accenneremo ad alcune applicazioni: la soluzione di un
sistema di equazions lineari nel senso det minimi quadrati, I’ approssimazione
di dati e V'approssimazione di funzioni con polinomi trigonometrici. In-
fine, introdurremo la fattorizzazione QR e ne discuteremo il legame con
I’approssimazione nel senso dei minimi quadrati.

Siano V' uno spazio vettoriale con prodotto interno e W un sottospazio
vettoriale di V' di dimensione finita.

5.1 Definizione
Dato v € V, il vettore w € W e una migliore approssimazione di v in W
se
perogniw' € W | |lv—wl|| <|jv—w||

dove la norma ¢ quella definita dal prodotto interno.
Equivalentemente, w € W € una migliore approssimazione di v in W se

perogniw' € W, |lv—wl|*<|lv—w'?

da cui il nome per w di migliore approssimazione di v in W nel senso dei
minimi quadrati.
Il Teorema 0.43 e ’Osservazione 0.44 provano il Teorema seguente.

5.2 Teorema
Esiste una sola migliore approssimazione di v in W nel senso dei minimi
quadrati: la proiezione ortogonale di v su W.

5.3 Osservazione
Siano W = (w1, ...,wg), v €V ew € W.
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Il vettore w ¢ la proiezione ortogonale di v su W se e solo se
v—w 1L W
ovvero se e solo se
wew; =vew; perj=1...k

Posto w = ajwy + - - - + apwy, queste ultime condizioni sono verificate se
e solo se

ajwi e w; + - +ajwpew; =vew; perj=1,...k

T

e quindi se e solo se la colonna (aj,...,ar)’ € soluzione del sistema delle

equazioni normali
wyew| -+ Wi e W &1 v e Wi
: = (5.1)
wyiewy - Wy e Wk &k v e wy
Si osservi che la struttura della matrice del sistema delle equazioni norma-

li dipende dai generatori wq, ..., wk. In ogni caso la matrice del sistema e
simmetrica nel caso reale, hermitiana nel caso complesso.

5.4 Esempio
Siano V = €([0,1],R) con feg= [ f(t)g(t) dt e W = Ps(R).
Determinare la migliore approssimazione di v = ¢! € V in W nel senso
dei minimi quadrati.

Soluzione
Posto wy(t) = 1,w(t) = t,w3(t) = t2, si ha W = (w1, wq, w3). Inoltre
wlowlzl ’U)QO’U)lzfoltdt:% wg.’wl:fothdt:
wyewy = [J 12 dt =1 wyewy = [/ 3 dt =

w30w3:f01t4 dt =

= = Wl

vowlzfolet dt =e—1
vow2:f01tet dt =1
vowngoltzet dt =e—2
Le equazioni normali sono
1 1/2 1/3 & e—1

12 1/3 14 | | & | =] 1
1/3 1/4 1/5 | | & e—2
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e, detta w la migliore approssimazione cercata, si ha

w = (39 — 105) — (216¢ — 588)t + (210e — 570)¢>.

5.5 Osservazione

Siano W = (w1,...,wg) e v € V dato. Il Teorema 5.2 garantisce che
esiste un solo elemento di W migliore approssimazione di v in W nel senso
dei minimi quadrati.

Se wy, ..., wg sono linearmente indipendenti, esiste una sola combina-
zione lineare di wq, ..., w, che individua w. Quindi la matrice del sistema
delle equazioni normali (5.1) risulta non singolare.

Se wy, ..., wg sono linearmente dipendenti, esistono infinite combinazio-
ni lineari di wq,...,w; che individuano w. Quindi la matrice del sistema
delle equazioni normali (5.1) risulta singolare.

5.6 Esempio
Siano V = R3 con prodotto scalare canonico,

Il sistema delle equazioni normali ¢ F§ = b con
Wy, Wy W e Wy 1 3 V@ Wy 1
F == = s b = =
w1 W2 W2 e W 3 9 vV e Wy 3

F & singolare, e ker F = ((3,—1)T). L’insieme delle soluzioni di F¢ = b &

s[5 e}

Quindi la migliore approssimazione... &

1 3 1
BGrx+1)lo|-=Axlo|=]0
0 0 0

indipendente da A.
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A Soluzione di un sistema di equazioni lineari nel senso dei
minimi quadrati

Siano R con prodotto scalare canonico, A = (ay,...,a;) € R™* n>k, e
b € R™. Gli elementi ¢ € R tali che

per ogni y € R¥ | ||A¢ —b|*> <||Ay — b|?

si chiamano soluzioni del sistema Ax = b nel senso dei minimi quadrati.
Tali elementi sono tutte e sole le soluzioni del sistema

AT Az = A"b (5.2)

Infatti, posto V' = R"™ con prodotto scalare canonico, W = (aq,...,ax)
e v = b, le soluzioni del sistema Az = b nel senso dei minimi quadrati sono
le coordinate rispetto al sistema ay, ..., a; della migliore approssimazione di
v in W nel senso dei minimi quadrati, ed il sistema (5.2) ¢ il sistema delle
equazioni normali.

5.7 Osservazione

La matrice ATA ¢ simmetrica e per ogni v € R” si ha ATAvev >0
(ossia ATA & semidefinita positiva). Se le colonne di A sono linearmente
indipendenti, AT A & definita positiva — in particolare & invertibile (vedere
il Problema 0.62).

5.8 Problema

Siano ) ) L

1 0 1

A=1]1 1 b= 1

| 0 1 | | 1]

€

(1 0 [ 1]

A=1]11 b= 1|1

L 2_ _2_

Verificare (calcolandole) che la soluzione nel senso dei minimi quadrati di
Ax = b e quella di Az = b sono diverse.

Si osservi che il secondo sistema si ottiene dal primo moltiplicando per
2 l'ultima equazione. A

5.9 Problema
Siano

s
I
— =
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Calcolare la soluzione & del sistema Az = b nel senso dei minimi quadrati
e il residuo quadratico per &, cioe: ||AZ — b||2. Come si spiega quest’ultimo
risultato? A

5.10 Problema
Siano A € R"*¥, n > k, e b € R™. Provare che se A ha rango massimo,
la soluzione del sistema Az = b nel senso dei minimi quadrati &

F=(ATA) 1Ay
e che, nel caso n =k, si ha
(ATA)7LAT = A1

cioe: la soluzione nel senso dei minimi quadrati coincide con la soluzione del
sistema. La matrice (ATA)~! AT si chiama pseudoinversa di A. A

B Approssimazione di dati nel senso dei minimi quadrati

Siano k un intero non negativo, [a,b] un intervallo non degenere, e § un
sottospazio vettoriale di C([a,b],R) di dimensione j < k.

Assegnati xg, ...,z € [a,b], yo,...,yr € R, il problema di determinare
gli elementi di G che meglio approssimano i dati (xo,Yyo),- .., (Tk, yr) nel
senso dei minimi quadrati consiste nel determinare le g(x) € G che rendono
minima la quantita

(9(z0) —y0)* + -+ + (g9(zk) — yi)?

5.11 Esempio
Si considerino i dati

Determinare gli elementi di (1,z) che meglio approssimano i dati nel senso
dei minimi quadrati.

Soluzione
Si cercano le g(z) della forma ag + a1 tali che

(900) =1)"+ (o) —2)" + (92 +1)" + (s3)

risulti minimo. Si ha

Q

+
Youm
)
e
[\
~—
+
—_
N—
[\
+
TN\
Q
—~
w
SN—
N—
[\
I
e
A~ N N
\)
S N N
|
S = N =
)

Q
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[ ]
x
[ ]
9(x)
Figura 21.
(prodotto scalare canonico in R*) e
9(0) 1 0
ORI 1
9(2) = agp 1 + ay 9
9(3) 1 3
Dunque, posto
1 0 1
w ! wo = ! v = 2
1= 1 9 2 = 2 I - _1
1 3 0

si cercano ag,a; € R tali che |Jagw; + ajws — v||? risulti minimo.

Posto V = R* con prodotto scalare canonico e W = (wy,ws), si cerca la
migliore approssimazione di v in W nel senso dei minimi quadrati.

Dalle equazioni normali

4 67[&a] [2
6 14 || & | |0
si ottiene a; = 7/5,aa = —3/5 e lelemento ... (vedere la Figura 21) &
7 3

g(x) = 5 — 3=
5.12 Problema

Si considerino i dati dell’Esempio precedente. Si scriva il sistema di
equazioni da studiare per determinare gli elementi di (1, z) che interpolano i
dati. Dopo aver verificato che il sistema non ammette soluzioni, determinare
quelle nel senso dei minimi quadrati. Confrontare le soluzioni trovate con
quella dell’Esempio precedente. A

Sia g1,...,g; unabase di §. L’Esempio e il Problema precedenti mostrano
che un elemento g = a1g; + --- + a;jg; ¢ una migliore approssimazione in
G dei dati (z9,¥0),-- -, (Tr, yx) nel senso dei minimi quadrati se e solo se le



Calcolo Numerico - a.a. 2011/2012 121

coordinate (ay, ... ,aj)T di g rispetto alla base sono una soluzione nel senso
dei minimi quadrati del sistema

gi1(xo) -+ gj(xo) &1 Yo

a@r) g | L& "

Si osservi 'analogia con quanto detto per il problema lineare dell’inter-
polazione (si veda la Sezione B del Capitolo 4).

C Approssimazione con polinomi trigonometrici

Se wi,...,w, € una base ortonormale di W, la matrice del sistema delle
equazioni normali ¢ I, e la migliore approssimazione di v in W nel senso dei
minimi quadrati ¢ (vew)wy +- - -+ (vewy)wy. I numeri vew;,j =1,... k, si
dicono in tal caso coefficienti di Fourier di v rispetto alla base ortonormale
wi, ..., wg (vedere la dimostrazione del Teorema 0.43).

5.13 Definizione L

Sia V. = €([0,27],C), con feg = &+ 0% f(t)g(t)dt. T1 sottospazio
vettoriale di V'

Ti(C) = (e con £ € Z, (] < k)¢

si chiama insieme dei polinomi trigonometrici di grado < k.

T:(C) & un sottospazio di dimensione 2k + 1, e i generatori e** sono
ortonormali.

I coefficienti di Fourier di v € V' sono

2w

. 1 A
it ,U(t)e—lftdt

vee = —
2 0

e la migliore approssimazione di v in Tj(C) ¢

k

Z (1) ° eiﬁt) eiét

l=—k

5.14 Esempio
Sia v = t? € V; la migliore approssimazione in T} (C) nel senso dei minimi
quadrati ¢ (vel) + (veel)e + (vee @)e . Siha
vel = % 027rt2 dt = %7?2
veelt = % 027r t2e” dt = 2+ 2mi

— 2 ; __ .
vee ”:% OﬂtQG” dt =vewy =2 —2mi
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Quindi, la migliore approssimazione &

4 A A 4
§7r2 + (24 2mi) e + (2 —2mi) e = 571'2 +4cost — 4mrsent.

5.15 Osservazione
Siano V' come nella Definizione 5.13, k£ un intero non negativo e v € V.
Per j = —k,... Kk sia
cj=uve et
Si verifica immediatamente che

(1) I'applicazione v — (€_,...,¢)" ¢ lineare da V in C%+!
2) se v(t) € R per ogni t € [0,2x] allora ¢y € R e, per j # 0, ¢_; & il
j
coniugato di ¢; e quindi

per ogni t € [0, 27].

5.16 Osservazione
Sia V' come nella Definizione 5.13. Poiché per k = 0,1, ... si ha T} (C) C
Ti4+1(C), dato v € V la successione di reali non negativi

[lo =3 (ve )|

k=0,1,..., ¢ monotona decrescente e quindi convergente.
Si lascia al lettore il compito di approfondire lo studio del limite della
successione (consultare un testo in cui si tratta di Serie di Fourier).

5.17 Osservazione

Lo spazio vettoriale V della Definizione 5.13 non ha dimensione finita
e quindi l'ipotesi del Teorema 0.11 non & verificata. La convergenza di
una successione in V rispetto alla norma dedotta dal prodotto interno non
garantisce convergenza rispetto ad altre norme.

Si consideri, ad esempio, la norma in V definita da

|v]loe = max{|v(t)], ¢ € [0,2n] }

Per la successione

s (1) :{ 1—kt pertel01/k|

0 per t € [1/k, 2]
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si ha
lim ||sg]| =0
k—o00
ma
li =1
Jimlsgll

Si lascia al lettore il compito di approfondire lo studio della successione

k 0ty bt
lo =" (vee™)e™||

(consultare un testo in cui si tratta di Serie di Fourier).

D Minimi quadrati e fattorizzazione QR

Si consideri R™ con prodotto scalare canonico e siano A = (aq,...,ax),b co-
me nella Sezione A, con aq,...,a; linearmente indipendenti. La fattorizza-
zione introdotta nella definizione seguente consente di determinare la soluzio-
ne del sistema Az = b nel senso dei minimi quadrati risolvendo un sistema,
equivalente a quello delle equazioni normali, con matrice triangolare.

5.18 Definizione (fattorizzazione QR)
Sia A = (a1,...,a;) € R™* n > k.
Una coppia U € R™* T € R*¥** si dice fattorizzazione QR di A se

(a) le colonne di U sono ortonormali (ossia U ¢ ortogonale)
(b) T e triangolare superiore
(c) A=UT
Si osservi che se le colonne di A sono linearmente indipendenti, la matrice
T € non singolare.*

Un metodo per calcolare una fattorizzazione QR di una matrice A si
ottiene applicando il procedimento di ortonormalizzazione di Gram—Schmidt
alle colonne di A.

5.19 Esempio

Sia A = (a1, a2,a3) € R**3, e supponiamo (per semplicita) linearmente
indipendenti le colonne di A. Il procedimento di ortonormalizzazione di
Gram—Schmidt fornisce

wi=a , wy=ay—dyw , w3=az—d3w; — d3ws
con
as e Wi a3 & Wi a3 & Wy
dpy=——% , dan=—>5 , dp=—""373"
[Jw1l] [Jw1]| |wal|

*Infatti: Az = 0 se e solo se z = 0 e quindi UTz = 0 se e solo se z = 0. Siccome
UTz=0seesolose Tz=0...
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ovvero
ar =wi , @ =wz+dywr , a3=ws3+ d3wi+ dzws

che si riscrivono

1 dor d3
(a1,a2,a3) = (wi,w2,w3) | 0 1 ds3
0 O 1

La fattorizzazione di A cosi ottenuta non ¢ quella richiesta perché le
colonne w1, ws, w3 sono ortogonali ma non di norma unitaria. Per ottenere
quanto si vuole si pone N = diag(||w1]], ||wa]l, |[|ws]|) e

1 doy d3
U= (wl,wg,wg)Nfl , TT=N |10 1 ds
0O O 1
5.20 Problema
Sia
1 1 0
_ 10 —-10 4x3
A=19 oo |€R
1 0 1

Calcolare una fattorizzazione QR di A. La fattorizzazione calcolata € I'unica
fattorizzazione QR possibile per A?

5.21 Osservazione
Sia A € R"** n > k, a colonne linearmente indipendenti e b € R™.

(a) Il procedimento di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt prova che
esiste almeno una fattorizzazione QR di A.

Se U,T ¢ una fattorizzazione QR, per ogni scelta di s1,...,s; €

{—-1,1}, posto S = diag(si,...,sy), anche US™!, ST lo &.

(b) Sia U, T una fattorizzazione QR di A. Il sistema (con matrice triango-
lare)

Tz =U"b
¢ equivalente al sistema delle equazioni normali per Az = b.

(Infatti: ATA = TTUTUT = T"T,ATb = TTUTb e, essendo T non
singolare . . .)
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(¢) Sia U,T una fattorizzazione QR di A. Utilizzando la norma relativa
al prodotto scalare canonico in R", per il numero di condizionamento
della matrice delle equazioni normali per Az = b si ha

WATA) = W(TTT) = p(T'T) p((TTT)™)

(si veda il Problema 3.26: la matrice 77T & simmetrica). Il numero
di condizionamento della matrice del sistema Tx = U'b (equivalente
al sistema delle equazioni normali) ¢ invece

u(T) = \[p(TTT) \[p(TTT) 1) = | /u(ATA)

(infatti, tenuto conto che p((TTT)™1) = p((TTT)~1), I siha||T7!|| =
Ve((TTT)71).

Quindji, il numero di condizionamento di 7' & (quasi certamente) pit
basso di quello della matrice delle equazioni normali per Ax = b.

La fattorizzazione QR di una matrice A puo essere utilizzata, analo-
gamenta alla fattorizzazione LR, per la soluzione del sistema di equazioni

Az =b.

5.22 Osservazione
Siano A € C™*", invertibile, U, T una fattorizzazione QR di A e b € C"™.
Allora:

(a) Il sistema Az = b & equivalente al sistema (con matrice triangolare)
Tz =U"b.

(b) Poiché T = UHA, allora
1Tz = [[UMAll2 = || All2
inoltre 7=' = A~'U e quindi, usando la definizione di norma 2
1T~z = |A71U]l2 = [JA 2

dunque

p2(T) = pa(A)
Si confronti questo risultato con quanto detto a proposito della fatto-
rizzazione LR nel Paragrafo A-3 del Capitolo 3.

(c) Poiché ||Ul|ec < v/n e ||U|]1 < /n (usare Esercizio 0.39) si ha

too(T) S npio(A) e u(T) <npa(A)

TPer A, B € R™*™ invertibili si ha infatti: AB — Al = A(BA — AI)A~! e quindi AB e
BA hanno lo stesso polinomio caratteristico e dunque lo stesso raggio spettrale.
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Notazioni

3N QFONZ
N

S
Iﬂ—i
s
T -4

-5 Vn)

—~
<
[y

CUn)K

—
<
[y

:’\4

C(2LR)

ck(Q,R)

CH(Q,R™)
(2, C)
[[oll

ul v

mis /

I'insieme dei numeri naturali (0,1,...)

I'insieme dei numeri interi

I'insieme dei numeri razionali

I'insieme dei numeri reali

I'insieme dei numeri complessi

il coniugato di z € C

la parte reale di z € C

il vettore trasposto di v, la marice trasposta di A
il vettore trasposto coniugato di v,
trasposta coniugata di A

il sottospazio vettoriale di V' generato da vq, ...
Vv

in uno spazio vettoriale Vsu K [K =R o K = €}, il
sottospazio vettoriale generato da vy,...,v, € V

la matrice identica di ordine n

con  C R, l'insieme delle funzioni continue da ) in
R

con @ C R [Q C R"| e k € N, I'insieme delle funzio-
ni continue da €2 in R con derivata k-esima continua
[derivate parziali k-esime continue] in €2.

con 2 C R"™ e k € N, l'insieme delle funzioni da €2 in
R™ con componenti in C*(Q)

con ) C R, linsieme delle funzioni continue da € in
C

in uno spazio con prodotto scalare [con prodotto
hermitiano], indica il numero /v e v

in uno spazio con prodotto scalare [con prodotto
hermitiano], ¢ sinonimo di uev =0

le righe della matrice A € C™*™

con I C R intervallo, indica la misura dell’intervallo 1
lo spazio vettoriale su R dei vettori geometrici nel
piano

lo spazio vettoriale dei polinomi a coefficienti reali [a
coefficienti complessi] di grado < n.

gli elementi della base canonica di R™ [di C"].

la matrice

,Up €



