Lezione 18 (ore 34,35) - 5 novembre 2025, 11:30 - 13:30 A13

(2.25) Definizione (norma in uno spazio vettoriale).

Sia V uno spazio vettoriale su R. Una funzione N:V + R & una norma in V se verifica le
seguenti condizioni:

(1) per ogni v € V, N(v) 2 0 e N() =0 & v = 0;
(2) per ogni v € V ed ogni a € R si ha: N(av) = |lal N(v);
(3) per ogni v,w € V si ha: N(v + w) < N(v) + N(w).

La coppia V,N si chiama spazio nmormato.

(2.26) Esempio (norme usuali in R").

Siano V=R" e v = [vy,...,v,] € V. Le funzioni:
® N,:R* + R definita da N;(v) = |vy| + ... + |v,l
®* N,:R* -+ R definita da N,(v) = sqrt( vi° + ... + v;,> )

® No:R" » R definita da Ne(v) = max{ lv,l,...,lv,| }
sono norme in R".
(2.27) Esercizio (per casa).
Dimostrare che le funzioni N; ed N. verificano le proprietd della Definizione (2.25).
(2.28) Definizione (intorno sferico).
Siano R",N uno spazio normato, v € R® e r € R. L’insieme:
ILiv,r) = { x € R* tali che N(x - v) < r }

si chiama %ntorno sferico di centro v e raggio r. Nella figura seguente sono rappresentati
in nero 1’intorno I1,(0,1), in blu I.(0,1), in rosso I,(0,1), nel caso n = 2.

(2.29) Definizione (norma di matrice).

Siano R",N uno spazio normato e A € R**". La quantita:
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| A |ly = max{ N(Av), N(v) =1}

si chiama nmorma N d7 A.

(2.30) Proprieta (della norma di matrice).

(I) Si osservi che la norma N di A & ben definita: il sottoinsieme S dei vettori v di R"
definito da N(v) = 1 & chiuso e limitato e la funzione v + N(Av) & continua. Per il
Teorema di Weierstrass, quest’ultima ha massimo e minimo su S. In particolare:

esiste y € R” tale che N(y) =1 e || A ||y = N(Ay)

(ITa) Per ogni A € R"*" e v € R" si ha:

NAv) < || A |y N(W)
Infatti: La relazione & certamente vera se v = 0. Se v # 0 si ha:
N(Av) = NC AN(v) vers(v) )" = N( N(v) Avers(v) ) = N(v) N(A vers(v))
Inoltre, per la definizione di norma N di A: N(Avers(v)) < | A ||y, dunque:

NCAv) < || A |lv N(W)

(IIb) Esiste w € R" tale che:
N(A w)

A s NG

Per la proprieta (I), esiste y € R" tale che N(y) =1 e || A |y = N(Ay). Se vers(w) =

y si ha 1’asserto.
(III) Per ogni A,B € R"*" si ha:
FAB < ([ Al B [l

Infatti: per la proprietd (I) esiste y € R" tale che N(y) =1 e || AB |y = N(ABy).

Allora, utilizzando due volte la proprieta (II):

| AB [x=NABy) < || AlxNBy) < Al Bl NG = Al Bl

1 Siano R,N uno spazio normato e v € R" un vettore non nullo. Allora:

1
N(v)

vers(v) = v

& il wersore di v. Ovviamente si ha N(vers(v)) = 1.
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(2.31) Osservazione.

L’insieme R"*" &, con le usuali operazioni di somma di matrici e multiplo, uno spazio
vettoriale su R. Introdotta in R" una norma N, la funzione A = || A ||y da R**™ in R ¢é una
norma in R"*" (questo spiega il nome dato alla funzione). Dunque, sussistono le proprieta

della norma (Definizione (2.25)):
(1) per ogni A € R*", |[A|h >0 e ||A|x=0< A =0;
(2) per ogni A € R°*" ed ogni @ € R si ha: ||alA|y = lal ||A]L;

(3) per ogni A,B € R"*" si ha: ||A + Blly < |[Allx + || B

(2.32) Osservazione (formule di calcolo della norma di una matrice).

Sia A € R**" e siano a;,...,a, le colonne di A. Si ha:
e |IA]: = max{ N,(a),...,N,(a) }
* ||A|: = sqrt( massimo degli autovalori di A*A )?
* ||All~ = || A" |ls ovvero, dette r,...,r, le righe di A: ||A||» = max{ N,(xy),..., N (x)) }

Si osservi che mentre il calcolo di ||A|e|| A« & elementare, quello di || A || in generale
non lo €.

(2.33) Esempio (condizionamento nel caso JA = 0, éb # 0).

Torniamo al condizionamento della soluzione del sistema Ax = b. Sia N una norma in R".
Supponiamo che sia A = 0 e b # 0. Allora i vettori x" e % verificano:
Ax" =D , A%z =b + 6b
percid, ricordando 1’invertibilitd di A, per lo scostamento dx si ha:
dx =% -x=A"(+db) -A"b=A"6

Introducendo la misura assoluta dello scostamento N(dx) e quella della perturbazione N(db),
utilizzando la proprietd (IIa) si ottiene:

V db , N(Jx) = N(A™"6b) < || A™ ||y N(db)

La precedente é la migliore limitazione possibile per la misura assoluta dello scostamento
in funzione della misura assoluta della perturbazione. La proprieta (IIb) mostra infatti
che:

3 6b : N(6x) = || A |y N(ob)

Se b # 0 (e quindi x* # 0), possiamo introdurre anche le misure relative dello scostamento
g, = N(dx)/N(x") e della perturbazione &, = N(db)/N(b). Per tali misure si ha:

2 La matrice A'A & simmetrica e semidefinita positiva. I suoi autovalori sono tutti non
negativi.
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N(éx) | A ||y N(Sb)
Ex = —=——= L —mmm
N(x") N(x")
Ma
1 A
Ax"=b = N =NAx) < | At [fN(x) = --———- .
N(x") N(b)
da cui:

Véb ,Vb#0:e <A i Ale

La precedente é la migliore limitazione possibile per la misura relativa dello scostamento
in funzione della misura relativa della perturbazione. La proprietd (IIb) mostra infatti
che:
dbedIb#0:e=| A" ||| Aly &
(2.34) Definizione (numero di condizionamento di una matrice).
Sia A € R"*" una matrice <nvertibile e N una norma in R". Il numero:
() = [ A7 [l A [l
si chiama numero di condizionamento di A (in norma N).
(2.35) Osservazione.
Poiché A™ A = I, si ha (usando la proprietd (III) di (2.30)):
T b= A" A < AT [l A [l
Per definizione si ha poi:
I I |y =max{ N(Iv), N(v) =1} =max{ N(v), N(v) =13} =1
e quindi:
c(A) = [ A7 [l A fly > 1
(2.36) Teorema (di condizionamento).
Siano A € R"™" una matrice <nvertibile e N una norma in R". Allora: per ogni b # 0, ogni db

tale che b + db # 0 e ogni JA tale che cy(A) g, < 1 si ha:

Br o (ex + &)
1 - c;(4) &,
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(2.25) Definizione (norma in uno spazio vettoriale).



Sia V uno spazio vettoriale su R. Una funzione N:V → R è una norma in V se verifica le seguenti condizioni:



(1) per ogni v ∈ V, N(v) ⩾ 0  e  N(v) = 0 ⇔ v = 0;

(2) per ogni v ∈ V ed ogni α ∈ R si ha: N(α v) = |α| N(v);

(3) per ogni v,w ∈ V si ha: N(v + w) ⩽ N(v) + N(w).



La coppia V,N si chiama spazio normato.



(2.26) Esempio (norme usuali in Rn).



Siano V = Rn e v = [v1,...,vn] ∈ V. Le funzioni:



		N1:Rn → R definita da N1(v) = |v1| + ... + |vn|



		N2:Rn → R definita da N2(v) = sqrt( v12 + ... + vn2 )



		N∞:Rn → R definita da N∞(v) = max{ |v1|,...,|vn| }







sono norme in Rn.



(2.27) Esercizio (per casa).



Dimostrare che le funzioni N1 ed N∞ verificano le proprietà della Definizione (2.25).



(2.28) Definizione (intorno sferico).



Siano Rn,N uno spazio normato, v ∈ Rn e r ∈ R. L’insieme:



IN(v,r) = { x ∈ Rn tali che N(x – v) ⩽ r }



si chiama intorno sferico di centro v e raggio r. Nella figura seguente sono rappresentati in nero l’intorno I2(0,1), in blu I∞(0,1), in rosso I1(0,1), nel caso n = 2.

























(2.29) Definizione (norma di matrice).



Siano Rn,N uno spazio normato e A ∈ Rn × n. La quantità:

∥ A ∥N = max{ N(A v), N(v) = 1 }



si chiama norma N di A.



(2.30) Proprietà (della norma di matrice).



(I) Si osservi che la norma N di A è ben definita: il sottoinsieme S dei vettori v di Rn

 definito da N(v) = 1 è chiuso e limitato e la funzione v → N(A v) è continua. Per il

 Teorema di Weierstrass, quest’ultima ha massimo e minimo su S. In particolare:



esiste y ∈ Rn tale che N(y) = 1 e ∥ A ∥N = N(A y)



(IIa) Per ogni A ∈ Rn × n e v ∈ Rn si ha:



N(A v) ⩽ ∥ A ∥N N(v)



 Infatti: La relazione è certamente vera se v = 0. Se v ≠ 0 si ha:



N(A v) = N( A N(v) vers(v) )1 Siano Rn,N uno spazio normato e v ∈ Rn un vettore non nullo. Allora:    vers(v) =v    	è il versore di v. Ovviamente si ha N(vers(v)) = 1.  = N( N(v) A vers(v) ) = N(v) N(A vers(v))



 Inoltre, per la definizione di norma N di A: N(A vers(v)) ⩽ ∥ A ∥N, dunque:



N(A v) ⩽ ∥ A ∥N N(v)



(IIb) Esiste w ∈ Rn tale che:

N(A w) = ∥ A ∥N N(w)



 Per la proprietà (I), esiste y ∈ Rn tale che N(y) = 1 e ∥ A ∥N = N(A y). Se vers(w) = 

 y si ha l’asserto.



(III) Per ogni A,B ∈ Rn × n si ha:



∥ A B ∥N ⩽ ∥ A ∥N ∥ B ∥N



 Infatti: per la proprietà (I) esiste y ∈ Rn tale che N(y) = 1 e ∥ A B ∥N = N(A B y).  

 Allora, utilizzando due volte la proprietà (II):



∥ A B ∥N = N(A B y) ⩽ ∥ A ∥N N(B y) ⩽ ∥ A ∥N ∥ B ∥N N(y) = ∥ A ∥N ∥ B ∥N





(2.31) Osservazione.



L’insieme Rn × n è, con le usuali operazioni di somma di matrici e multiplo, uno spazio vettoriale su R. Introdotta in Rn una norma N, la funzione A → ∥ A ∥N da Rn × n in R è una norma in Rn × n (questo spiega il nome dato alla funzione). Dunque, sussistono le proprietà della norma (Definizione (2.25)):



	(1) per ogni A ∈ Rn × n, ∥ A ∥N ⩾ 0  e  ∥ A ∥N = 0 ⇔ A = 0;

	(2) per ogni A ∈ Rn × n ed ogni α ∈ R si ha: ∥ α A ∥N = |α| ∥ A ∥N;

	(3) per ogni A,B ∈ Rn × n si ha: ∥ A + B ∥N ⩽ ∥ A ∥N + ∥ B ∥N.



(2.32) Osservazione (formule di calcolo della norma di una matrice).



Sia A ∈ Rn × n e siano a1,...,an le colonne di A. Si ha:



		∥ A ∥1 = max{ N1(a1),...,N1(an) }



		∥ A ∥2 = sqrt( massimo degli autovalori di AtA )2 La matrice AtA è simmetrica e semidefinita positiva. I suoi autovalori sono tutti non negativi. 



		∥ A ∥∞ = ∥ At ∥1 ovvero, dette r1,...,rn le righe di A: ∥ A ∥∞ = max{ N1(r1),...,N1(rn) }







Si osservi che mentre il calcolo di ∥ A ∥1 e ∥ A ∥∞ è elementare, quello di ∥ A ∥2 in generale non lo è.



(2.33) Esempio (condizionamento nel caso δA = 0, δb ≠ 0).



Torniamo al condizionamento della soluzione del sistema A x = b. Sia N una norma in Rn.



Supponiamo che sia δA = 0 e δb ≠ 0. Allora i vettori x* e x̂ verificano:



A x* = b  ,  A x̂ = b + δb



perciò, ricordando l’invertibilità di A, per lo scostamento δx si ha:



δx = x̂ - x* = A-1 (b + δb) – A-1 b = A-1 δb



Introducendo la misura assoluta dello scostamento N(δx) e quella della perturbazione N(δb), utilizzando la proprietà (IIa) si ottiene:



		∀ δb , N(δx) = N(A-1 δb) ⩽ ∥ A-1 ∥N N(δb)







La precedente è la migliore limitazione possibile per la misura assoluta dello scostamento in funzione della misura assoluta della perturbazione. La proprietà (IIb) mostra infatti che:

∃ δb : N(δx) = ∥ A-1 ∥N N(δb)



Se b ≠ 0 (e quindi x* ≠ 0), possiamo introdurre anche le misure relative dello scostamento εx = N(δx)/N(x*) e della perturbazione εb = N(δb)/N(b). Per tali misure si ha:



 					  N(δx)  ∥ A-1 ∥N N(δb)

εx = ----- ⩽ -------------

					  N(x*)  N(x*)



Ma:	

 						  1   ∥ A-1 ∥N

A x* = b  ⇒  N(b) = N(A x*) ⩽ ∥ A-1 ∥N N(x*)  ⇒  ----- ⩽ ------

							   N(x*)  N(b)

da cui:

		∀ δb , ∀ b ≠ 0 : εx ⩽ ∥ A-1 ∥N ∥ A ∥N  εb







La precedente è la migliore limitazione possibile per la misura relativa dello scostamento in funzione della misura relativa della perturbazione. La proprietà (IIb) mostra infatti che:

∃ δb e ∃ b ≠ 0 : εx = ∥ A-1 ∥N ∥ A ∥N  εb



(2.34) Definizione (numero di condizionamento di una matrice).



Sia A ∈ Rn × n una matrice invertibile e N una norma in Rn. Il numero:



cN(A) = ∥ A-1 ∥N ∥ A ∥N



si chiama numero di condizionamento di A (in norma N).



(2.35) Osservazione.



Poiché A-1 A = I, si ha (usando la proprietà (III) di (2.30)):



∥ I ∥N = ∥ A-1 A ∥N  ⩽ ∥ A-1 ∥N ∥ A ∥N



Per definizione si ha poi:



∥ I ∥N = max{ N(I v), N(v) = 1 } = max{ N(v), N(v) = 1 } = 1

e quindi:

cN(A) = ∥ A-1 ∥N ∥ A ∥N ⩾ 1



(2.36) Teorema (di condizionamento).



Siano A ∈ Rn × n una matrice invertibile e N una norma in Rn. Allora: per ogni b ≠ 0, ogni δb tale che b + δb ≠ 0 e ogni δA tale che cN(A) εA < 1 si ha:



		 cN(A)

εx ⩽ ------------ (εA + εb)

  1 - cN(A) εA







