Lezione 24

In questa lezione si discute 1'uso del calcolatore per la realizzazione delle procedure SA, SI ed EGP
e si inizia la descrizione di un procedimento per la ricerca di una fattorizzazione QR di una matrice.
Le parti di testo in magenta sono asserti omessi in classe.

(E) Uso del calcolatore

Si ricordi che, assegnata una matrice A € R™*"™ ed una colonna b € R", il procedimento di ricerca
della soluzione del sistema di equazioni lineari Ax = b basato sulla fattorizzazione LR consiste dei
seguenti passi: (1) Applicazione ad A della procedura EGP; (2) Se il passo precedente ¢ terminato
correttamente determinando la terna di matrici S, D, P: applicazione della procedura SA per il
calcolo della soluzione ¢ del sistema Sz = Pb; (3) Se d,,,, # 0: applicazione della procedura SI per
il calcolo della soluzione x* del sistema Dx = c. 1l vettore finale ¢ la soluzione del sistema Az = b.

Utilizzando il calcolatore (che, si ricordi, opera in F(8,m)), il procedimento si modifica co-
me segue: (0) I dati A e b del sistema si trasformano in A e b, matrice e colonna di elementi
rd(a;j),rd(b;),4,5 = 1,...,n; (1) Applicazione ad A della procedura EGP, realizzazione di EGP;
(2) Se il passo precedente ¢ terminato correttamente determinando la terna di matrici S , ﬁ, P: ap-
plicazione della procedura SA, realizzazione di SA, alla coppia S, Pb per il calcolo del vettore ¢
(3) Se dn # 0: applicazione della procedura SI, realizzazione di SI, alla coppia D, ¢ per il calcolo
del vettore Z. Il vettore finale & utilizzato per approssimare x*.

Ci proponiamo di studiare I'accuratezza dell’approssimazione.

o (sservazione

— Interpretazione di SI.

Siano T' € R?*? una matrice triangolare superiore invertibile e ¢ € R?. Operando in R
la procedura SI determina la soluzione del sistema:

t11 t12 T | _ | a
0 too To C2

calcolando:

(1) 22 = ca/tan;
(2) S§1 =¢C — t12$2 (§ pOl T = Sl/tll ovvero: r; = (Cl — tuxg)/tu.

Operando con il calcolatore, supponendo che gli elementi di T e ¢ siano numeri di
macchina, la procedura SI calcola:

(1) & = ca @ tay;
(2) 01 =c1 0 (t12®&) e poi & = 01 D t11.

Ricordando la definizione di pseudo-operazioni aritmetiche si ha: esistono e1,...,eq4 € R
con |eg | <wuper k=1,...,4 tali che:

522(1+61)02/t22 s O'1=(1+€3) (Cl—(1+€2)t12€2) e 512(14—64)01/1511
Posto poi:
thy =ta/(1+e1) , tiy=(l+e)tia e thy =tu/((1+es)(l+ea))

si ottiene:
Er =cofthy e & = (c1 —t)pb)/th

ovvero SI(T,c) & la soluzione del sistema:
1t | _ | a
0 t/22 ) C2

I~ I~ I~
t22 ~ t22 5 t12 ~ t12 e tll ~ tll

con:



In generale si dimostra la seguente interpretazione:
SI(T,c) = SI(T",¢) con T triangolare superiore tale che t;; ~ t;; per ogni 4, j

L’interpretazione mostra anche che ’algoritmo SI & stabile quando utilizzato per appros-
simare la funzione SI. Piu precisamente, I’algoritmo & stabile all’indietro: per ogni dato
X, SI fornisce il valore della funzione SI in un punto vicino a X. Si ricordi che la sta-
bilita richiede, per ogni dato X, che ’algoritmo di fornisca un’approssimazione accurata
del valore della funzione in un punto vicino ad X.

— Inadeguatezza della procedura EGP.
Si & visto che: z* = SI(D, ¢) e & = SI(D, &) = SI(D’, ¢). Per giudicare Paccuratezza di &
come approssimazione di z* occorre studiare il condizionamento del calcolo della soluzione
del sistema Dz = ¢, ovvero indagare il numero di condizionamento della matrice D.
*x Esempio
Sia a € (0,1) e:

O =
—_

Allora:
- La procedura EGP applicata ad A termina correttamente e produce:

s [ t] . oe[s b e

- Si ottiene:

I [ 1/a 1a]

Il numero di condizionamento di D, utilizzando ad esempio la norma infinito in
R? & quindi:

_ a—+1
(D)= | D7 | D)= 2%
Allora:
lim ¢(D) = 400
a—0
Inoltre:
410 1
A7 = [ 1 —a
e:

c(Ad)=(1+a)?<3

Per « sufficientemente piccolo, il fattore destro D prodotto dalla procedura EGP
ha numero di condizionamento arbitrariamente piu alto di A. Ovvero il proce-
dimento basato su EGP ha trasformato il sistema Ax = b, con buone proprieta
di condizionamento, nel sistema equivalente Dx = c¢ che ha pero proprieta di
condizionamento, per « piccolo, pessime.

La procedura EGP, soddisfacente quando si opera in R, risulta inadeguata quando si
opera in F(8,m).

e La procedura EGPP.

Per ovviare al problema evidenziato nell’Esempio, si modifica la procedura EGP. Precisamente:
Al passo k-esimo si determina lindice j > k tale che:

k k
max{ [l |,...,[a®) |} = |

I sej=k
P, =
P sej>k

(k) |
Ik

e St pone:



La procedura cosl ottenuta si chiama EGPP (Eliminazione di Gauss con Pivotong Parziale).
Applicata alla matrice A dell’ultimo Esempio termina correttamente e fornisce:

BGPP(4) = ( [ L0 } 1 Pi)

a 1

e quindi ¢(D) = 1.
In generale si ha:

— Teorema.

Per ogni numero intero positivo n esiste un numero reale k,, (che dipende dalla norma
scelta in R™) tale che: la procedura EGPP applicata ad A € R™*" invertibile termina
correttamente e produce un fattore destro D con ¢(D) < ki, c(A).

e Dimostrazione.
Sia EGPP(4) = (S, D, P). Allora:

D=S"1'PA ¢ D '=A"1tpPp g

Scelta in R™ una tra le norme N, Ny e N, per ogni matrice di permutazione M si ha:
|| M =1 e quindi:
e(D) < c(S) e(A)

La tecnica del pivoting parziale garantisce che per ogni k = 1,...,n— 1 il valore assoluto degli
elementi non nulli della matrice H, mon supera uno. Allora lo stesso vale per gli elementi
della matrice S. Quindi:

[Sli<n e [[S]e<n

Per ogni matrice A si ha: || A|la < /|| AJ1]| A]|co. Allora si ha anche:
1S5 ]l2 <n
Inoltre si ha:

S=ppP'Hyt---PYHY, = S'=H, P, - -HPP!

n—1

da cui:
HS_l Hoo < ”anl ||oc HHl ||oc <2---2= 2”_1

Per ogni A € R™*" si ha: [|A|1 < vnl||Al2e| A2 < vl A|s. Dunque:

H S—l Hl < n 27:,—1 e H S—l HZ < \/5271,—1
Dalle disuguaglianze ottenute si ricava:
() <n?2"t | e(S) <ntPonTt | e o(S) =n2n !

da cui 'asserto.

(F) Ricerca di fattorizzazioni QR

L’esempio seguente descrive un procedimento di ricerca di una fattorizzazione QR di un’assegnata
matrice.
e FEsempio

Si consideri R? con prodotto scalare canonico (per ogni a,b € R3: a-b=b"a). Sia A € R3*3
di colonne a1, as, as.



— Primo passo

Si cercano Q = (wi,wa,ws) € R**3 a colonne ortogonali e © € R3*3 triangolare superiore
con O =1, k=1,2,3, tali che Q© = A, ovvero tali che:

wi=a , wbptws=as , wifiz+ webiz+ ws =agz
Se esistono matrici siffatte, allora necessariamente:
wy=a; , wy=ay—wiby , wz=az—wilz— walhs
Inoltre:
wy-wa =0 seesolose (wy-wi)biz=as wp
wg-w; =0 seesolose (wy-wy)biz+ (w2 wi)bes=asz-w

w3 wy =0 seesolose (wg-ws)biz+ (wa-wy)bas=as-ws
La procedura seguente determina 2 e © con le proprieta richieste se e solo se le prime
due colonne di A sono linearmente indipendenti:
* W1 = ap,
* se w; = 0 allora: interrompi la costruzione;

. . a2 - Wi
altrimenti: 015 = s Wo = ag — wif19;
w1 - w1
ag - Wi
* O3 = ;
w1 - W1
* se wo = 0 allora: interrompi la costruzione;
. . ag - W2
altrimenti: O3 = ;W3 = ag — w1613 — OJ2923;
W * W2
1 012 013
x* Q= (wl,wg,ng,) 5 e = 0 1 923
0 0 1

Esercizi

1. Siano T € R?*? una matrice triangolare inferiore invertibile e ¢ € R2. Mostrare che, suppo-
nendo che gli elementi di T e c siano numeri di macchina, la realizzazione SA della procedura
di sostituzione in avanti SA ammette un’interpretazione simile a quella di SI:

SA(T,c) = SA(T',¢) con T’ triangolare inferiore tale che t}; ~ t;; per ogni 4, j

2. Sia:

b
Il
N = O
—
NG )

Determinare EGPP(A).

Soluzione:
1 0 0 2 1 4 0 0 1
S=]10 1 0 , D=0 1 0 , P=Py3Pi3=|1 0 0
i 11 00 -1 010
3. Sia:
0 1 6
A= 1 -1 1
2 3 2

Utilizzare la procedura descritta nell’Esempio finale per cercare € € R3*3 a colonne ortogonali
e © € R3*3 triangolare superiore con O, = 1, k = 1,2, 3, tali che Q0 = A.



