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Problema 1

Determinare quanti elementi di F(2,9) N [3,2] hanno esponente uno in base due.

Problema 2

Siano A € R™™ una matrice invertibile e B = (by,...,b,) € R™". Indicare un procedi-
mento che, utilizzando SA, ST ed EGP, determina la matrice X = (x1,...,x,) € R™™" tale
che:

AX =B
e calcolare il costo aritmetico del procedimento in funzione di n ed 7.

Problema 3

La massa m di un corpo omogeneo di densita p ¢ proporzionale al volume V:
m = pV

Da alcune misure su vari oggetti costituiti di uno stesso materiale omogeneo si ottengono i
dati:

Vi1 2 |4

m | 3.5]6.25 ] 11

Determinare il valore p* della densita che individua, tra tutte le funzioni della forma pV,
quella che meglio approssima i dati nel senso dei minimi quadrati.



Soluzione

Problema 1

Indichiamo con Bj l'insieme degli elementi di F'(2,9) con esponente uno. Poiché sia l’elemen-
to pilt piccolo di By, 21 0.1, che il piti grande, 21 0.1---1 = 7(2), appartengono all'intervallo
[£,2], si ha By C [3,2]. Dunque gli elementi cercati sono tanti quanti i possibili valori della
frazione in F(2,9), ovvero: 28 = 256.

Problema 2

Per k =1,...,r la colonna xj, € la soluzione del sistema Az = bg. Allora, tenuto conto che
tutti i sistemi da risolvere hanno la stessa matrice dei coefficienti, il procedimento é:

[S, D, P] = EGP(A)

per k=1,...,r ripeti:
¢ = SA(S, Pby);
z = SI(D, ¢);

X=(x1...,2).
Il costo del procedimento eé:
costo EGP + r(costo SA + costo SI)

Oovvero:
2.3 1

z 1.2 1 2
3n 5N 6n+27"n

Problema 3

Il valore p* cercato e la soluzione nel senso dei minimi quadrati del sistema che traduce le
condizioni di interpolazione:

1 3.5
2 |p=1 6.25
4 11

ovvero la soluzione del sistema delle equazioni normali:
21p =60

quindi:
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Problema 1

Siano rd la funzione arrotondamento in M = F'(2,53) e § la funzione errore assoluto definita,
per ogni numero reale x, da:

Determinare:

Problema 2

Sia H € R**4 la matrice elementare di Gauss tale che:

1 1 1 X X X X

-1 0 1 -1 0 X X X

H 01 2 —1| |0 x x x
1 0 0 2 0 X X X

Dopo aver determinato H e completato l'uguaglianza (ovvero determinato tutti i valori
degli elementi indicati con x), calcolare H™! e coo(H).

Problema 3
Sia f: (0,400) — R la funzione definita da:

f(z)=lnzx—e"

Dopo aver determinato il numero di zeri di f ed averli separati, per ciascuno zero si
decida se il metodo di Newton sia utilizzabile per 'approssimazione e, in caso affermetivo, si
indichi un valore x( a partire dal quale la successione generata dal metodo risulti convergente
allo zero.



Soluzione

Problema 1

Sia b ’esponente in base § di x. Allora si ha:

|6(z) | < 385
e l'uguaglianza sussiste ogni volta che x € equidistante dai due elementi di M ad esso
adiacenti. Nel caso in esame si ha § =2,m =53 e 1 < b < 2, quindi:

max |§(z)| =225 =272

z€[1,3]

Problema 2

L’uguaglianza determina un’unica matrice elementare di Gauss:

1 0 00
1100
H= 0 01 O
-1 0 0 1
Si ottiene allora:
1 1 1 1 1 1 1 1
-1 0 1 -1 0 1 2
H 01 2 -1 ] o0 1 2 -1
1 0 0 2 0o -1 -1 1
Infine:
1 0 0 O
-1 1 00
-1 _
o = 0 01 O0
1 0 01

e Coo(H) = | H||oo| H ! oo =22 =4.

Problema 3

La funzione f ha derivate di ordine comunque elevato. In particolare:

1 1
fl(@) = 7 e c )= 2 ¢ !

Dalla prima uguaglianza si deduce che per ogni z nel dominio di f si ha f/(z) > 0, dunque
f ha al piu uno zero. Osservando i grafici delle funzioni y =Inz e y = e~ si deduce che f
ha uno zero « separato dall’intervallo [1, e].

Poiché si ha certamente f/'(«) # 0, il metodo di Newton ¢ certamente utilizzabile e,
essendo f”(z) < 0 per ogni z € [1, €] un valore iniziale che garantisce la convergenza della
successione generata dal metodo di Newton ¢ xg = 1.
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Problema 1

Siano M = F(2,3),& = % ey = %. Dopo aver verificato che & e & sono elementi di M,
determinare & ® &.

Problema 2

Siano z* la soluzione del sistema Ax = b e & la soluzione del sistema perturbato Ax = b+ 4db.
Posto che:

e le colonne b, b sono tali che:
_lobl _

€ = 35
16111

30
determinare una limitazione superiore per la misura relativa dello scostamento éz = z* — Z:

_ 1oz

IE

X
e rappresentare su un piano cartesiano ’insieme dei possibili valori di z.

Problema 3
Si consideri I’equazione:

et —1l=x+1

Determinare il numero di soluzioni dell’equazione, separarle, e per ciascuna di esse decidere
se il metodo iterativo definito da:
h(z) =e" —2

sia utilizzabile per ’approssimazione.



Soluzione

Problema 1
In base due si ha: sette = 111 e tre = 11. Allora:

7 _ 9l 3 _ o1
1=2011 , £=27011
ed entrambi risultano elementi di F'(2,3).
Si ha poi:
T®3=1d(210.111-2710.11) = rd(0.10101) = 0.101 = 2
Problema 2

Il Teorema di Condizionamento afferma che per ogni b ed ogni b si ha:
o <c(A)e =10 55 =1
Essendo poi || z*||; = 3 la limitazione ottenuta e equivalente a:
Jozlhi <i-3=1
Ricordato che dx = & — 2*, I'insieme dei possibili valori di Z, facilmente rappresentabile, é:
t=x"+dxr con bz e 1(0,1)

ovvero I (z*,1).

Problema 3

Rappresentati i grafici delle funzioni y = ¢* — 1 e y = = + 1 si constata facilmente che
I’equazione ha due soluzioni:

a] € [—2, —1] , Q9 € [0,2]

Verificato che 'equazione h(z) = x ¢ equivalente all’equazione data, e quindi i punti
uniti di A sono oy e a9, si constata immediatamente per via grafica che si ha:

0<h(ag)<1l e h(ag)>1

Se ne deduce che il metodo iterativo definito da h ¢é wutilizzabile per approssimare oy (e
risulta avere ordine di convergenza uno) e non é utilizzabile per approssimare «o.
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Problema 1

Sia M = F(2,4). Determinare rd(%) e decidere se
5(3) < gt

Problema 2

Sia f(x) = 2% — 6.

(a) Dopo aver determinato il numero di zeri di f, per ciascuno di essi decidere se il metodo
di Newton sia utilizzabile per ’approssimazione.

(b) Sia zp > 0. Dimostrare che la successione zj, generata dal metodo di Newton applicato
a f a partire da xo converge ad uno zero di f.

Problema 3
Sia f(t) =t — 2.

(a) Determinare l’elemento p* di P>(R) che meglio approssima nel senso dei minimi
quadrati i campioni di f agli istanti tg = 0,¢; = %, ta =1.

(b) Calcolare lo scarto quadratico SQ(p*).



Soluzione

Problema 1
Poiché:
8 =210.100

i due elementi di M adiacenti ad % sono:
£ =2%0.1001 , & =2%0.1010
Detto poi m il punto medio dell’intervallo di estremi &_, &, si ha:

m=2'0.10011 e 2<m

dunque:
rd(8) = ¢ =210.1001 = §
Infine:
5§ = xa3) - §| = d < = 4o
Problema 2

(a) Si deduce immediatamente per via grafica che I’equazione ha due zeri: a; < 0e ag > 0.
Poiché
f'(w) =427

si ha certamente f'(ag) < 0 e f'(ag) > 0, dunque il metodo di Newton & certamente
utilizzabile per approssimare i due zeri.

(b) Siano a € (0, a2) e y > ag. Poiché per ogni z € [a,y] si ha f'(z) > 0e f’(z) = 1222 > 0,
il criterio di scelta del punto iniziale per il metodo di Newton prova che la successione
generata dal metodo a partire da y converge ad as. Questo mostra 'asserto per xg > «o.
Se xg = ap lasserto & evidente. Sia, infine, 2y € (0, ag). Si verifica immediatamente (anche
per via grafica) che per il secondo elemento, x1, della successione generata dal metodo di
Newton si ha x; > a2. Dunque, per quanto mostrato sopra, la successione generata a
partire da z; converge ad ag. Questo prova che anche la successione generata a partire da
o converge ad as..

Problema 3
Poiché f interpola i dati e f € Py(R), si ha certamente SQ(f) = 0. Allora p* = f e
SQ(p*) = 0.
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Problema 1
Siano M = F(2,4) e:
A={¢e M taliche 1 <&<123}

Determinare il numero di elementi di A e max A.

Problema 2
Sia:

—_ = O =
— =0 O
_ O = O
S O = =

Determinare EGP(A) ed utilizzare il risultato per calcolare det A.

Problema 3

Determinare tutti gli elementi di P>(R) che interpolano i dati:

(0,0) , (1,0)



Soluzione

Problema 1

Poiché 1 = 210.1 e 123 = 270.1111011, gli elementi di A sono tutti gli elementi di F(2,4)
da 1 a270.1111. Per ogni k € Z, sia By, I'insieme di tutti gli elementi positivi di F(2,4)
con esponente k. Essendo 1 = min By e 270.1111 = max By si ha: A = By U---U Bs.
Considerato che per ogni k 'insieme Bj ha 8 elementi, si conclude che: A ha 56 elementi.
Inoltre: max A = 270.1111 = 120.

Problema 2

Si ottiene:

P:P23 ) S =

_ O =
—_ O = O
—= = O O
_ o o o
[ R
O O = O
O = O O
|

Dal Teorema di Binet, essendo PA = SD, si ottiene poi: det A = det PT det Sdet D = —1.

Problema 3

Il problema ¢ lineare di interpolazione. Le coordinate rispetto alla base di Newton di P>(R):
1, =z , z(z—-1)
degli elementi cercati sono le soluzioni del sistema:
100 0
][0

Quest’ultimo sistema ha infinite soluzioni, descritte parametricamente da:

al| 0 , a€R
1

Gli elementi di P>(R) che interpolano i dati sono dunque infiniti e descritti parametrica-
mente da:
ax(z—1) , a€eR
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Problema 1
Siano My = F(2,10) e Mo = F(10,4). Posto:

Ay ={& e Mytaliche 1 <£<2}

Aqg :{f € Myg tali che 1 < £ < 2}
decidere quale tra gli insiemi Ay e Ajg ha un numero maggiore di elementi.

Problema 2

Siano A, B € R™ "™ matrici invertibili e y € R™. Siano poi (U,T) una fattorizzazione QR
di A e (S5,D) una fattorizzazione LR di B. Indicare un procedimento che, utilizzando le
funzioni ST ed SA, determina la soluzione del sistema di equazioni ABx = y.

Problema 3

Sia F' = span{ 1,27 }. Determinare I’elemento f* € F' che meglio approssima i dati
(07 ]-) 9 (Oa 71) ) (2? O)

nel senso dei minimi quadrati e calcolare SQ(f*).



Soluzione

Problema 1
Poiché:
1=2'01=10'01 e 2=2%0.1=10'0.2
si ha: Aj @ costituito da tutti gli elementi positivi di (2, 10) con esponente uno e da 220.1,

e: Ajp ¢ costituito da tutti gli elementi di (10, 4) da 10' 0.1 a 10! 0.2. Dunque gli elementi
di A5 sono 513 e quelli di Ajg sono 1001: ['insieme A1g ha pit elementi di As.

Problema 2

Il procedimento:

(1) ¢=SUT,UTy);

(2) d=SA(S,c);

(3) z*=SI(D,d)

determina la soluzione del sistema ABx = y. Si ha infatti: Dz* =d, Sd=ce Tc=U"y.
Dunque: y =UTc=UTSd =UTSDz* = ABx*.

Si osservi che il procedimento termina certamente perché I'invertibilita di A e B garan-
tisce quella dei fattori T e D.

Problema 3

Le coordinate (rispetto ai generatori 1,2%) degli elementi cercati sono le componenti delle
soluzioni nel senso dei minimi quadrati del sistema:

11 1
1 1 |la=] -1
1 4 0

ovvero le componenti delle soluzioni del sistema delle equazioni normali:
3 6 10
6 18 |“ |0

Quest’ultimo sistema ha una sola soluzione: il vettore nullo. Esiste dunque un solo elemento
che meglio approssima i dati nel senso dei minimi quadrati:

fH(x) =0

e si ha: SQ(f*) = (-1)2+12+02=2.



