UNIVERSITA DI P1SA
DIPARTIMENTO DI MATEMATICA

Calcolo Numerico
Corso di Laurea in Ingegneria Elettronica

Appello del 14 gennaio 2016

Problema 1

Siano rds la funzione arrotondamento in F'(2,5), rd;o la funzione arrotondamento in F'(10, 2)
e x € R tale che: rda(x) = rdjo(x) = 2. Determinare il pit piccolo intervallo che certamente
contiene x.

Problema 2

Si consideri R? con la norma infinito e siano:
11
A =
]

_ léel _ 4

b =10 , &= =
[y

e b,0b € R? tali che:

(A) Disegnare in un piano cartesiano 'insieme di tutti i possibili vettori db.
Dette x* la soluzione del sistema Az = b e x* + dx la soluzione del sistema Az = b+ db:
(B) determinare il massimo valore possibile di:

_ 1ozl

ES

€d

Problema 3

Determinare le soluzioni nel senso dei minimi quadrati del sistema:

1 1 2
0 1|lxz=11
-1 0 0



Soluzione

Problema 1

Siano 7o e o9, rispettivamente, le funzioni predecessore e successore in F'(2,5) e w9 e 019,
rispettivamente, le funzioni predecessore e successore in F'(10,2). Si ha:

rda(v) =2 & we [M?” ; "2(3”2} — 1

I‘dlo(l‘) =2&zxc |:7r10(22)+2 ; 010(22)+2:| = I
dunque il pit piccolo intervallo che certamente contiene x & Iy N I1g. Si ottiene:
1. 1 _ 5 . 5
L=[2-%;:2+1] e lo=[2— 1552+ )
Considerato che 3—12 < % < 1—16 si ha (aiutarsi con un disegno):

NIy =[2—35: 24 105] = [1.96875; 2.05]

Problema 2
(A) Essendo ||b| =10 e €, = 55, i possibili vettori 6b sono quelli sul bordo dell'intorno di
centro 0 e raggio 1 rappresentato in Figura 1.
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Figura 1: In rosso: il bordo dell’intorno di centro 0 e raggio 1. La losanga ¢ il centro 0.

(B) Per il Teorema di condizionamento: assegnata una matrice A (1) per ogni b e b si ha:
eq < c(A)ey

e (2) esistono b e 6b tali che:
eq = c(A)ep
Nel caso in esame, dopo aver determinato:

4 [0 1
=[]



si ottiene ¢(A) = 2-2 = 4 e quindi il massimo valore di g ¢ 2.
Nota. Il massimo valore di €4 si ottiene, ad esempio, per:

-]+ oo[¥]

Infatti:
max|| gp =1 [| 0 ||
max = — -

I8b =1, b]|=10 min =10 [ z* ||
Inoltre: (1) essendo A §x = dbsi ha: per ogni 6b tale che || 6b || = 1 vale: || dz || = || A~16b || <
| A= ||| 6b|| = 2 e per il 6b riportato sopra vale: || A=15b| = || A= || 6b ] ovvero | dz || =
| A= |I6b] = 2; (2) essendo Az* = b si ha: per ogni b tale che ||b| = 10 vale: | b =
|| Az* || < || Al ||z* || e quindi || z* || > H =5 e per ¥ = A1, con b quello riportato
sopra, vale: || Az*| = || A] || «*| ovvero || z*| = |||Z||‘| = 5.
Problema 3

Le soluzioni nel senso dei minimi quadrati del sistema sono le soluzioni del sistema delle

equazioni normali:
2 1 ]2
12773

Si ottiene un’unica soluzione (come atteso):
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Problema 1
Sia M = F(2,53). Dimostrare che: se rd(z) > 2 allora x > 2.

Problema 2
Applicando la procedura EGPP ad A € R3*3 si ottiene:

100 2 1 0 100
EGPP(A)=(|1 10,01 1|,[0 10
111 00 —1 00 1

Calcolare det A, A71 e coo(A).

Problema 3
Sia f(z) =2z —e ¥ —2.

(a) Determinare il numero di zeri di f e separarli.

(b) Per ciascuno zero di f, decidere se il metodo di Newton sia utilizzabile per ’approssi-
magzione e, in caso affermativo, indicare un valore xq a partire dal quale la successione
generata da tale metodo, operando in R, risulta convergente allo zero.

(c) Sia zj la successione generata dal metodo di Newton a partire da zp = 1, operando
in R. Determinare

lim Tk
k—o00



Soluzione

Problema 1

Si ha: rd(z) >2 < x>
2.

2+a( ) 2+o(2) 2+0(2)

Inoltre: o(2) >2 = > 2. Dunque: = > >

Problema 2
Dette, nell’ordine S, D e P le tre matrici ottenute da EGPP, si constata che P = I e quindi
A = SD. Ne segue subito che det A = det Sdet D = —2 e quindi A ¢ invertibile.

L’inversa vale A= = D71S~! ed utilizzando, ad esempio, le procedure SA ed SI si
ottiene:

[ 1 0 0
St=|-1 10
0 -1 1
e

r1r o_1 _1
2 2 2
Dl'=]10 1 1
0 0 -1

Allora: -~
10 —3
A= -10 1
| 01 -1

Il numero di condizionamento di A in norma infinito vale coo(A4) = || A|looll A7 || co-

Dopo aver calcolato:
210
A=SD=1|2 2 1
2 20
si ottiene || Aljoo = 5, || A7} [|oo = 2 € quindi ¢y (A4) =

Problema 3

(a) Poiché la derivata prima f’(z) = 1+ e~ & non zero per ogni x reale, la funzione f ha
al pit uno zero. Inoltre:

F2) =—e2<0 e fB)=1-—>0

3
e quindi f ha uno zero: a € [2,3].
(b) La funzione f ha derivata seconda continua e la derivata prima ¢ non zero per ogni
x reale, quindi f'(«) # 0 ed il metodo di Newton & utilizzabile per approssimare lo zero.
Inoltre f”(xz) = —e™™ # 0 per ogni z reale e quindi & utilizzabile anche il criterio di scelta
del punto iniziale specifico per il metodo di Newton e si ha: con g = 2 la successione
risulta convergente ad o e monotona crescente.
(c) Poiche I'intervallo [1, 3] verifica le ipotesi che rendono utilizzabile il criterio di scelta del
punto iniziale specifico per il metodo di Newton e f(1) f”(1) > 0 si deduce che la successione
e convergente ad o

lim zp = «
k—o0
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Problema 1

Siano M = F'(2,4) ed x = %. Determinare rd(x) e verificare che 'errore relativo commesso

approssimando z con rd(z) non supera, in valore assoluto, la precisione di macchina w.

Problema 2
Sia:

h

Il
—_ = O
N = O
_ o

Calcolare EGPP(A).

Problema 3

Determinare la migliore approssimazione dei dati:

1 2 3 4 5
y; |1 3 45 9 9

in span{ = } nel senso dei minimi quadrati.



Soluzione

Problema 1
In base due si ha: = 21-0.10001 e quindi rd(z) = 1. Allora, tenuto conto che u = % 214
1.
R.
rd(z) — z

x

16 17 1
= 1 — < u

17| 16| 17

Problema 2
Poiché le prime due colonne di A sono linearmente indipendenti, la procedura terminera
correttamente con due passi di eliminazione.

1 . . . .
(1) Essendo agl) = 0, occorre permutare le righe. Poniamo P; = Pj» ed eseguiamo il passo
di eliminazione su P; A utilizzando:

Hy =

—_ O
O = O
= o O

Si ottiene:

1
A® —mPpA= 1|0
0

=

0
1
1

(2) Essendo ag) = 0, occorre permutare le righe. Poniamo P, = P,3 ed eseguiamo il passo
di eliminazione su P,A® utilizzando: Hy = I. Si ottiene:

1 1 0
A®) = HoPo AP = | 0 1 1| =D
0 01
La matrice di permutazione finale é:
010
P=PP={0 01
1 00

Per determinare il fattore sinistro si riscrive:
D = PyHyA® = PysH PoA = A= PLH'PLD

Si ottiene infine:

1 00
S =P(PLH'P)) = PaH{'Py=|1 1 0
0 0 1
Complessivamente:
1 00 110 010
EGPP(A) = 11 0},/0 1 1(,]001
0 01 0 01 100



Problema 3

Si cerca a; € R tale che, posto p(x) = a;z, la quantita
F(a1) = (p(0) = 1)* + (p(1) = 3)* + (p(2) — 4)* + (p(3) — 5)* + (p(4) — 9)* + (p(5) — 9)

risulti minima.
I valori cercati sono le soluzioni nel senso dei minimi quadrati del sistema:

0 1

1 3

2 4

3|17 |5

4 9

L 5 L 9
— ottenuto, ad esempio, imponendo le condizioni di interpolazione p(z;) =y;,7 =0,...,5
— ovvero le soluzioni del sistema delle equazioni normali: 55a; = 107. Si ottiene un’unica
soluzione: a1 = % e quindi un unico elemento che meglio approssima i dati:
107
p(a)= o

rappresentato, insieme ai dati, in Figura 1.

Figura 1: In rosso: la migliore approssimazione dei dati nel senso dei minimi quadrati.
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Problema 1
Sia M = F(2,12). Calcolare 2 @ 5.

Problema 2
Sia:
1 1 -1 1
1 2 0 1
A= 1 1 -2 1
11 2 -1

Determiare EGP(A) ed utilizzare il risultato per calcolare det A.

Problema 3

Determinare, in span{ 1,22 }, la migliore approssimazione dei dati

(-1,1) , (0,1) , (1,1) , (2,2

nel senso dei minimi quadrati.



Soluzione

Problema 1

Sia x = % Per l’esponente b e la frazione g in base due di x si ha:

2 11 _ _ 4
s€(pg) = b=-1, g=3
Dette ¢y, co, . .. le cifre della scrittura posizionale di g in base due si ha:
%:0.6102"' = %:Cl.CQCE}"'
percié:
%:14—%:014-0.6263“- = c1=1 e %:0.6203“'
Ripetendo il ragionamento:
§—1+l—c +0 = =1 1—0
£ = 5 =C2 .C3C4 C2 = e 5 =V.03¢4
poi:
%:O+%:C3+O.C4C5--~ = c3=0 e %:0.6405”-
Infine:
%204—%2044—0.0506--- = =0 e %20.0506'--

Confrontando questa espressione con quella iniziale si ottiene:

=0.1100 e x=£%=2"'.0.1100

[SA{FEN

Gli elementi di M adiacenti ad z sono:

¢ =2"1.0.110011001100 e &;=2"1.0.110011001101
ed il punto medio p del segmento di estremi &g, &y e:

w=2"1.0.1100110011001

Poiche p < :
3277
2 — =¢;,=2"1.0.110011001101 = =——
©5=rd(r) =& 0.11001100110 10

Problema 2
Passo 1: Essendo agll) # 0 si ha Py = I. Eseguiamo il passo di eliminazione su P1A = A
utilizzando:

1 000

-1 1 00

M= _1010

-1 0 0 1

Si ottiene:

11 -1 1
@ _ _ 0 1 1 0
A H P A 00 -1 0
0 0 3 =2



Passo 2: Essendo a%) # 0si ha P, = I. Eseguiamo il passo di eliminazione su PyA®) = A2
utilizzando: Hy = I. Si ottiene: A®) = HyPyA?) = A2,

Passo 3: Essendo ag? # 0si ha P3 = I. Eseguiamo il passo di eliminazione su P3A®) = A®)
utilizzando:

1 000
010 0
Hs=149 01 0
00 3 1
Si ottiene:
11 -1 1
@) _ O B
A HyP3A 00 -1 0 D
00 0 —2

La matrice di permutazione finale e:
P=PPP =1
Per determinare il fattore sinistro si riscrive, tenuto conto che P, = P, = P3 = I:
D= H3HyH1A = A=H;'Hy'H;'D

Si ottiene infine:

10 00
S=PH{ Hy, Hy = 10 10
1 0 -3 1
Complessivamente:
1 0 00 11 -1 1
11 00 0 1 1 0
EGPP(4) = | 1, 10 10’00 -1 0
10 -3 1 00 0 -2
Problema 3

Si cercano ay,az € R tali che, posto g(z) = a1 + azx?, la quantita
F(a1,a) = (9(—=1) = 1)> + (9(0) = 1)* + (g(1) — 1)* + (9(2) — 2)?

risulti minima.
I valori cercati sono le soluzioni nel senso dei minimi quadrati del sistemas:

11 1
1 0 aq . 1
11 [@]_ 1
1 4 2

ovvero le soluzioni del sistema delle equazioni normali:

o Jln]-l0]

Si ottiene un’unica soluzione: a1 = %,ag = % e quindi un unico elemento che meglio

approssima i dati:

g(z) = 13 + 1 2*

rappresentato, insieme ai dati, in Figura 1.



Figura 1: In rosso: la migliore approssimazione dei dati nel senso dei minimi quadrati.
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Problema 1

Discutere la stabilita dell’algoritmo ¢(z1,z2,23) = rd(x1) @ (rd(z2) ® rd(z3)) quando
utilizzato per approssimare la funzione f(x1,x2,x3) = x1 + x223.

Problema 2
Sia: h(x) = arctan(x) + 1.

(1) Determinare il numero di punti uniti di h e separarli.

(2) Per ciascuno dei punti uniti, decidere se il metodo definito da h sia utilizzabile per I'ap-
prossimagzione e, in caso affermativo, determinare zg a partire dal quale la successione
generata dal metodo risulta, operando in R, convergente.

Problema 3

Determinare gli elementi di g € P>(R) che verificano le condizioni: g(—1) = g(1) =0 e
!/
9'(0) =1.



Soluzione

Problema 1

Per definizione di funzione arrotondamento e di pseudo-operazione aritmetica, detta u la
precisione di macchina, per ogni xa, x2, x3 si ha:

(1) esistono €1, €3 e €3 tali che:

d(x1,x9,23) = x1 (1 +€1) D <a;2(1 +e) @a3(1+ 63))

elex| <u, k=123

(2) esistono €4 e €5 tali che:

Bwr, a2,23) = (21(1+ €1) + w21+ @)as(1+ ) (1 +65) ) (1 + )
eles] <u,|es| <.

Posto: (1 +61)(1 —|—64) = (1 —|—(914), (1 —i—eg)(l +64) = (1 +024) e (1 +63)(1 +65) = (1 +035)
si ottiene infine:

d(x1, 22, 23) = 21 (1 +014) + 22(1 4 O24)23(1 4+ 035) = f(iﬂl(l+914),$2(1+924),333(1+935)>

e, per ogni i, j: |65 | < 2u + u? ~ 2u.
Dunque, per ogni xi,x9,x3, Ualgoritmo ¢(x1,x2,x3) € stabile quando utilizzato per
approssimare f(x1, 2, s3).

Problema 2
(1) Si consideri la funzione F(z) = z — h(z) = z — arctan(z) — 1. Si ha:
e Gli zeri di F' coincidono con i punti uniti di h;

e [ ¢ derivabile e:

2
x
F'(z) =
(@) 14 22
e Poiché F(0) = —1 e per ogni < 0 si ha F'(x) > 0, allora F(z) non ha zeri

nell’intervallo x < 0;

e Poiché F(3) = 2 —arctan(3) > 0 e per ogni « > 0 si ha F/(z) > 0, allora F(x) ha un
unico zero, a, nell’intervallo x > 0. Precisamente: « € (0, 3).

(2) Si ha:
1
T —
h'(x) = 22

Dunque: a € (0,3) = 0 < |h'(a)] < 1 ed il metodo definito da h é utilizzabile per
approssimare «, e risulta di ordine uno.

Per determinare un punto di partenza che garantisca la convergenza della successio-
ne, cerchiamo un intervallo che soddisfi le prime due ipotesi del Teorema di convergenza.



L’intervallo [0, 3] verifica la prima ipotesi ma non la seconda. Un intervallo che le verifica
entrambe ¢ [1, 3], che contiene « e:

per ogni x € [1,3] si ha: 0 < h'(x) < %
Allora, ogni x¢ € [1,3] genera una successione convergente ad « e monotona.

Problema 3

Scelta 1, z,2° come base di P»(R), si cercano coefficienti ag, a; e ay tali che, posto g(x) =
ap + a1x + asz? si abbia:

2

Si ottiene il sistema di equazioni lineari:

1 -1 1 ao 0
1 11 a | =10
0 10 as 1

Il sistema risulta incompatibile, dunque non esistono elementi di P,(R) che soddisfano le
richieste.
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Problema 1

Discutere il condizionamento del calcolo della funzione f(x) = (z +2)? in z > 0.

Problema 2

Si consideri R* con la norma infinito e siano:

1 2 0 2
0120
A_0012
0 001

b€ R* tale che || b|| =2 e

S O~ N

f103-{

Dette x* la soluzione del sistema Ax = b e * + dx la soluzione del sistema Ax =b+ f,
determinare una limitazione superiore per:

Problema 3

Determinare la migliore approssimazione dei dati:
0,1) , (1,4) , (2,6) , (3,10)

in span { 2” } nel senso dei minimi quadrati.



Soluzione

Problema 1

Per x > 01l numero di condizionamento (definito perche f € non nulla ed ha derivata prima
continua) vale:

_ fi@) - 22
C(f’x)_$f(x) T T2
Poiché: .
x>0 = 0<——«1
T+ 2

per ogni x > 0 si ha | ¢(f,z)| < 2. Dunque: il calcolo di f in x é ben condizionato per ogni
x> 0.

Problema 2

Per il Teorema di condizionamento: assegnata una matrice A, per ogni b ed f si ha:

[mal
€d < C(A) W
Nel caso in esame, dopo aver determinato:
1] -3
—— =10
o]
e:
1 -2 4 -10
0o 1 -2 4
-1 _
AT = o o0 1 =2
0 0 O 1

si ottiene ¢(A) = 5- 17 = 85 e quindi una limitazione superiore per eq ¢ 8.5 - 1072,

Nota. Una limitazione pil precisa si ottiene considerando che:

0

. L |1

ox=A""f=10""" 0

0

e che essendo Az* =bsiha || b] = | Az || < ||A]l||z* || e quindi || z* || > |||fl|||| Allora:
o Al Al 1073
el AT g WAL 10
[ I (o 1o]] 2

Problema 3

Si cerca a € R tale che, posto g(z) = 2%, risulti minimo lo scarto quadratico:

(9(0) = 1)* + (9(1) — 4)* + (9(2) — 6)* + (9(3) — 10)*



I valori cercati sono le soluzioni nel senso dei minimi quadrati del sistema:

85a = 113. Si ottiene un’unica

e quindi un unico elemento che meglio approssima i dati:

ovvero le soluzioni del sistema delle equazioni normali:

113
85

soluzione: a

rappresentato, insieme ai dati, in Figura 1.
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Figura 1: In rosso: la migliore approssimazione dei dati nel senso dei minimi quadrati.



