Capitolo 6

Interpolazione e
approssimazione

In molti problemi si ha a che fare con una funzione f(z) di forma non
elementare, o addirittura sconosciuta, di cui si possiede solo una tabulazione
in un numero finito di punti (sovente si tratta di misurazioni sperimentali).

In questi casi la stima di un valore di f(x), in un punto diverso da quelli
in cui e data, puo essere fatta utilizzando i dati disponibili.

Questa operazione, detta interpolazione, di solito si effettua sostituendo a
f(z) una funzione che sia facilmente calcolabile come, per esempio, un poli-
nomio. C’¢ quindi connessione fra il problema dell’interpolazione e quello piu
generale della approssimazione di una funzione f(z), cioe della sostituzione di
f(z) con una funzione pit semplice e che si discosti da f(z) il meno possibile.
Per misurare lo scostamento da f(x) esistono vari criteri che danno luogo ad
altrettanti metodi di approssimazione. In questo capitolo si descrivono alcune
tecniche di interpolazione e I’approssimazione di una funzione col metodo dei
minimi quadrati nel caso discreto.

6.1 Differenze divise

Assegnata una funzione f(z):Z CIR—IR si ha la seguente definizione.

Definizione 6.1.1 Siano zo,x1,...,24-1 € I con z; # x; se i # j; la
funzione
flzo, 1, ., T2, | — flxo, 1, .., Tp_1]
flro, o1, o opa, 2] = e 7 . . (6.1)

T — Tk—1
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ove, per k = 1, flxg,z] = f@)=fzo) = o definita Yx € T, © # x;, 1 =

r—x0

0,1,...,k—1, e si chiama differenza divisa di ordine k.

Se f(x) e derivabile su Z, la (6.1) si estende a tutto Z (cfr. Proprieta
6.8.2).
Vale il seguente teorema di espansione, dimostrabile per induzione.

Teorema 6.1.1 Sia f(x) : T CIR—IR e siano x, %1, ..., Ty € L con x; # x;
se i # j; vale lidentita

flz) = f(zo) + (x — xo) flro, z1] + (x — x0)(x — x1) f20, 21, 2]
+- 4 (r—wo)(x— 1) (¥ — wp_1) flro, x1, ..., xk]  (6.2)

+(x —xo)(x — 1) -+ (& — x) flxo, 1, - - ., Tp, ).

6.2 Interpolazione parabolica

Siano dati k 4+ 1 punti reali g, z1,..., 2, € Z, due a due distinti, in cor-
rispondenza dei quali siano noti i k+1 valori reali f(zo), f(x1),... ... , flzg).
L’interpolazione parabolica consiste nel determinare un polinomio di grado al
piu k

Pu(z) = apa® + ap_i2" N+ a4 ag (6.3)

tale che
Py(z;) = f(z;), 1=0,1,...k (6.4)

il polinomio Py (z) si chiama polinomio di interpolazione.

Nell’insieme dei polinomi del tipo (6.3) ne esiste uno ed uno solo che veri-
fica le (6.4). Infatti, imponendo che il polinomio (6.3) verifichi le (6.4) si ot-
tiene il sistema lineare di k+1 equazioni nelle k+1 incognite a;, 7 = 0,1, ... k,

a + ary + -0+ ak—lngl + akx’g = f(=o)
(6.5)
apg + axp + o+ gzt A+ oaat = f(a).
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Il sistema (6.5) ha la seguente matrice dei coefficienti

1 k-1 k

:'CO DY :L‘O :'CO
1oy - a2kt b
1 oxy - af ™t b

il cui determinante ¢ [[p<;<;<x(7; — ;) e risulta diverso da zero, essendo i
punti z; due a due distinti. Tale matrice e detta matrice di Vandermonde.
Il sistema (6.5) ha quindi un’unica soluzione e percid & unico il polinomio
cercato.

Osservazione 6.2.1 Il polinomio di interpolazione e di grado minore di %
se, nella soluzione del sistema (6.5), risulta a; = 0.

Per la costruzione di Py(z) esistono procedimenti piu pratici che non la
risoluzione del sistema (6.5). Si possono, per esempio, utilizzare le differenze
divise, in base al seguente teorema che si puo dimostrare per induzione.

Teorema 6.2.1 [[ polinomio

Py(x) = f(xo) + (x — xo) flwo, z1] + (x — xo) (x — 21) 20, 1, 22)] 66
6.6
+ ot (x—zo)(x—21) - (& — 1) f2O, 21, - -, T

verifica le condizioni (6.4).

11 polinomio (6.6) & detto polinomio di interpolazione di Newton.
Una seconda forma del polinomio di interpolazione si puo ottenere per
mezzo delle funzioni polinomiali di grado &

(x — o) (x — @) (@ — @pi) -+ (& — )
(x?“ _‘1'0)" _xrflxxr _$r+1)"'<xr _$k)

l(z) = . (6.7)

Az,
r=20,1,...,k I polinomi (6.7) godono della proprieta
lo(xs) = 6,

di conseguenza il polinomio

s, 1r,s=01,... k;
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verifica le condizioni (6.4). Ly(x) si chiama polinomio di interpolazione di
Lagrange e i polinomi (6.7) sono detti polinomi fondamentali della interpo-
lazione di Lagrange.

L’errore che si commette se si sostituisce alla funzione f(z) il polinomio
di interpolazione Py(x) o Ly(x) si ricava dalla (6.2) che puo scriversi

f(z) = P(z) + (x — x0) - - - (x — ) fwo, 1, - - -, T, X5
si ha quindi
En(z) = f(z) — Pe(z) = 7(2) flzo, 21, . . ., T, 1] | (6.8)
dove si & posto 7(z) = (z — zo)(x — 21) - - (z — ).
Teorema 6.2.2 Se f(x) € C*Y(Z) si ha

FED(E)
f(z) = Pe(z) = W(l’)m

dove
min{xg, Z1,..., T, ¢} < & < max{xg, 1,...,Tp, T} .

6.3 Interpolazione osculatoria di Hermite

Siano assegnati k + 1 punti reali zg, xy, ...,z € Z, due a due distinti, in
corrispondenza dei quali siano noti 2k + 2 valori reali f(xo), f(z1),..., f(xk),
f(xo), f(x1), ..., f'(zx); Uinterpolazione osculatoria di Hermite consiste nel
determinare un polinomio H (z) di grado al piu 2k + 1 tale che

H(z,) = f(z,), H'(x.)=f'(z,), r=0,1,... k. (6.9)
Introdotti i polinomi di grado 2k + 1
hor(z) = [1—20(z.)(z —2)]3(x), r=0,1,...,k,
(6.10)
hi(z) = (v —x)(x), r=0,1,...k,

e di semplice verifica il seguente teorema.
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Teorema 6.3.1 Il polinomio, di grado al piu 2k + 1,

H(x) = Zohw(x)f(xr) + Z_%)hlr(iﬂ)f'(xr) (6.11)

soddisfa le condizioni (6.9).

11 polinomio (6.11) & detto polinomio di interpolazione di Hermite.

I polinomi hg,(z) e hy,(x) definiti dalle (6.10) sono detti, rispettivamente,
funzioni fondamentali di prima e di seconda specie dell’interpolazione di Her-
maute.

Teorema 6.3.2 [l polinomio H(x) é unico.

DIMOSTRAZIONE. Si supponga, per assurdo, che esista un secondo polinomio
S(z) di grado al piu 2k + 1 che soddisfi le (6.9).
I1 polinomio R(z) = H(x) — S(z) e la sua derivata prima si annullano nei

k + 1 punti xg,x1,...,Tk, per cui R(x) risulta divisibile almeno per il polinomio
Q(z) = (x —20)%- - (x — x)?; cid & assurdo essendo Q(x) di grado 2k +2 ed R(z)
di grado non superiore a 2k + 1. O

Una espressione dell’errore che si commette nel sostituire alla funzione
f(z) il polinomio H(z) & data dal teorema seguente.

Teorema 6.3.3 Se f(z) € C****(T) si ha

(2k+2)
flx) — H(z) = (x—xo)Z'--(x—xk)ZM
dove
min{xg, 1, ..., o, ¢} < & < max{xg, T1,..., Tk, T} .

6.4 Interpolazione con funzioni spline

I due tipi di interpolazione esposti nei precedenti paragrafi presentano lo
svantaggio che, al crescere di k, aumenta, in generale, il grado del polinomio
di interpolazione il quale finisce per assumere una forma poco maneggevole e
puo discostarsi anche sensibilmente dalla funzione f(z) (cfr. Esempio 6.8.2).

Per ovviare a questo inconveniente si puo ricorrere alla interpolazione
mediante funzioni spline costituita da una interpolazione polinomiale a tratts
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con polinomi di ugual grado su ciascun tratto, soddisfacenti certe condizioni
di regolarita.

Siano dati £ + 1 punti reali xy < x; < --- < x in corrispondenza dei
quali siano noti k + 1 valori reali y; = f(x;), 7 =0,1,..., k. Si ha la seguente
definizione.

Definizione 6.4.1 Dicesi funzione spline di grado m, relativa ai punti xg, x1, ..
oy T, una funzione Sy, () : [xo, xx] — IR tale che:

1. S, (x) é un polinomio di grado mon superiore a m in ogni intervallo
[mi—la xi]; i=1,2,...k;

2. Sm(l’l) =Y, i:071,...,]€,'
3. Sp(x) € C™ ([0, x1]).

Nel seguito ci si limita ad analizzare il caso m = 3 che da luogo alle
cosiddette spline cubiche.

Una funzione spline cubica S3(x) ¢ composta da k polinomi p;(x), i =
1,2,...,k, di grado al piu 3; ciascun polinomio p;(z) : [x;_1,z;] =R &
definito da quattro coefficienti. S3(x) risultera quindi determinata dai 4k
coefficienti dei polinomi che la compongono. Imponendo che siano verificate
le proprieta 2 e 3, si ottengono le 4k — 2 condizioni

pl<x171) = Yi_1, 1= 1; 27 . 7k7
pz<mz>:yla i:1727"'7k7

;(xz) :p;—i-l(xz)’ 1= 1a2)7k_]‘7 (612)
p;/(wz) :pgl—l—l(fﬂz)a 1= 1a27"‘7k_ L.

i (zo) = pl(zx) =0, Spline naturale;
Pi(wo) = pi(ak) , PY(wo) = pi(ak) , Spline periodica;
Pi(zo) = yh » Pr(xr) = ys Spline vincolata,

se 1 valori yy = f'(z0) e vy, = f'(xx) sono noti.

Teorema 6.4.1 Se ¢ punti xg,...,x, sono tali che x; — x;1 = h, i =
1,2,...,k, esiste una unica funzione spline cubica naturale Ss(z).
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DIMOSTRAZIONE. Introdotti k& + 1 valori arbitrari m;, si costruiscono i polinomi
pi(z) nella forma di Hermite (6.11) a due punti con f(z,) = v, f'(z,) = my,
r=14—1,1,

xr —x;

pi(r) = {14— %(iﬁ—xi—ﬂ] ( A )22/1—1
+ {1 - %@ - 561')} (m—hle)zyz

I polinomi p;(z) verificano, per costruzione, i primi tre gruppi di condizioni (6.12)
qualunque siano i valori mg, m1,...,myg. Per determinare tali k + 1 valori si uti-
lizzano le ultime delle (6.12) e le due condizioni di spline naturale.

Essendo
2

h2
2
i (x5) = 72 B(yi—1 — vi) + h(2m; + mi—1)],

pi(zic1) = — [3(ys — yi—1) — h(mi + 2m;—1)],

si perviene al sistema lineare

o9my + my = 2 —w)
mog + 4mqp  + mso = %(?JZ — %)
mi +  4my + ms3 = Fys—wm)
(6.13)
me—o 4+ Admp_y + my = 2(yp — yp—2)
mg—1 + 2my = %(yk — Y1) -

La matrice dei coefficienti di questo sistema & a predominanza diagonale forte
per cui € non degenere. Ne discende che la soluzione esiste ed e unica, quindi
esistono, univocamente determinati, i polinomi p;(x), p2(x), ..., pp (). O

Con considerazioni analoghe alle precedenti, ’esistenza e 'unicita si puo
dimostrare anche nel caso di partizione non uniforme, cioe¢ con punti x; non
in progressione aritmetica, e per spline cubiche periodiche o vincolate (cfr.
Esempio 6.8.9).

Nel caso delle spline cubiche vincolate e per partizioni uniformi si puo
dimostrare il seguente teorema di convergenza.
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Teorema 6.4.2 Se f(z) € C*([zg, x]), allora esistono delle K, > 0, p =
0,1,2,3, tali che

max
To<x<Tg

fP(x) = 8P (@)| < K,Mih*™?, 0<p<2,

max
zi—1<z<w;

FO(@) = pP(@)| < KsMih, i=1,2.. .k,

dove My = maXy,<y<qz, f(4)(x)’.
Nelle precedenti maggiorazioni si puo assumere Ky = %, Ky = Ky = i,
K3 - 2

6.5 Interpolazione con funzioni razionali

Un altro tipo di interpolazione si ottiene mediante 1'uso di funzioni razio-
nali.

Siano dati n + m + 1 punti xg, 1, ..., Tyim, due a due distinti, in cor-
rispondenza dei quali siano noti i valori reali f(zo), f(x1),. .., f(Tnim)-
Si consideri la funzione razionale a valori reali
. P.(x)  apx™+ ap 1™+ 4 agw + ag
Ry () = = : .
Qm(x)  bpa™ + by_gz™ 1+ -+ bz + by
L’interpolazione con funzioni razionali consiste nella determinazione degli
n+m+ 2 coefficienti a;, 2 = 0,1,...,n,e b;, 1 =0,1,...,m, in modo che sia
Ry (x;) = f(x;), i=0,1,....,n+m. (6.14)

Per questo e necessario che sia
P.(x;) — f(x)Qm(z;) =0, i=0,1,....,n+m. (6.15)

La determinazione di una funzione razionale che verifichi le (6.14) ¢ quindi
ricondotta alla risoluzione del sistema lineare omogeneo (6.15) di n+m + 1
equazioni nelle n + m + 2 incognite a;, b;. 1l sistema (6.15) ¢ risolubile e
se la matrice dei coefficienti ha rango massimo, ha soluzioni non nulle che
differiscono tra loro per una costante moltiplicativa.

Tali soluzioni non possono fornire coefficienti b; tutti uguali a zero, cioe
non possono essere tali da rendere @,,(x) identicamente nullo; infatti, se cosi
fosse, P,(x) avrebbe n + m + 1 zeri quando il suo grado & al piu n.
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Se in corrispondenza alle soluzioni non nulle del sistema (6.15) si verifica

Qu(z,) =0, (6.16)

per qualche indice r compreso tra 0 e n + m, il problema dell’interpolazione
mediante funzioni razionali per quei punti non ha soluzione ed i punti per i
quali si verifica la (6.16) si dicono punti inaccessibili.

6.6 Approssimazione polinomiale

Non sempre i polinomi di interpolazione sono adatti per approssimare una
funzione continua con una data accuratezza su tutto un intervallo. Infatti,
per un noto teorema di Bernstein, dato un intervallo [a,b] e fissati in esso

k + 1 punti, con k = 1,2, ..., esiste certamente qualche funzione f(z) con-
tinua su [a, b], con la proprieta che la successione dei polinomi interpolanti
Pi(x), Py(x),..., di grado pari allindice, non converge uniformemente ad

f(x). Tuttavia, se, per una funzione continua f(x), si cerca nella classe di
tutti i polinomi, anziché fra quelli della particolare successione sopra definita,
allora esiste qualche polinomio che approssima f(z) quanto si vuole, uni-
formemente su [a, b]. Vale infatti il seguente fondamentale teorema.

Teorema 6.6.1 (di Weierstrass) Sia f(z) € C°([a,b]); allora per ogni € > 0
esiste un intero n, dipendente da €, ed un polinomio p(x) di grado al pit n,
tale che sia

| f(z) —p(x) |<e, V€ la,b]. (6.17)

Per esempio, Bernstein ha dimostrato che si possono costruire effettiva-
mente polinomi p(z) aventi la proprieta (6.17), in base al seguente teorema.

Teorema 6.6.2 Data f(z) € CO([O, 1)), si definisca il polinomio di grado n

Enj ‘(A —a)"'f ( ) (6.18)

z‘n—z
Z

allora la successione di polinomi {B,} converge uniformemente a f(x) su
[0,1].

Si noti che, effettuando nella (6.18) la sostituzione z = =2, il polinomio
trasformato B, (f;t) risulta definito su [a,b] e quindi puo sostituirsi al poli-

nomio p(z) della (6.17).
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L’approssimazione, polinomiale o no, di una funzione f(x) pud anche
ottenersi richiedendo che siano verificate proprieta diverse dalla (6.17); per
esempio, spesso nelle applicazioni si impone la proprieta che la funzione ap-
prossimante minimizzi una opportuna norma euclidea. Con questo criterio,
detto dei minimi quadrati, si possono, per esempio, costruire approssimazioni
che utilizzano un insieme discreto di punti dati [z;, f(z;)], senza necessaria-
mente imporre al grafico della funzione approssimante di passare per quei
punti, come nel caso dell’interpolazione.

6.7 Metodo dei minimi quadrati nel discreto

Siano date m + 1 funzioni ¢;(z), i =0,1,...,m, m < k, continue almeno
su un insieme Z contenente k + 1 punti z;, j = 0,1,...,k, e si abbiano i
valori f(z;) per ogni x;. Si consideri la funzione combinazione lineare delle
¢i(x)
O(z) = codo(x) + c11(x) + - -+ + ()

dove ¢; €R, i =0,1,...,m. Sivuole approssimare f(z) con ®(z).

E evidente che la funzione ®(x) dipende dalla scelta dei coefficienti ¢;. 11
metodo dei minimi quadrati consiste nello scegliere i coefficienti ¢; per i quali
la funzione

U(co,C1yenvyCm) = Z Zciqbi(xj) — f(x;) (6.19)

assume valore minimo. La funzione (6.19) rappresenta la somma degli scarti
quadratici tra la funzione ®(z) e la funzione f(x) nei punti z; e coincide con
il quadrato della norma euclidea del vettore di componenti ®(z;) — f(x;).
Da qui la denominazione del metodo.

La (6.19) ¢ una funzione continua di m + 1 variabili, per cui il punto di
minimo assoluto (se esiste) ¢ da ricercarsi tra i punti di IR™" per i quali
sono nulle tutte le derivate parziali della W rispetto a cg,cq, ..., Cp.

Si hanno quindi le relazioni

k m

Z ZQ@ z;) — f(z;)| ¢s(z;) =0, s=0,1,...,m, (6.20)

7=0 Li=0

305

che costituiscono un sistema lineare di m + 1 equazioni nelle m + 1 incognite

CoyC1y. .., Cnp.-
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Ponendo ¢ = (co,c1, ..., cm)T, b= (f(x0), f(x1), .-, flar)T,

¢o(zo) d1(z0) -+ Pm(wo)
A | Pol@) @iz) - Om(n1)

do(zr) d1(wk) -+ Dmlzr)

la (6.19) puo scriversi
U(c) = (Ac — b)T(Ac —b) = || Ac — b3, (6.21)

mentre il sistema (6.20), detto sistema delle equazioni normali, puo essere
scritto nella forma

ATAc— ATb = 0. (6.22)

Questo sistema ha soluzione, in quanto si pud dimostrare che r(ATA) =
r(ATA | ATb).

Nel caso in cui la matrice A € R ) abbia rango uguale a m + 1,
per il Teorema 2.3.1, la matrice AT A € RU"+Dx(m+1) ha determinante diverso
da zero; quindi il sistema (6.22) ha un’unica soluzione e la funzione ¥(c) ha
un unico punto stazionario. Tale punto stazionario risulta il punto di minimo
assoluto. Infatti, la matrice hessiana della (6.21) ¢ la matrice AT A che, nel
caso in esame, risulta definita positiva.

La scelta delle funzioni ¢;(x) puo, in pratica, dipendere dalla distribuzione
sul piano cartesiano dei punti di coordinate [z;, f(z;)], 7 = 0,1,...,k. Le
scelte piu comuni sono:

E+1)x (m+1

¢o(x) =1, ¢1(2) =z, do(x) = 2?,...;
po(z) = %7 ¢1(r) =cosx, ¢o(r) =sinu,
o3(x) = cos(2x), ¢4(x) =sin(2x),... ;

(b()(l') = ea(w? (bl(x) = ea1$7 ¢2(£C) = €a2x7 SRR}

(g, 1,0 .. € R, o # g, conr £ 5) .

Si ha cosl la migliore approssimazione ®(z) nel senso dei minimi quadrati
rispettivamente di tipo polinomiale, trigonometrica ed esponenziale.
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6.8 Complementi ed esempi

6.8.1 Proprieta ed applicazioni delle differenze divise

Proprieta 6.8.1 (di simmetria) Se ig,i1,...,ik, € una qualunque permu-
tazione dei numert 0,1,...,k, si ha
f[xi()axin CIEI axik] = f[x()vxl) ce ,l’k].

DIMOSTRAZIONE. La differenza divisa f[zg,z1,...,x;] € il coefficiente della
potenza z* del polinomio di interpolazione espresso dalla (6.6). Costruendo il
polinomio di interpolazione relativo ai punti x;,, x;,,...,;,, ne viene che il coef-
ficiente del termine in z* & dato da f[z;,, 2, ,. . .,2;,]. Per I'unicita del polinomio
di interpolazione si ha la tesi. O

Proprieta 6.8.2 Se f(z) € CY(Z), la funzione f[zo,x1,...,Tx_1,2] & pro-
lungabile per continuita su tutto I.

DIMOSTRAZIONE. Si procede per induzione.
Dalla Definizione 6.1.1 e dalla derivabilita di f(x) segue

lim flo 2] = Jim 2 = (@)

_ .
Jim tim PO I g
per cui le differenze divise del primo ordine risultano prolungabili per continuita
ponendo f[z;, x;] = f'(z;),i=0,1,... k.

Supposto che le differenze divise di ordine s siano continue su Z, per le differenze
divise di ordine s + 1, dalla definizione e dalla Proprieta 6.8.1, si ha

f[x()?xl?--'ax&x] - f[m7$07x17"'7x8]

_ flz,zo, 21, ..., 252, 26] — flr,20,71,. .., 25-1]
Ts — Ts—1 ’

dalla continuita del numeratore di quest’ultima frazione segue la continuita su Z
delle differenze divise di ordine s + 1 se si pone

o f[$i7$07$1> cee 7x872a$8] - f[xiamOaxly cee 71‘871]
f[xO)xlw"aIvai] - )
Ts — Ts—1

1=0,1,...,s.
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La tesi risulta cosi provata. O

Osservazione 6.8.1 Come conseguenza della Proprieta 6.8.2 si ha che,
nell’ipotesi f(z) € CY(Z), la (6.1) e la (6.2) restano valide anche quando
Zg,T1,...,T, non sono tutti distinti.

Proprieta 6.8.3 Se f(x) € C*(Z) esiste almeno un valore &, con la pro-
prieta min; x; < & < max; x;, tale che

flro, 1, ..., xx] =

DIMOSTRAZIONE. La funzione Q(x) = f(x) — Py(z) ammette come zeri i valori
xg,x1,...,%k, in quanto sono verificate le condizioni (6.4). Dal teorema di Rolle
discende che la funzione Q'(x) ha almeno k zeri distinti appartenenti all’intervallo
] min; x;, max; x;[. Analogamente, la funzione Q”(z) ammette almeno k — 1 zeri
distinti e cosi di seguito. Quindi la funzione Q(k)(a:) ammette almeno uno zero &
tale che min; ; < £ < max; x;.

Calcolando la funzione Q) (z) nel punto ¢ si ha

QW(e) = f®) (&) — PP (&) = f®) (&) — K flzg, 21, .., 24] = 0
da cul la tesi. 0

Come applicazione di questa proprieta si ottiene l'espressione data nel
Teorema 6.2.2 per lerrore Ey(x) = f(z) — Pi(x).

Per calcolare le differenze divise che intervengono nel polinomio di in-
terpolazione di Newton (6.6) si puo ricorrere alla costruzione di un quadro
delle differenze divise come in Fig. 6.1 dove nella colonna DDr sono riportate
opportune differenze divise di ordine r.

x| f(z) | DD1 DD2 DD3

zo | f(zo)

zy | f(21) | flwo, z1]

wy | f(x2) | flwo, 2] | flzo, 21, 72]

x| f(x3) | flxo, 3] | flzo, 1, 23] | flwo, 21, 22, 73]

Figura 6.1: Quadro delle differenze divise.
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Il quadro puo essere esteso quanto si vuole, osservando che ogni differenza
divisa si ottiene sottraendo al termine che si trova nella stessa riga e nella
colonna immediatamente a sinistra il primo termine di questa colonna e di-
videndo per la differenza dei corrispondenti z;.

Le differenze divise che figurano nel polinomio (6.6) sono date dal primo
termine di ciascuna colonna.

Osservazione 6.8.2 Nel caso in cui gli elementi della colonna delle differenze
di ordine r risultino tutti uguali fra loro, gli elementi delle colonne successive

sono nulli, percio il grado del polinomio di interpolazione ¢ 7.
Osservazione 6.8.3 Il valore della differenza divisa di ordine k si puo anche

ottenere direttamente dalla formula

- f(xo)
f[xo,l'l,...,xk] = (xo—xl)(xo—xg)"'(l'o—xk)
f(a1)
T —zo) @ — ) ()
f(x)

(5 — 20) (s — 1) - (5 — 75 1)
che si dimostra per induzione.
Esempio 6.8.1 E data la seguente tabella di valori

x‘O -1 2 -2 3
y[5 33 -9 11

Si vuole il polinomio di interpolazione di Newton Py(x). Dai dati si ottiene
il seguente quadro delle differenze divise

x| y | DD1 | DD2 | DD3

0 5
-1] 3 2
21 3 -1 -1
-2 1 -9 7 ) 1

3] 11 2 0 1

Le differenze divise del terzo ordine risultano uguali tra loro per cui il
polinomio di interpolazione ¢ di grado 3. Usando la (6.6), si ha

Pyz) = b4+2z—z(z+1)+x(z+1)(z—2)

= 3 —222 —x +5.
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O

A conferma di quanto accennato in 6.4 si riporta un esempio nel quale al
crescere del grado del polinomio di interpolazione peggiora ’approssimazione
della funzione f(z).

Esempio 6.8.2 Si consideri la funzione di Runge, rappresentata in [0, 1],

1

H@) = 1002 1005 7 26°

per la quale risulta f(z) € C*([0,1]), e si scelgano i punti equidistanti x; =
ilk,i=0,1,... .k

251
)
15¢
1- 4
-05F
_l,
1% 01 o0z 03 04 05 06 07 08 08 1

Figura 6.2: Polinomio di interpolazione Pj5(x) (linea tratteggiata) a con-
fronto con la funzione di Runge (linea continua).

Si vede dalla Fig. 6.2 che 'errore Ey(x) corrispondente al polinomio di
interpolazione Py (x), in prossimita degli estremi dell’intervallo, assume valori
elevati.

Si puo anche dimostrare che

lim max | Ex(x) |= 4o0.
k—o0 0<x<1
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In generale, il comportamento dell’errore dipende dalla particolare scelta
dei punti z;, i = 0,1,...,k. Per esempio, se si scelgono come nodi gli zeri
dei polinomi di Chebyshev di prima specie (cfr. 7.4) si dimostra che, per ogni
f(x) € C*(-1,1]), P.(z) converge uniformemente ad f(z) su [—1,1] per
k— o0 esiha ||f(z) = Pi(x)]le = O ()

vk
O

Una interessante applicazione delle differenze divise si ha nell’esempio
che segue, in cui si espone il metodo di Pasquini-Trigiante che permette di
approssimare simultaneamente tutte le radici di un’equazione algebrica.

Esempio 6.8.3 Sisupponga che I'equazione
f(@)=2"4an_12" "+ +a =0 (a; € R) (6.23)

abbia m radici reali. Dalla (6.2) relativa ai punti 1, ..., z,,, non necessaria-
mente tutti distinti (cfr. Osservazione 6.8.1) si ha

fx) = flo] + (& — 1) fleg, 2] + - -

+Hax—x) (2 — ) flT1, - o T
Ha—a1) (2 —xm) flT1, .o T, 7]
(dove si e posto f[z1] = f(z1)). Ne segue che se i numeri 2, ..., x,,, verifi-
cano il sistema
flzA] = 0
f[xlvx?} =
flx1, x2, 73] = 0 (6.24)
fle1, o,y xm] = 0,

allora coincidono con le radici dell’equazione (6.23) e viceversa.
Si puo dimostrare che il metodo di Newton-Raphson applicato al si-

stema (6.24) & convergente, comunque si scelga il vettore iniziale #(?) =
(x(lo), ., 2T €R™ con I'esclusione al pitt di un insieme di punti di R™ di

misura nulla.
Utilizzando note proprieta delle differenze divise e delle equazioni alge-
briche & possibile porre le iterazioni di Newton per il sistema (6.24) nella
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forma
2= AL k=12, m— 1,
R

Gli incrementi Ay si costruiscono col seguente algoritmo:

perk=1,2,.... m—1

Pok = 1;
peri=1,2... m—k+1
pio =0,

Dik = Dik—1 + pifl,kxl(gn);

Py = X0 arkoaDrgs
per j=1,2,....k

4k =1,

perh=12....m—k

Qi[f,]k = Phk + Qf[£1,kx§'n);

—k 4] .
Qjk = 2050 rndy s

Ap= (P — X1 Qrr)/Qr

9 . RN _ 0 _
Nell’algoritmo si ¢ assunto a,,, =1 e >, _; =0.
Per esempio, si consideri ’equazione algebrica

28 —42® — 22% + 3222 — 5922 + 442 — 12 =0

le cui soluzioni sono 1 =x9 =23 =1, x4 = x5 = 2, x5 = —3.

Scegliendo z(® = (0,0,0,0,0,0)”, il metodo di Pasquini-Trigiante, pro-
grammato in precisione doppia, fornisce, dopo n iterazioni, i seguenti risultati
che si riportano con 7 cifre decimali.

xgn) Ién) xgn) xf;n) Ién) xén)
0.2727272 0.4730354 1.0979872 14.1562500 4.5000000 —16.5000000
5 0.8120109 1.1411024 0.9627325 3.5977632 0.7398782 —3.2534874
10 0.9720920 0.9717788 1.0563354 2.0696312 1.9301192 —2.9999568

20 0.9995045 0.9984509 1.0006503 2.0000913 1.9999086  —2.9999999
30 0.9999282 1.0000030 1.0000041 2.0000000 1.9999999 —3.0000000
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6.8.2 Interpolazione inversa

In alcune applicazioni si presenta il problema di determinare per quali
valori reali di x una funzione, nota per punti, assume un dato valore c.

Un modo di procedere consiste nel sostituire alla funzione f(x) il poli-
nomio di interpolazione Py (z) relativo ai punti dati e nel risolvere I’equazione
algebrica

P(z) —c=0 (6.25)

ricorrendo, se necessario, alle tecniche esposte nel Capitolo 4.

Tuttavia, nel caso in cui la funzione f(x) sia monotona, almeno su un
intervallo contenente tutti i valori x;, e quindi risulti invertibile su tale inter-
vallo, si puo evitare la risoluzione della (6.25).

Infatti, posto y; = f(z;), i = 0,1,...,k, si costruisce il polinomio di
interpolazione Q(y) tale che Q(y;) = x;, i = 0,1,...,k, e si approssima il
valore richiesto calcolando Q(c).

Questa tecnica prende il nome di interpolazione inversa.

Esempio 6.8.4 E data la seguente tabella di valori

x‘—lOl 3
y(z)| 4 2 0 =2

Si vuole una stima del valore « per il quale y(a) = 0.5.

Dai dati appare ragionevole supporre che la funzione y(z) sia monotona al
variare di x nell’intervallo contenente i quattro valori assegnati; si costruisce
quindi il polinomio @3(y) usando il seguente quadro delle differenze divise

y(z) | = | DD1 | DD2 | DD3
411
21 0 | —1/2
0 ~1/2| 0

2| 3 | —2/3|1/24 | —1/48

Risulta
1 1
Qs(y) = —1-5y—4)— uly—4)(y—-2)

1
= gV’ 6y 32 +48).
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Una stima di « € data da

801

Usando invece l'interpolazione diretta, si ha il polinomio P3(z) = &5 (z* —
252+24); si risolve quindi I'equazione P3(x)—0.5 = 0, ossia 23 —25x+18 = 0,
che ha un’unica soluzione nell’intervallo [—1, 3]. Applicando, ad esempio, il

metodo di Newton si ottiene

o~ 0.7359438 .

6.8.3 Altri esempi di interpolazione

Esempio 6.8.5 E data la tabella di valori

x|-1 0 1 2 3
y|1/3 1/2 3/5 2/3 5/7

Si vogliono interpolare tali valori con la funzione

2
aox” + a1 + ag
Ri(z) = .
2< ) bgl’z + blx + b()

I coefficienti reali ag, a1, as, by, by, bs, sono determinati dalle condizioni R2(z;) =
9 ) » Y05y Y1y V2 2

yi, © = 0,1,2,3,4, che forniscono il sistema lineare omogeneo di 5 equazioni

in 6 incognite

as — a + ay — %bg + %bl — %bo 0
Qo — %bo 0
3 3 3
as + ay + ay — 5 bg — 5 bl - 3 bo 0
4&2 + 2@1 + ay — %bg — %bl — %bo 0
9&2 + 3@1 + ay — %bg — %bl — gbo = 0.

Ovviamente esistono infinite soluzioni. Ponendo, per esempio, by = 1, si
ha
a0:—2, alzl, CLQZ]_, b0:—4, b1:37
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per cui
2
x4+ —2
Ri(z) = —"~F1—— .
2(2) 2+ 3xr—4
Si noti che, in questo caso particolare, R%(z) si semplifica nella forma i—ﬁ.
U]

Esempio 6.8.6 Si vuole determinare la spline cubica naturale S3(z) che
interpola i valori

z|0 1 2

Y ‘ a —a 2a

dove a €IR.

La spline S3(x) ¢ composta da due polinomi py (x), po(z) (cfr. Teorema 6.4.1),
di grado al piu tre, relativi agli intervalli [0, 1] e [1,2].

Il sistema (6.13), in questo caso, diventa

2m0 + mi + = —06a
mo -+ 4m1 + my = 3a
mi + 2m2 = 9a
ed ha la soluzione
13 1 Y
moy = 4@, ml—za, m2—4a.

Si ha quindi la spline S3(z) formata dai polinomi

pi(z) = %az®—Lazr+a, re|0,1],
pa(z) = —2az®+ Lar? — Bazr + La, v€[l,2].

Esempio 6.8.7 Per la funzione f(z) = sin(27x), sull’intervallo [0, 1], sono
assegnate due tabelle di valori che si vogliono interpolare facendo ricorso a
diversi tipi di interpolazione.
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1. Sia data la tabella di valori

x |0 1/4 1/2 3/4 1
fl@)[o 1 0 -1 0

Si ottiene il polinomio di interpolazione di Lagrange

Ly(z) = U(x)—13(2)

= - 1) - 34— 1)
-|-13§a:(:1: —1/4)(x = 1/2)(x = 1)
— 3;)—2(2x3 — 3% + 7).

2. Sia data la tabella di valori

x| 0 1
f@) ] 0 0
fl(x) |2 2w

Il polinomio interpolante di Hermite risulta
H(.ﬁlﬂ') = h10($)2ﬂ' -+ h11($)2ﬂ'
= w(zx—1)27 + (v — 1)2*27
= 27(22% — 327 + 1) .

155

3. La spline cubica naturale S3(z) che interpola i valori della tabella del
punto 1 si ottiene risolvendo il sistema lineare che risulta da (6.13) con

h=1/4, k=4,

2mg + my =

mog + 4mp +  mgo =
my + 4dme +  mg3

mo -+ 4m3 + my =

ms + 2my =

la cui soluzione ¢

12

0
—24
0

12

mo = 6, mp = 0, Mo = —6, ms = O, my = 6.
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Si ha, quindi, la spline S3(x)

(r) = —322°+ 6z, x €[0,1/4],
pa(z) = 322% —482% + 18z — 1, re[1/4,1/2],

() = 3223 —482% + 18z — 1, T e [1/2,3/4],

() = —324% 49622 — 90z +26, =€ [3/4,1].

6.8.4 Derivazione numerica

Si considera il problema di valutare le derivate di una funzione della quale
sono assegnati i valori in alcuni punti di un intervallo dell’asse reale.

Siano y; = f(x;), 1 = 0,1,...,k, con 9 < 77 < --- < z}, 1 valori dati.
I1 problema puo essere risolto approssimando f'(z), f”(z),..., in un punto
x €]z, xy[, con le corrispondenti derivate di un polinomio di interpolazione
di f(x).

Tuttavia, nell’interpolazione parabolica, polinomi di grado elevato pos-
sono scostarsi molto dai valori di f(x) (cfr. Esempio 6.8.2). Inoltre, la
proprieta f(z;) = Pp(x;),i=1,2,...,k — 1, non implica che siano piccoli gli
errori

| Pi(z) — (i) |, | P (i) — " (z) |, i=1,2,... k — 1.

Per questo motivo, quando per approssimare una derivata si usa l'inter-
polazione parabolica, ci si limita a polinomi di grado non elevato e si stimano
i valori di f'(x), f"(z),..., utilizzando i dati solo in alcuni punti ”vicini” al
punto x.

In quello che segue, si danno le formule pitt comuni per la derivata prima
e seconda.

Allo scopo si considerano i polinomi di secondo grado

¢(z) =li1(2)yimr + L(@)yi + lia (2)yirn, i=1,2,...,k—1,

dove

o (x — 2;)(x — x441)
li-1(z) (wiog — ) (T — wig1)




6.8. COMPLEMENTI ED ESEMPI 1 57

() — (@ — zi1) (% — Ti1)
lz( ) (sz — $i—1)($i - l'z‘+1)

(@ — i) (@ — )

I

li xTr) = .
() (Tiy1 — Tim1)(Tip1 — @)
Si assume quindi f'(z) ~ ¢i(x) e f"(z) ~ ¢/(z), v €]r;—1,xip1[. Se z; =
xo+th,1=0,1,...,k, h > 0, si hanno le cosiddette formule centrali
Fi(w) ~ () = y“%hy‘l i=1,2,.. . k-1, (6.26)
Yi1— 2Yi + Yir1
) ~ g (x) = s 2i=1,2,... k-1 (6.27)

L’errore di troncamento della (6.26) ¢ Ey(x;) = f'(x;) — ¢i(z;) e puo essere
determinato, nel caso che f(x) € C3(]xg, xx]), considerando, per esempio, gli
sviluppi di Taylor

1 1
Yir1 = yi + f'(x)h + §f”($i)h2 + éf(g)(ei—&—l)hga Oiv1 €]z, Tiva,

! 1 1 1
Vi1 =Yy — f'(xi)h + §f (fﬂi)h2 — 6f(3)(9i71>h37 0i_1 €|zi1, 4.

Sottraendo membro a membro queste due relazioni si ottiene,
Yit1 — Yi—1
fl(a) = % + Ey(w)
dove

Ey(x;) = _112 OO0) + fOO)]| 1 = =D (E&)h2,
& € [0i—1,0i1].

Analogamente, supposto f(z) € C*(]xg, z[), si ottiene Uerrore di tronca-
mento della (6.27). Dagli sviluppi di Taylor, arrestati ai termini del quarto
ordine e sommati membro a membro, si ha

Yi-1 — 2Ui + Yin
12

[ (i) = + Ea(xi) ,

dove

Balr) = =7 [/ asa) + FO )] 12 = =5 02,
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con Tiqq E]xz‘,xiﬂ[, Ti—1 e]xi—hxi[ en; € [Ti—177i+1] .

Esempio 6.8.8 Si consideri il problema differenziale

y(0) =0,
y(1) =0,
la cui soluzione esatta ¢
. 2
c
y(x) = log 2 il o) )
COS (7 — Z)

essendo la costante ¢, soluzione dell’equazione ¢? — 2 cos?(c/4) = 0, approssi-
mata da 1.3360556949061.

Fatta una partizione dell'intervallo [0, 1] mediante i punti z; = ih, i =
1,2,...,k—1, h = 1/k, si vogliono calcolare i valori y; che approssimano, in
tali punti, la soluzione y(x) del problema dato.

Posto yo = y(0) = 0, yr = y(1) = 0 e tenuto conto che per la (6.27) puo
scriversi

y"(x;) ~ Yiot — 2hy;+yi+1, i=1,2,...,k—1,

1 valori cercati sono la soluzione del sistema non lineare

Vi1 —20i + i1,
e
12

Posto yT = (y1,...,yx_1), tale sistema & della forma g(y) = 0 con g7 (y) =
(gl(y)’ gQ(y)a .. agk—l(y))7

91(y) = —2y; — h?e¥ + s,
gz(y) = yi—l_Qyi_hZQyi+yi+1, 1=2,....k—2,
ge-1(y) = Yr—o — 2yp_1 — hPe¥e-1 .

Applicando il metodo di Newton yV) = ¢ — J=1(y™)g(y™), r =
0,1,..., con k = 10, y© = 0 e arrestando le iterazioni al verificarsi di
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|y — 4| < 1078, si & ottenuto

—0.041404
—0.073214
—0.095730
—0.109159
y® ~ | —0.113622 | ,
—0.109159
—0.095730
—0.073214
—0.041404

dove 'errore maxj<;<g_1 | yfg) —y(z;) | & dell’ordine di 10~ O

Per la derivazione approssimata si possono anche utilizzare funzioni spline.
Come & noto, esse hanno grado indipendente dal numero dei punti della par-
tizione, e buone caratteristiche di convergenza (cfr. Teorema 6.4.2).

Se quindi si conosce la spline S3(z) che interpola i valori y; = f(z;),
x; =x9+th,i=0,1,... k, sl assume, per ogni = € [xg, x|, f'(z) ~ Si(z) e
f"(x) ~ S§(z). In particolare, dalla dimostrazione del Teorema 6.4.1, risulta

f/(ml) = my, i:O,l,...,k,
(o) =~ 7% [Byr — yo) — h(my + 2my)] ,
f”(xl') = % [3(3/@71 _yl) +h(2ml+mzfl)] ) L= 1727"'7k'

Esempio 6.8.9 E data la seguente tavola dei valori di y = f (x)

z|0 0.1 0.2 0.3 .
y|1 100/101 25/26 100/109 ~

inoltre sono assegnati y, = f'(0) =0 e y5 = f/(0.3) = —6000/11881.

Si vogliono stimare f'(0.1), f”(0.1), e £'(0.2), f"(0.2).

E conveniente ricorrere ad una spline vincolata al fine di utilizzare i valori
dati di f’(z) negli estremi dell’intervallo. In casi di questo genere, poiché i
momenti mg e My sono noti, nel sistema (6.13) la prima e I'ultima equazione
vengono soppresse mentre nella seconda e nella penultima si portano mg e
my a secondo membro. Il sistema quindi si riduce a sole £ — 1 equazioni in
altrettante incognite.
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Nella fattispecie si ha
dmy + ma = 2y —y) — b
mi + 4dms = 2(ys—y1) —vh-
Posto h = 0.1, inserendo i dati e arrotondando i calcoli alla sesta cifra dopo
la virgola, si ricava
my = —0.196024 , my = —0.369750 ,

che possono essere assunti come stime di f/(0.1) e f’(0.2) rispettivamente.
Le derivate seconde possono essere approssimate con (cfr. 6.4)

Py(x1) = 75 [B(y2 — y1) — h(ma + 2my)]
Ph(22) = % [3(yr — y2) + h(2ma 4+ my)] .
Sostituendo i valori trovati per m; ed my ed arrotondando i calcoli come
sopra si ottiene
pe(0.1) = —1.900369, p5(0.2) = —1.574151,

che si assumono come stime di f”(0.1) e f”(0.2).

Al fine di evidenziare la bonta delle approssimazioni ottenute, si effettua
il confronto con i valori esatti essendo i dati della tavola quelli della funzione
f(x) = 1752 Siha:

|my — £/(0.1) |~ 35x107°, | my— f/(0.2) |~ 7.2x 1077,

| p5(0.1) — £7(0.1) |~ 1.7 x 1072, | p5(0.2) — f"(0.2) |~ 1.3 x 107",

Se, in luogo della spline vincolata, si usano le formule (6.26) e (6.27) si
ottiene:

F(01) ~ ¢(0.1) = —0.192307,
F(02) ~ ¢(0.2) = —0.363339,
£7(0.1) ~ ¢/(0.1) = —1.865956,
£7(0.2) ~ (02) = —1.554672,

da cui gli errori
q(0.1) — f/(0.1) |~ 3.8 x 1072, | ¢5(0.2) — f(0.2) |~ 6.5 x 1077,
1 2
| ¢/(0.1) — f"(0.1) |~ 1.7 x 1072, | ¢5(0.2) — £"(0.2) |~ 1.5 x 107"
Si spiega la minore precisione raggiunta in questo secondo caso con il

fatto che le formule (6.26) e (6.27) non tengono conto dei dati f'(0) e f/(0.3).
O
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6.8.5 Sistemi lineari sovradeterminati

Siano k e m due numeri naturali con k > m e inoltre si abbiano A € RF*™
e b €RF. 1l sistema lineare sovradeterminato

Az =b (6.28)

ha soluzione se e solo se r(A) = r(A | b) (cfr. Teorema 2.5.1).
Nel caso r(A) < r(A | b), il sistema (6.28) non ha soluzione e quindi per
ogni vettore x €R™ si ha
b—Ax=r

dove r €IR¥, il vettore dei residui, risulta non nullo.
Si dice che si risolve il sistema (6.28) nel senso dei minimi quadrati se si
determina un vettore x € IR™ che renda minimo il prodotto scalare

U(z) = (b— Azx)"(b— Az) =rTr =>"r? = |Ir|3. (6.29)

7
i=1

La determinazione di un punto di minimo ¢ ricondotta alla ricerca dei punti
che annullano tutte le derivate parziali prime della W(z) ossia alla risoluzione
del sistema lineare

0
&Ei

(b= Ax)'(b— Ax)) =0, i=12,...,m,

che si puo scrivere nella forma
AT Az = A"b, (6.30)

la cui risolubilita risulta da quanto si ¢ detto per il sistema (6.22).

La risoluzione del sistema (6.28) nel senso dei minimi quadrati ¢ semplifi-
cata se della matrice A si conosce una decomposizione ai valori singolari (cfr.
2.9) A=UXVT con ¥ e R¥*™, mentre U € R¥** ¢ V € R™™ sono matrici
unitarie.

Si puo dimostrare che, indicando con u; e v; le colonne, rispettivamente,
delle matrici U e V econ 0;, i =1,2,...,s (s =1(A)), i valori singolari non
nulli della matrice A, un vettore ¢ che minimizza la W(x) ¢ dato da
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Si puo verificare che a tale vettore corrisponde lo scarto quadratico

k

(b—Ac)"(b—Ac) = >

1=s+1

2
usz‘ .

Se s = m, ¢ ¢ I'unica soluzione del sistema (6.30) mentre se s < m nello
spazio delle soluzioni del sistema (6.30) ¢ € il vettore con norma euclidea
minima.

Esempio 6.8.10 Si consideri il sistema lineare sovradeterminato

2.7)1 — To = 1
—x; + To = 0
r1 + 21‘2 = 1.

La matrice del sistema ¢ quindi

2 -1
A= -1 1
1 2

I valori singolari della matrice A, ricavati in base al Teorema 2.9.2, sono
o1 =7 e oy =5 ed una decomposizione ai valori singolari ¢ A = UXVT

WE VF 3ve N
U:\é—7_00 —25 0 5v2 |, = 0 5 |,
VAN A, 0 0

()

La (6.31) fornisce la soluzione del sistema nel senso dei minimi quadrati

_<19 9>T
“=\35735) °

Alla stessa soluzione si giunge risolvendo il sistema (6.30). O
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Esempio 6.8.11 Si consideri il sistema lineare Az = b con A €R™? ¢
b €R™ dati da

11 1
11 2
A= , b= :
11 n—1
11 n

La matrice A ha un unico valore singolare positivo 0, = v/2n e gli au-

tovettori delle matrici AAT e AT A associati a 0? sono, rispettivamente,

1
1
U:@ . s ’UIQ I .
n : 2 1
1

Un vettore che minimizza la U(z) ¢, per la (6.31),

w'bv n+1/(1
c= = )
o1 4 1

Poiché in questo caso & r(A) = 1 (quindi s < m), il vettore ¢ ha norma
euclidea minima tra tutte le soluzioni del sistema (6.30). Allo stesso risultato
si giunge risolvendo direttamente il sistema (6.30) che assume ora la forma

(o)== ()

e le cui soluzioni sono

La norma euclidea

¢ minima se ¢; = (n+ 1) /4. O

Bibliografia: [1], [19], [26] [29], [27].



