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Convenzione 1. Negli gli esercizi proposti, ogni volta che appare una probabilità P (A |B),
possiamo (potete) supporre che A, B siano eventi in un certo spazio di probabilità di Kolmo-
gorov (Ω,A, P (· |Ω)) (non preoccupatevi di costruire tali spazi. . . ). Inoltre, supponiamo che
P (B |Ω) > 0, altrimenti la definizione di probabilità condizionata sarebbe problematica.

Convenzione 2. In tutti gli esercizi, usiamo la notazione insiemistica per le operazioni tra eventi
(perché negli assiomi di Kolmogorov gli eventi sono in effetti insiemi). Ricordate però che c’è
una perfetta corrispondenza tra operazioni tra insiemi e operazioni logiche tra le “proposizioni”
che essi rappresentano:

A ∩B ⇔ ‘A’ e ‘B’, A ∪B ⇔ ‘A’ o ‘B’, Ac = Ω \A⇔ non ‘A’.

Ω⇔ ‘Vero’ ∅ ⇔ ‘Falso’.

Un buon esercizio è di provare sempre ad interpretare (anche facendo esempi) le identità tra
insiemi/eventi come uguaglianze tra i valori di verità delle proposizioni (ad esempio A∪Ac = Ω
diventa: è sempre vero che ′A′ oppure “non A”).

Problema 1
Mostrare che, dati eventi A, B, I (non necessariamente incompatibili) allora

P (A ∪B | I) = P (A | I) + P (B | I)− P (A ∩B | I) .

Una soluzione:

Usiamo il fatto che A \ B, A ∩ B, B \ A sono a due a due incompatibili con unione
uguale a A ∪B e quindi

P (A ∪B | I) = P (A \B | I) + P (B \A | I) + P (A ∩B | I)

= P (A | I) + P (B \A | I)

= P (A | I) + P (B \A | I) + P (A ∩B | I)− P (A ∩B | I)

= P (A | I) + P (B | I)− P (A ∩B | I) .

Problema 2
Mostrare che, dati A, I, J , se vale

P (A | I) ≥ P (A | J) allora vale P (Ac | I) ≤ P (Ac | J).
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Una soluzione:

Sappiamo che 1 = P (Ω | I) = P (Ω | J). Inoltre A e Ac sono due eventi incompatibili
con unione A ∪Ac = Ω, quindi abbiamo la disuguaglianza

P (Ac | I) = 1− P (A | I) ≤ 1− P (A | J) = P (Ac | J),

Problema 3
Mostrare che, dati A, B, I, J , se vale

P (A|I) ≥ P (A|J) e inoltre P (B|I ∩A) ≥ P (B|J ∩A),

allora
P (A ∩B|I) ≥ P (A ∩B|J).

Problema 4
Sapreste dare un esempio di una situazione (reale) in cui

P (A|I) ≥ P (A|J) e inoltre P (B|I) ≥ P (B|J),

ma non è vero che P (A ∩B|I) ≥ P (A ∩B|J)?

Problema 5
Partendo dalla definizione di Kolmogorov di probabilità condizionata

P (E|F ) =
P (E ∩ F |Ω)

P (F |Ω)
,

mostrare che, dati A, B, I eventi (ricordare la nostra Convenzione 1)

P (A ∩B|I) = P (A|I)P (B|I ∩A).

Mostrare anche la generalizzazione a tre eventi: dati A, B, C, I

P (A ∩B ∩ C|I) = P (A|I)P (B|I ∩A)P (C|I ∩A ∩B).

Problema 6
Supponiamo che

P (A|I) ≥ P (A|J) e P (B|I) ≥ P (B|J).

Ne segue che
P (A ∪B|I) ≥ P (A ∪B|J)?

e se invece supponiamo che

P (A|I) ≥ P (A|J) e P (B|Ac ∩ I) ≥ P (B|Ac ∩ J),

la conclusione stavolta vale?

Problema 7
Supponiamo che di avere 3 eventi A, B, C tali che

P (B|A ∩ I) ≥ P (B|I) e P (C|B ∩ I) ≥ P (C|I).

Ne segue necessariamente che

P (C|A ∩ I) ≥ P (C|I)?
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Problema 8
Supponiamo di sapere che

P (B|A ∩ I) ≥ P (B|I).

Ne segue necessariamente che

P (A|B ∩ I) ≥ P (A|I)?

Problema 9
Provate a giustificare se in queste situazioni si può invocare il “principio di indifferenza”
di Laplace e ricondurci a probabilità uniformi su eventi che costituiscono un sistema di
alternative. Ragionate sulla informazione che state (o non state) usando per applicare (o
meno) il principio.

1. “I possibili esiti dell’esame di CPS sono due: o lo supero o non lo supero”

2. “Domani il sole sorgerà oppure non sorgerà”

3. “Estraggo bendato una carta da un mazzo di 52”

4. “Bendato, apro una pagina di un vocabolario di italiano e guardo la lettera iniziale cui
si riferisce”

5. “Bendato, apro una pagina dell’elenco telefonico e guardo l’ultima cifra (a destra) del
primo numero di telefono in alto a sinistra.”

6. “Chiedo il mese di nascita della prima persona (che non conosco) che incontro per
strada”

7. “Chiedo ad un amico di pensare ad un numero da 1 a 10 e provo ad indovinarlo”

8. “Il numero di e-mail che riceverò nella prossima ora sarà (quasi) sicuramente un numero
tra 0 e 100”

9. “Una password di un utente è formata da 4 cifre, quindi sarà una tra le 104 possibili
password”

Provate a costruire da voi altre situazioni (realistiche) e ragionate sulla validità del “principio
di indifferenza”.

Problema 10
Una madre ha due figli. Qual è la probabilità che siano entrambi maschi? Quali informazioni
“implicite” state usando? Come cambia tale probabilità se ci mettiamo nei panni della
madre?

Problema 11
La probabilità di un parto gemellare omozigote (gemelli identici) è 10−3 (accettiamo per
vera questa informazione). Una madre ha due figli. Qual è la probabilità che siano entrambi
maschi?

Problema 12
Una madre ha due figli. Ne incontriamo uno per strada e scopriamo che è maschio. Qual
è la probabilità che abbia una sorella? (Questo problema può essere difficile per via della
ambiguità linguistica con cui è formulato. Ragionateci un po’, vedete anche https: // it.

wikipedia. org/ wiki/ Paradosso_ dei_ due_ bambini )

Problema 13
(Variante di Baron, Esercizio 2.1) Una scatola contiene 6 chip all’apparenza identici. Però
sappiamo che esattamente 2 tra questi sono difettosi. Qual è la probabilità che prendendone
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due (in una volta) risultino entrambi difettosi? Qual è la probabilità che, se ne prendiamo
prima uno, lo controlliamo, poi lo mettiamo di nuovo nella scatola e agitiamo e poi ne
prendiamo di nuovo uno e lo controlliamo, allora entrambi siano difettosi?

Problema 14
Una scatola contiene 100 chip all’apparenza identici. Però sappiamo che esattamente 30 tra
questi sono difettosi. Qual è la probabilità che prendendone quattro (uno alla volta, senza
reimmissione) risultino due difettosi e due funzionanti? (Calcolate la probabilità analizzan-
do tutte le possibili combinazioni ordinate che possono prentarsi, e poi confrontate con la
formula data dalla distribuzione ipergeometrica)

Problema 15
Nella situazione dell’esercizio precendete, come cambia la probabilità dello stesso evento se
i quattro chip vengono estratti uno alla volta con reimmissione?

Problema 16
Davanti a noi abbiamo due urne all’esterno identiche, entrambe non vuote, di cui una
contiene solo palline bianche e l’altra contiene metà palline bianche e metà palline nere.
Scegliamo un’urna ed estraiamo (bendati) una pallina da essa. Qual è la probabilità che
sia bianca? (Riflettete sul fatto che non è necessario conoscere il numero di palline effet-
tivamente contenute nelle urne. In quali “punti” del vostro ragionamento avete usato il
principio di indifferenza di Laplace? )

Una soluzione:

Sia Ω l’informazione del testo (quindi non sappiamo quale delle due urne abbiamo
scelto) A l’evento “abbiamo scelto l’urna con solo palline bianche”, per per indifferenza
P (A|Ω) = P (Ac|Ω) = 1/2, sia B l’evento “estraggo una pallina bianca”. Si ha

P (B|A ∩ Ω) = 1 e P (B|Ac ∩ Ω) =
1

2
.

Di conseguenza,

P (B|Ω) = P (B|A ∩ Ω)P (A|Ω) + P (B|Ac ∩ Ω)P (Ac|Ω) = 1 · 1

2
+

1

2
· 1

2
=

3

4
.

Problema 17
C’è un’urna contenente 5 palline bianche e 3 nere. Una persona bendata estrae da essa 2
palline e le pone (noi non guardiamo) in un’altra urna vuota. Dopo questa operazione, qual
è la probabilità che estraendo una pallina dalla seconda urna questa sia bianca?

Una soluzione:

Consideriamo i tre eventi BB = “due palline bianche estratte”, BN = “una pallina
bianca e una nera (in qualunque ordine)” e NN =“due palline nere”. Abbiamo

P (BB|Ω) =
5 · 4
8 · 7

P (BN |Ω) = 2
5 · 3
8 · 7

P (NN |Ω) =
3 · 2
8 · 7

.

Posto B = “pallina estratta dalla seconda urna è bianca”, abbiamo

P (B|Ω ∩BB) = 1 P (B|Ω ∩BN) =
1

2
P (B|Ω ∩NN) = 0,
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quindi (costruite un grafo) concludiamo che

P (B|Ω) =
5 · 4
8 · 7

· 1 + 2
5 · 3
8 · 7

· 1

2
=

5

8
.

che è pure la probabilità di estrarre una pallina bianca dall’urna iniziale!

Problema 18
C’è un’urna contenente 8 palline bianche e 4 nere. Una persona bendata estrae da essa 6
palline e le pone (noi non guardiamo) in un’altra urna vuota, identica all’esterno alla prima.
Dopo questa operazione, abbiamo davanti a noi due urne, ne scegliamo una ed estraiamo
da essa una pallina. Qual è la probabilità che la pallina estratta sia bianca?

Una soluzione:

Poniamo X ∈ {0, 1, 2, . . . , 6} la variabile aleatoria uguale al numero delle palline estratte
bianche dalla persona (con cui costruiamo il primo sistema di alternative). Dopo che la
persona ha riempito l’urna, quindi per ciascuna alternativa {X = b}, introduciamo il si-
stema di alternative S = “scelgo l’urna svuotata” e R = Sc = “scelgo l’urna riempita”:
siccome le urne sono indistinguibili (e non abbiamo visto cosa ha fatto la persona),
avremo che

P (R|X = b) = P (S|X = b) = 1/2

qualunque sia b ∈ {0, 1, . . . 6}. Infine poniamo B = “estraggo una pallina bianca” (di-
segnate il grafo corrispondente alla descrizione fatta finora). Per ogni b ∈ {0, 1, . . . , 6}
calcoliamo

P (B|X = b) = P (B| {X = b} ∩ S)P (S|X = b) + P (B| {X = b} ∩R)P (R|X = b)

=
8− b

6
· 1

2
+
b

6
· 1

2
perché tutte e due le urne hanno 6 palline

=
8

12
=

2

3
.

In particolare, questa probabilità non dipende da b, quindi concludiamo che

P (B|Ω) =
6∑
b=0

P (B|X = b)P (X = b|Ω) =
2

3

6∑
b=0

P (X = b|Ω) =
2

3
.

Con questa soluzione non serve conoscere la legge di X, che tuttavia sappiamo essere
ipergeometrica (n = 6 estrazioni senza reimmissione da un’urna con N = 12 palline
totali di cui B = 8 bianche e N = 4 nere). Abbiamo infatti

P (X = b|I(12, 8, 4)) =

(
8
b

)(
4

6−b
)(

12
6

) .

Notiamo anche che per b = 0, 1 si ha P (X = b|I) = 0 (quindi le alternative {X = 0} e
{X = 1} sono trascurabili).

Problema 19
(Paradosso delle tre carte.) Ci sono tre carte, delle quali una è rossa su entrambi i lati,
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un’altra su un lato è rossa e sull’altro è bianca e la terza è bianca su entrambi i lati.
Ponendo su un tavolo una delle tre carte, scelta a caso, ottengo che il lato visibile è di
colore rosso. Qual è la probabilità che anche il lato non visibile sia di colore rosso? Sugg:
calcolate la probabilità di estrarre la carta rossa su entrambi i lati, senza l’informazione
relativa all’estrazione, poi usate la formula di Bayes.

Problema 20
Un’urna contiene una pallina blu ed R palline rosse, di cui però non sappiamo esattamente
il numero. Sappiamo solamente che R ∈ {0, 1, . . . , 10}.

1. Basandoci sull’informazione sopra, quale probabilità possiamo attribuire all’evento
Ri = “nell’urna sono presenti i palline rosse”?

2. Supponiamo che qualcuno effettui una prima estrazione dall’urna, e che la palline
estratta risulti blu. Come cambia la probabilità degli eventi Ri?

3. Supponiamo invece qualcuno effettui una prima estrazione dall’urna, e che la pallina
estratta risulti rossa. Come cambia la probabilità degli eventi Ri?

4. Supponiamo che qualcuno effettui due estrazioni dall’urna, con reimmissione, e che
entrambe le palline estratte risultino blu. Come cambia la probabilità degli eventi Ri?

5. Supponiamo che qualcuno effettui n ≥ 1 estrazioni dall’urna, con reimmissione, e tutte
le palline estratte risultino blu. Come cambia la probabilità degli eventi Ri?

Una soluzione:

1. Attribuiamo inizialmente probablilità uniforme agli eventi Ri: P (Ri|Ω) = 1
11 .

2. Usiamo la formula di Bayes, posto B1 = “prima palline estratta è blu”. Troviamo

P (Ri|Ω ∩B1) =
P (B1|Ω ∩Ri)P (Ri|Ω)

P (B1|Ω)
=

1

i+ 1
· 1

11
· 1

P (B1|Ω)

e

P (B1|Ω) =

10∑
j=0

1

j + 1
· 1

11
≈ 3, 02 · 1

11
,

quindi P (Ri|Ω ∩B1) ≈ 1
3,02·(i+1) .

3. Ragioniamo in modo simile con l’evento (B1)
c = “prima pallina estratta è rossa”.

Troviamo

P (Ri|Ω ∩ (B1)
c) =

P (B1|Ω ∩Ri)P (Ri|Ω)

P (B1|Ω)
=

i

c(i+ 1)
,

dove c =
∑10

j=0
i
i+1 ≈ 7, 98.

4. Stavolta introduciamo l’evento B1 ∩B2. Poiché le estrazioni sono con reimmissione,
avremo

P (B1 ∩B2|Ω ∩Ri) =

(
1

i+ 1

)2

.

e quindi

P (Ri|Ω ∩B1 ∩B2) =
P (B1 ∩B2|Ω ∩Ri)P (Ri|Ω)

P (B1 ∩B2|Ω)
=

1

c(i+ 1)2
,

dove c =
∑10

j=0
1

(j+1)2
≈ 1, 56.
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5. Consideriamo l’evento B1 ∩B2 ∩ . . . ∩Bn. Abbiamo

P (B1 ∩B2|Ω ∩Ri) =

(
1

i+ 1

)n
,

e per il resto procediamo similmente, trovando che

P (Ri|Ω ∩B1 ∩B2 ∩ . . . ∩Bn) =
1

c(i+ 1)n
,

dove c =
∑10

j=0
1

(j+i)n .

Problema 21
(Paradosso di Monty hall) https://it.wikipedia.org/wiki/Problema_di_Monty_Hall

Supponi di partecipare a un gioco a premi, in cui puoi scegliere fra tre porte: dietro una
di esse c’è un’automobile, dietro le altre, capre. Scegli una porta, diciamo la numero 1, e il
conduttore del gioco a premi, che sa cosa si nasconde dietro ciascuna porta, ne apre un’altra,
diciamo la 3, rivelando una capra. Quindi ti domanda: “Vorresti scegliere la numero 2?”
Ti conviene cambiare la tua scelta originale?

Una soluzione:

Sia X ∈ {1, 2, 3} il numero della porta dietro alla quale si trova l’automobile, poniamo
S ∈ {1, 2, 3} la scelta del giocatore e C ∈ {1, 2, 3} la porta aperta dal conduttore.
L’informazione iniziale Ω consiste nel fatto che ci siano le tre porte il cui contenuto non
è distinguibile dall’esterno e il giocatore fa la sua scelta. Seguendo il testo, dobbiamo
capire quale tra le probabilità

P (X = 2| {C = 3} ∩ {S = 1} ∩ Ω) e P (X = 1| {C = 3} ∩ {S = 1} ∩ Ω)

è maggiore.

Osserviamo intanto che X è una variabile aleatoria con legge uniforme (per il principio di
indifferenza), quindi P (X = i|Ω) = 1

3 , per i ∈ {1, 2, 3}, mentre S ∈ {1, 2, 3} può essere
considerata una variabile aleatoria oppure, seguendo il testo, si potrebbe supporre S = 1
costante: in entrambi i casi, supponiamo che S sia indipendente da X rispetto ad Ω
(questo può sembrare controintuitivo, ma è più chiaro se si ragiona da un punto di vista
esterno al giocatore). In particolare, avremo

P (X = i| {S = 1} ∩ Ω) =
1

3
per i ∈ {1, 2, 3}.

Veniamo ora al comportamento del conduttore. Abbiamo

P (C = 1| {S = 1} ∩ Ω) = 0,

mentre, per calcolare le probabilità degli eventi P (C = 2| {S = 1} ∩ Ω) e P (C =
3| {S = 1}∩Ω) conviene introdurre il sistema di alternative associato ad X. Se {X = 1},
allora deve pure lui fare una scelta tra aprire la 2 o la 3 e quindi (per indifferenza)
poniamo

P (C = 2| {X = 1} ∩ {S = 1} ∩ Ω) = P (C = 3| {X = 1} ∩ {S = 1} ∩ Ω) =
1

2
.
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Invece, se {X = 2}, aprirà certamente la 3,

P (C = 2| {X = 2} ∩ {S = 1} ∩ Ω) = 0 P (C = 3| {X = 2} ∩ {S = 1} ∩ Ω) = 1

e viceversa se {X = 3},

P (C = 2| {X = 3} ∩ {S = 1} ∩ Ω) = 1 P (C = 3| {X = 3} ∩ {S = 1} ∩ Ω) = 0.

Pertanto,

P (C = 3| {S = 1} ∩ Ω) = P (C = 3| {X = 1} ∩ {S = 1} ∩ Ω)P (X = 1| {S = 1} ∩ Ω)

P (C = 3| {X = 2} ∩ {S = 1} ∩ Ω)P (X = 2| {S = 1} ∩ Ω)

P (C = 3| {X = 3} ∩ {S = 1} ∩ Ω)P (X = 3| {S = 1} ∩ Ω)

=
1

2
· 1

3
+ 1 · 1

3
+ 0 · 1

3

=
1

2
.

Usando la formula di Bayes (rispetto all’informazione I = {S = 1}∩Ω, abbiamo quindi

P (X = 2| {C = 3} ∩ {S = 1} ∩ Ω) =
P (C = 3| {X = 2} ∩ {S = 1} ∩ Ω)P (X = 2| {S = 1} ∩ Ω)

P (C = 3| {S = 1} ∩ Ω)

=
P (C = 3| {X = 2} ∩ {S = 1} ∩ Ω)P (X = 2| {S = 1} ∩ Ω)

P (C = 3| {S = 1} ∩ Ω)

=
1 · 13
1
2

=
2

3

Analogamente si trova

P (X = 1| {C = 3} ∩ {S = 1} ∩ Ω) =
P (C = 3| {X = 1} ∩ {S = 1} ∩ Ω)P (X = 1| {S = 1} ∩ Ω)

P (C = 3| {S = 1} ∩ Ω)

=
P (C = 3| {X = 1} ∩ {S = 1} ∩ Ω)P (X = 1| {S = 1} ∩ Ω)

P (C = 3| {S = 1} ∩ Ω)

=
1
2 ·

1
3

1
2

=
1

3
.

quindi conviene la porta numero 2.

Problema 22
(Paradosso di Monty hall – modello dell’urna) Se il problema precedente risultasse troppo
difficile, si consideri la seguente versione. Un’urna contiene una pallina bianca e due nere.
Inizialmente, estraiamo una pallina e, senza guardare, la mettiamo da parte. Un’altra
persona effettua poi una seconda estrazione di una pallina, ma con le seguenti modalità.
Prima apre l’urna e se vede il contenuto: se l’urna contiene due palline nere allora ne estrae
una nera, ma se contiene una bianca e una nera, estrae nera con probabilità x e bianca con
probabilità 1−x, dove x ∈ [0, 1] è un parametro fissato, e la tiene con sé (non ce la mostra).
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1. Rispetto all’informazione iniziale, qual è la probabilità di aver estratto una pallina
bianca nella prima estrazione? qual è la probabilità che dopo la seconda estrazione
l’urna contenga una pallina bianca? Quale probabilità è maggiore?

2. Supponiamo di vedere che la pallina estratta alla seconda estrazione è nera. Qual è
la probabilità di aver estratto una pallina bianca nella prima estrazione? qual è la
probabilità che dopo la seconda estrazione l’urna contenga una pallina bianca? Quale
probabilità è maggiore?

Problema 23
Due urne identiche contengono entrambe una pallina bianca e una nera. Si estrae una
pallina da un’urna (che chiamiamo la prima), la si mette da parte (senza guardarla), poi
si estrae una pallina dall’altra urna (la seconda) e la si pone (senza guardarla) nella prima
urna. Poi si pone nella seconda urna la pallina messa da parte. A questo punto abbiamo
ancora due urne contenenti estrambe due palline.

1. Qual è la probabilità che un’urna contenga solo palline nere e l’altra solo palline
bianche?

2. Supponiamo di fare una (ulteriore) estrazione da ciascuna urna. Gli eventi “dalla
prima urna estraggo una pallina bianca”, “dalla seconda urna estraggo una pallina
nera” sono indipendenti?

3. Qual è la probabilità che un’urna contenga solo palline nere e l’altra solo palline
bianche, sapendo che dopo l’ulteriore estrazione otteniamo una pallina bianca e una
nera?

Problema 24
Dire come cambiano le risposte del problema precedente se lo “scambio” tra le due urne
è effettuato nel seguente modo alternativo: si estrae una pallina da un’urna, la si mette
dentro l’altra urna, poi da questa si estrae una pallina e la si pone nella prima urna.

Problema 25
Un’urna contiene 3 palline, blu oppure rosse, di cui però non sappiamo esattamente il
numero R, B = 3−R (sappiamo quindi solamente che R,B ∈ {0, 1, . . . , 3}, B +R = 3).

1. Basandoci sull’informazione sopra, possiamo attribuire agli eventi

Ri = “nell’urna sono presenti i palline rosse” i ∈ {0, . . . , 3} .

probabilità uniforme?

2. Effettuiamo un’estrazione, il cui esito è una pallina blu. Come si aggiorna la probabilità
degli eventi Ri?

3. Effettuiamo una seconda estrazione, con rimpiazzo, il cui esito è ancora una pallina blu.
Come si aggiorna la probabilità degli eventi Ri (tenendo conto degli esiti di entrambe
le estrazioni)? Come cambia la risposta se l’estrazione invece è senza rimpiazzo?

4. Supponiamo di effettuare n ≥ 1 estrazioni con rimpiazzo, e che l’esito sia sempre blu.
Tenendo conto di questa informazione, accade mai che la probabilità di R0 sia 1?

Una soluzione:

1. Non sapendo altro, attribuiamo probabilità uniforme, per cui

P (Ri|Ω) =
1

4
per i ∈ {0, 1, 2, 3}.
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2. Posta X1 ∈ {r, b} la variabile aleatoria che indica l’esito della prima estrazione,
notiamo che

P (X1 = b|Ri) =
3− i

3
.

Usiamo la formula di Bayes:

P (Ri|X1 = b) =
P (X1 = b|Ri)P (Ri|Ω)

P (X1 = b|Ω)

=
3−i
3

1
4∑3

j=0
3−j
3 ·

1
4

=
3− i

6
.

Notiamo che l’evento R3 ha (giustamente) probabilità nulla.

3. Posta X2 ∈ {r, b} la variabile aleatoria che indica l’esito della prima estrazione,
notiamo che

P (X1 = b eX2 = b|Ri) =

(
3− i

3

)2

.

Usando la formula di Bayes,

P (Ri|X1 = b eX2 = b) =
P (X1 = b eX2 = b|Ri)P (Ri|Ω)

P (X1 = b eX2 = b|Ω)

=

(
3−i
3

)2 1
4∑3

j=0

(
3−j
3

)2
· 14

=
(3− i)2

14
.

Se invece la seconda pallina estratta è rossa, notiamo prima che (essendo estrazioni
senza rimpiazzo)

P (X1 = b eX2 = r|Ri) =
3− i

3
· i

3
,

da cui

P (Ri|X1 = b eX2 = r) =
P (X1 = b eX2 = r|Ri)P (Ri|Ω)

P (X1 = b eX2 = r|Ω)

=
(3−i)i

9
1
4∑3

j=0
(3−j)j

9 · 14

=
(3− i)i

4
.

Notiamo che gli eventi R0 ed R3 hanno probabilità nulla.

Se l’estrazione è senza rimpiazzo, abbiamo diversamente

P (X1 = b eX2 = b|Ri “senza rimpiazzo”) =
3− i

3

2− i
2

.

da cui usando Bayes come sopra stavolta troviamo

P (Ri|X1 = b eX2 = b “senza rimpiazzo”) =
(3− i)(2− i)

8
.
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Notiamo stavolta che gli eventi R2 ed R3 hanno probabilità nulla.

Infine,

P (X1 = b eX2 = r|Ri “senza rimpiazzo”) =
3− i

3

i

2
.

da cui

P (Ri|X1 = b eX2 = r “senza rimpiazzo”) =
(3− i)i

4
.

Osserviamo che in questo caso non c’è differenza tra il caso con rimpiazzo e senza.

4. Analogamente, poniamo Xk ∈ {r, b} la variabile che indica l’esito della k-esima
estrazione. Per indipendenza, troviamo

P (X1 = X2 = . . . = Xn = b|Ri) =

(
3− i

3

)n
.

Per cui usando Bayes

P (Ri|X1 = X2 = . . . = Xn = b) =

(
3−i
3

)n · 14∑4
j=0

(
3−j
3

)n
· 14

=
(3− i)n

1 + 2n + 3n
.

In particolare, la probabilità di R0 è 3n/(1+2n+3n) < 1 per ogni n (anche se al tendere
di n all’infinito questa tende ad 1).

Problema 26
Un amico ci mostra una moneta su cui un lato vediamo il simbolo “testa”, ma non riusciamo
a vedere l’altro lato.

1. Sembra lecito attribuire probabilità uniforme, rispetto all’informazione iniziale, agli
eventi “l’amico vi sta ingannando” e “l’amico non vi sta ingannando”? Poniamo
x ∈ (0, 1) la probabilità che ci stia ingannando.

2. Effettuato un lancio, vediamo che l’esito è testa. Qual è la probabilità che la moneta
abbia in realtà due “teste”?

3. Effettuati n ≥ 1 lanci, l’esito è sempre testa. Tenendo conto di questa informazione,
qual è la probabilità che la moneta abbia in realtà due “teste”?

Una soluzione:

1. Dipende da molti fattori, essendo un’amico, forse è più naturale porre la probabilità
che non ci stia ingannando piuttosto alta. . .

2. Poniamo T1 l’evento “esce testa al primo lancio” e I l’evento “l’amico ci sta ingan-
nando”, per cui P (I|Ω) = x. Abbiamo allora P (T1|I) = 1, mentre P (T1|Ic) = 1

2 . Si
ha

P (T1|Ω) = P (T1|I)P (I|Ω) + P (T1|I)P (Ic|Ω) = x+
1

2
(1− x) =

x+ 1

2
.

Per Bayes

P (I|T1) =
P (T1|I)P (I|Ω)

P (T1|Ω)
=

1 · x
x+1
2

=
2x

x+ 1
.
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3. Ripetiamo lo stesso ragionamento con l’evento Tn, per cui P (Tn|I) = 1, mentre
P (Tn|Ic) = 1

2n . Troviamo

P (Tn|Ω) = P (Tn|I)P (I|Ω) + P (Tn|I)P (Ic|Ω) = x+
1

2n
(1− x).

Per Bayes

P (I|Tn) =
P (Tn|I)P (I|Ω)

P (Tn|Ω)
=

1 · x
x+ 1

2n (1− x)
.

Notiamo che, se x < 1, al tendere di n all’infinito troviamo che P (I|Tn) → 1, in linea
con l’intuizione.

Problema 27
Si consideri un test per una certa infezione virale (può trattarsi di un virus attack al com-
puter o di un’infezione umana). Il test è affidabile al 95% per i pazienti infetti e al 99%
per i pazienti sani. Se la probabilità che un soggetto sia infetto è 4%, qual è il grado di
affidabilità del test? In altri termini, se il test da esito positivo, qual è la probabilità che il
soggetto sia davvero infetto?

Problema 28
Il 90% dei voli parte in tempo. L’80% dei voli arriva in tempo. Il 75% parte in tempo e
arriva in tempo.

1. Attendi un volo che è partito in tempo. Qual è la probabilità che arriverà in tempo?

2. Attendi un volo che è arrivato in tempo. Qual è la probabilità che è partito in tempo?

3. Sono tali eventi, cioè arrivare e partire in tempo, indipendenti?

Problema 29
Un nuovo programma per computers consiste in due moduli. Il primo modulo contiene
un errore con probabilità 0.2. Il secondo modulo è più complesso: contiene un errore con
probabilità 0.4, indipendentemente dal primo modulo. Un errore nel primo modulo da solo,
provoca un crash con probabilità 0.5, mentre il secondo modulo è più rischioso, provoca
un crash con probabilità 0.8. Se c’è un errore in entrambi i moduli, avviene un crash con
probabilità 0.9. Se il programma si rompe, qual è la probabilità che ci sia errore in entrambi
i moduli?

Problema 30
Si eseguono 3 estrazioni senza rimpiazzo da un’urna contenente 2 palline rosse e 3 palline
blu. Si considerino gli eventi

Ai = {al termine delle 3 estrazioni nell’urna sono rimaste i palline rosse}; i ∈ {0, 1, 2}
B = {la pallina estratta nella terza estrazione è rossa}

Calcolare per i = 0, 1, 2:

1. P (Ai|Ω);

2. P (B|Ω ∩Ai);
3. P (Ai|Ω ∩B).
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Una soluzione:

1. L’evento Ai coincide con l’evento “si estraggono 2− i palline rosse e 3−(2− i) = 1+ i
blu”, di cui possiamo calcolare la probabilità usando la legge ipergeometrica.

P (Ai|Ω) =

(
2

2−i
)
·
(

3
1+i

)(
5
3

) .

Esplicitamente si trova

P (A0|Ω) =
1 · 3 · 3 · 2

5 · 4 · 3
=

3

10

P (A1|Ω) =
2 · 3 · 3 · 2

5 · 4 · 3
=

3

5

P (A2|Ω) =
1 · 1 · 3 · 2

5 · 4 · 3
=

1

10
.

2. Avendo già calcolato P (Ai|Ω) conviene calcolare P (Ai ∩B|Ω) e poi dividere

P (B|Ω ∩Ai) =
P (Ai ∩B|Ω)

P (Ai|Ω)
.

Per calcolare P (Ai∩B|Ω) notiamo intanto che possiamo subito dire che P (A2∩B|Ω) = 0
perché l’evento A2 coincide con “si estraggono solo palline blu”, che è incompatibile con
B. Per calcolare P (A0∩B|Ω), possiamo ad esempio enumerare le sequenze di estrazioni
che realizzano tale evento: siccome dobbiamo estrarre 2 palline rosse e 1 blu, saranno
RBR e BRR (la terza estrazione deve essere rossa). Troviamo quindi

P (A0 ∩B|Ω) = 2
2 · 1 · 3
5 · 4 · 3

=
1

5
.

Invece, l’unica sequenza che realizza A1 ∩B è BBR, quindi

P (A1 ∩B|Ω) =
3 · 2 · 2
5 · 4 · 3

=
1

5
.

Concludiamo che

P (B|Ω ∩A0) =
10

3 · 5
=

2

3
, P (B|Ω ∩A1) =

5

3 · 5
=

1

3
, P (B|Ω ∩A2) = 0.

3. Intanto calcoliamo (o ricordiamo) che P (B|Ω) = 2
5 . Quindi avremo

P (Ai|Ω ∩B) =
P (B ∩Ai|Ω)

P (B|Ω)

da cui troviamo esplicitamente che

P (A0|Ω ∩B) =
1

2
= P (A1|Ω ∩B) e P (A2|Ω) = 0.

Problema 31
Un canale di trasmissione in cui è presente del rumore trasmette i simboli 0 e 1 rispettiva-
mente il 60% e il 40% delle volte. Alla ricezione, il simbolo trasmesso può risultare distorto,
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e ciò accade con una probabilità p = 1%.

1. Calcolare la probabilità di ricevere un simbolo 1.

2. Se si è ricevuto un simbolo 1, quanto vale la probabilità che fosse stato trasmesso uno
0?

3. Supponiamo ora che i simboli 0 e 1 siano trasmessi rispettivamente il 100q% e il
100(1 − q)% delle volte e che la probabilità di distorsione del simbolo trasmesso sia
ancora p = 1%. Quanto deve valere il parametro q ∈ [0, 1] affinchè il simbolo 1 sia
ricevuto con una probabilità non inferiore al 35%?

Una soluzione:

1. Si tratta di trasformare l’informazione “il 40% delle volte viene trasmesso 1” in una
probabilità. A questo scopo sia X ∈ {0, 1} la variabile aleatoria “simbolo trasmesso”
ed R la variabile aleatoria “simbolo ricevuto”. Abbiamo quindi

P (X = 1|Ω) = 40%, P (X = 0|Ω) = 60%.

Posto D = “simbolo ricevuto è distorto”. Dal testo si legge che la probabilità di
ricevere un simbolo distorto non dipende dal simbolo inviato (si tratta di una ipotesi di
indipendenza). Avremo allora

P (D|X = 1 ∩ Ω) = P (D|X = 0 ∩ Ω) = 1% = P (D|Ω).

e per simmetria dell’indipendenza tra eventi

P (X = 1|D ∩ Ω) = P (X = 1|Ω) = 40%, P (X = 0|D ∩ Ω) = P (X = 0|Ω) = 60%.

Infine, abbiamo R = 1 −X se vale D, R = X se vale Dc (suggerimento: disegnare un
grafo ad albero corrispondente alla destrizione fatta finora). Calcoliamo

P (R = 1|Ω) = P (R = 1|Ω ∩D)P (D|Ω) + P (R = 1|Ω ∩Dc)P (Dc|Ω)

= P (1−X = 1|Ω ∩D)P (D|Ω) + (X = 1|Ω ∩Dc)P (Dc|Ω)

= P (X = 0|Ω)P (D|Ω) + P (X = 1|Ω)P (Dc|Ω)

=
(40 · 1 + 60 · 99)

104
= 0, 598

2. Calcoliamo P (X = 0| {R = 1} ∩ Ω) = P (R = 1|Ω ∩ {X = 0})P (X = 0|Ω)/P (R =
1|Ω). Per calcolare l’unico termine che non conosciamo, ossia P (R = 1|Ω ∩ {X = 0}),
usiamo il sistema di alternative D, Dc e troviamo

P (R = 1|Ω ∩ {X = 0}) = P (R = 1|Ω ∩ {X = 0} ∩D)P (D|X = 0 ∩ Ω)

+ P (R = 1|Ω ∩ {X = 0} ∩Dc)P (Dc|X = 0 ∩ Ω)

= P (1 = 1|Ω ∩ {X = 0} ∩D)P (D|Ω) = 1%.

concludiamo che

P (X = 0| {R = 1} ∩ Ω) =
1% · 60%

0, 598
= 0, 01003344 ≈ 1%.

3. Ripetiamo il calcolo del punto 1, stavolta usando il parametro q. Troviamo

P (R = 1|Ω) =
(1− q) · 1 + q · 99)

102

che imponiamo ≥ 35%. Concludiamo che deve essere q ≥ 34
98 .
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Problema 32
Date variabili aleatorie (discrete) reali, X, Y , Z, dire se le seguenti uguaglianze o conteni-
menti tra eventi sono vere

1. {X ≤ 2} ∩
{
X2 > 1

}
= {X < −1 e X ∈ (−1, 2]}.

2. {0 ≤ X + Y ≤ 1} = {0 ≤ X ≤ 1} ∩ {0 ≤ Y ≤ 1}.
3. {X ≤ Y ≤ Z}c = {X > Y } ∪ {Y > Z}.
4.
{
X2 ≤ 2X − 1

}
= {X = 1}.

Problema 33
Una compagnia decide di applicare la seguente strategia: al 20% dei clienti che richiede un
servizio, viene offerta una promozione. Un gruppo di 10 persone richiede il servizio: qual è
la probabilità che almeno 4 di loro riceva la speciale promozione? [0.1209]

Problema 34
Viene lanciato sul mercato un nuovo gioco per computers. Il 60% dei giocatori completa
tutti i livelli. IL 30% di questi, comprerà una versione avanzata del gioco. Tra 15 utenti
del gioco, qual è la probabilità che almeno due persone compreranno la versione avanzata
del gioco? [0.7813]

Una soluzione:

Poniamo N1 ∈ {0, 1, . . . , 15} il numero di giocatori che finisce il gioco, che quindi ha
legge Binomiale di parametri B(15, 6/10) (rispetto alla informazione iniziale Ω), e N2 ∈
{0, 1, . . . , 15} il numero di giocatori che compra la versione avanzata. Sapendo che
N1 = n, la legge di N2 è Binomiale di parametri B(n, 3/10). Perciò, per ogni k ∈
{0, 1, . . . , 15}, otteniamo

P (N2 = k|Ω) =
15∑
n=0

P (N2 = k|N1 = n)P (N1 = n|Ω)

=
15∑
n=0

(
n

k

)(
3

10

)k ( 7

10

)n−k (15

n

)(
6

10

)n( 4

10

)15−n
.

Per trovare la probabilità richiesta P (N2 ≥ 2|Ω), conviene calcolare

P (N2 < 2|Ω) = P (N2 = 0|Ω) + P (N2 = 1|Ω)

usando la formula trovata sopra (se risulta troppo difficile per via analitica, si può
utilizzare un calcolatore). Per via analitica, un metodo possibile (utile anche in altri
casi) è di ricondursi ad una distribuzione binomiale nota (eventualmente con parametri
diversi). Ad esempio,

P (N2 = 0|Ω) =
15∑
n=0

(
7

10

)n(15

n

)(
6

10

)n( 4

10

)15−n

=

15∑
n=0

(
15

n

)(
6 · 7
102

)n( 4

10

)15−n

=

(
4

10

)15 15∑
n=0

(
15

n

)(
6 · 7 · 10

4 · 102

)n
=

(
4

10

)15 15∑
n=0

(
15

n

)(
21

20

)n
.
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Cerchiamo poi p ∈ (0, 1) in modo tale che(
21

20

)n
= cpn(1− p)15−n per n ∈ {0, 1, . . . , 15},

dove c è una opportuna costante. Ponendo n = 0 troviamo che deve essere c = (1−p)−15
e poi che deve valere

21

20
=

p

1− p

da cui p = 21/41, c = (41/20)15. Quindi possiamo riscrivere

P (N2 = 0|Ω) =

(
4

10

)15(41

20

)15 15∑
n=0

(
15

n

)
pn(1− p)n =

(
4 · 41

10 · 20

)15

=

(
82

100

)15

In modo analogo troviamo che

P (N2 = 1|Ω) =

15∑
n=0

n
3

10

(
7

10

)n−1(15

n

)(
6

10

)n( 4

10

)15−n
=

15∑
n=0

(
15

n

)(
6 · 7
102

)n( 4

10

)15−n

=

(
4

10

)15 3

7

15∑
n=0

n

(
15

n

)(
6 · 7 · 10

4 · 102

)n
=

3

7
·
(

82

100

)15 15∑
n=0

n

(
15

n

)
pn(1− p)15−n

=
3

7
·
(

82

100

)15

15 · 21

41
=

(
82

100

)15

· 15 · 9
41

.

dove abbiamo usato la formula per il valore atteso della binomiale. In conclusione,
troviamo

P (N2 < 2|Ω) =

(
82

100

)15(
1 +

15 · 9
41

)
≈ 0, 2187

e quindi P (N2 ≥ 2|Ω) ≈ 1− 0, 2187 = 0.7813.

Problema 35
In un dato giorno di vacanza, due amici, Andrea e Carlo, vanno a pesca. La probabilità che
Andrea prenda almeno un pesce è p, mentre la stessa probabilità per Carlo è q. (provate a
giustificare se sia lecito assumere che gli eventi relativi a Carlo e Andrea sono indipendenti.)
Calcolare la probabilità che

1. entrambi tornino a casa a mani vuote;

2. solo Carlo torni a casa a mani vuote;

3. Sapendo che uno solo tra loro è riuscito a prendere qualcosa, quanto vale la probabilità
che si tratti di Andrea?

Una soluzione:

Poniamo A = “Andrea pesca qualcosa”, C = “Carlo pesca qualcosa”. Supponiamo
quindi che P (A|Ω) = p, P (C|Ω) = q e che A e C siano indipendenti (rispetto all’infor-
mazione Ω data sopra). Ricordiamo anche (esercizio) che se A e C sono indipendenti,
lo sono anche A e Cc e pure Ac e Cc.
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1. Per indipendenza P (Ac ∩ Cc|Ω) = P (Ac|Cc ∩ Ω)P (Cc|Ω) = (1− p)(1− q).
2. Similmente P (A ∩ Cc|Ω) = p(1− q).
3. Calcoliamo, usando la definizione di probabilità condizionata:

P (A|(A ∩ Cc) ∪ (Ac ∩ C)) =
P (((A ∩ Cc) ∪ (Ac ∩ C)) ∩A|Ω)

P ((A ∩ Cc) ∪ (Ac ∩ C)|Ω)

=
P (A ∩ Cc|Ω)

P (A ∩ Cc|Ω) + P (Ac ∩ C|Ω)

=
p(1− q)

p(1− q) + q(1− p)

Problema 36
Andrea deve andare a lezione tutte le mattine all’Università, ma talvolta arriva in ritardo.
La probabilità che questo accada (cioè la probabilità che in una generica mattina Andrea sia
in ritardo) è p = 0.2. Si suppone che quel che accade in una data mattina sia indipendente
da ciò che accade nelle altre. Vogliamo studiare la situazione in una data settimana (in cui
i giorni di lezione sono 5, dal luned̀ı al venerd̀ı).

1. Calcolare la probabilità che Andrea arrivi a lezione in orario almeno 3 volte nella
settimana sotto indagine.

2. Sapendo che Andrea è arrivato in tempo almeno 3 volte, quanto vale la probabilità che
luned̀ı fosse in ritardo?

3. Sapendo che luned̀ı Andrea é arrivato in tempo e marted̀ı in ritardo, quanto vale la
probabilità che i giorni di ritardo siano stati almeno 3?

(Binomiale)

Una soluzione:

Posta X ∈ {0, 1, . . . , 5} la variabile aleatoria che conta il numero di volte in cui arriva
in orario durante la settimana, le ipotesi di indipendenza ci permettono di affermare
che X ha legge Bin(5, 0, 8) (rispetto all’informazione iniziale Ω).

1. Dobbiamo calcolare

P (X ≥ 3|Ω) =
5∑

k=3

(
5

k

)
(0, 8)k · (0, 2)5−k

= 10 · (0, 8)3 · (0, 2)2 + 5 · (0, 8)4 · (0, 2) + (0, 8)5 = 0.94208.

2. Posto L = “luned̀ı arriva in ritardo”, dobbiamo calcolare

P (L|X ≥ 3) =
P (X ≥ 3|L)P (L|Ω)

P (X ≥ 3|Ω)
.

Ora, rispetto all’informazione L la variabile X conta il numero di volte in cui arriva
in orario durante i 4 giorni rimanenti (perché sappiamo del ritardo luned̀ı, ma ciò che
accade negli altri giorni è indipendente da ciò che accade luned̀ı). Pertanto possiamo
affermare che X ha legge Bin(4, 0, 8), rispetto all’informazione L e quindi

P (X ≥ 3|L) =

4∑
k=3

(
4

k

)
(0, 8)k · (0, 2)4−k = 4 · (0, 8)3 · (0, 2) + (0, 8)4 = 0, 8192.
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D’altra parte abbiamo P (L|Ω) = 0, 2 e concludiamo che

P (L|X ≥ 3) =
4 · (0, 8)3 · (0, 2)2 + (0, 8)4 · 0, 2

10 · (0, 8)3 · (0, 2)2 + 5 · (0, 8)4 · (0, 2) + (0, 8)5

= 0, 8192 · 0, 2/0, 94208 = 0, 173913.

3. Posto M = “marted̀ı è arrivato in orario”, ragioniamo come al punto sopra: ri-
spetto all’informazione L ∩M abbiamo che X − 1 (bisogna sottrarre il marted̀ı) con-
ta il numero di volte in cui arriva in orario durante i 3 giorni rimanenti, e quindi
ha legge Bin(3, 0, 8). Ne segue che l’evento “è arrivato in ritardo almeno 3 giorni”
= {5−X ≥ 3} = {X − 1 ≤ 1}, e quindi

P (5−X ≥ 3|L ∩M) = P ((X − 1) ≤ 1|L ∩M) =
1∑

k=0

(
3

k

)
(0, 8)k · (0, 2)3−k

= (0, 2)3 + 3 · (0, 8) · (0, 2)2 = 0.104.

Problema 37
Da un’urna contenente 5 palline rosse, 4 palline verdi e 6 palline gialle vengono eseguite
5 estrazioni senza reimbussolamento. Sia X il numero di palline verdi estratte. Calcolare
E[X], V ar(X), E[(X + 1)2]. Supponiamo di procedere ad estrazioni con reimbussolamento
dalla stessa urna, e denotiamo con T il numero di estrazioni necessarie all’estrazione di una
pallina verde. Calcolare E[T ], V ar(T ).

Problema 38
Clienti di un ISP (internet service provider) iniziano un nuovo account con una media di
10 accounts per giorno.

1. Qual è la probabilità che più di 8 accounts vengano iniziati in un giorno?

2. Qual è la probabilità che più di 16 accounts vengano iniziati in due giorni?

Una soluzione:

Possiamo immaginare che ci sia un gran numero n di potenziali clienti di cui però la
probabilità che un singolo attivi in un dato giorno un account è molto bassa (p) in
modo tale che np ≈ 10. Quindi siamo in una situazione in cui possiamo supporre che il
numero di accounts attivati in un giorno X1 sia una variabile aleatoria con legge Poisson
di parametro 10. Similmente, il numero di accounts in due giorni sarà X2 una variabile
con legge Poisson di parametro 20. Perciò rispondiamo ai punti 1 e 2 nel seguente modo:

P (X1 > 8|Ω) = 1− P (X1 ≤ 8|Ω) = 1−
8∑

k=0

e−10
10k

k!
≈ 1− 0, 333 = 0, 667.

P (X2 > 16|Ω) = 1− P (X2 ≤ 16|Ω) = 1−
16∑
k=0

e−20
20k

k!
≈ 1− 0, 221 = 0, 779.
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Problema 39
Recentemente nella rete delle farmacie italiane è stata introdotta una novità a scopo pro-
mozionale: è possibile che, all’atto del pagamento, il cliente riceva (in modo casuale) uno
scontrino particolare, che gli da accesso ad una lotteria a premi. Supponiamo che sia p la
probabilità che un cliente riceva lo scontrino partecipante alla lotteria e che sia q la proba-
bilità che lo scontrino medesimo sia vincente. Supponiamo inoltre che, per clienti diversi,
tali eventualità siano tra loro indipendenti.

1. Supponiamo che in un dato giorno nella farmacia F si presentino 20 clienti, e conside-
riamo le variabili aleatorie

X = {numero di clienti che riceve uno scontrino che da accesso alla lotteria};

Y = {il numero di clienti che riceve uno scontrino vincente}.

Calcolare la legge di X e la legge di Y .

2. Supponiamo che ora che il numero di clienti che si presenta nella farmacia F nel giorno
considerato sia una v.a. N avente legge di Poisson di parametro λ > 0 (noto). Per ogni
h ∈ N calcolare P (X = h eN = 20|Ω) e P (Y = h eN = 20|Ω) (dove Ω è l’informazione
sopra).

Una soluzione:

1. Si tratta di due variabili aleatorie che contano il numero di successi in 20 tentativi,
dove nel primo caso la probabilità di successo è p, mentre nel secondo è pq, perché si deve
realizzare l’intersezione tra i due eventi indipendenti “accesso alla lotteria” e “biglietto
vincente”. Concludiamo che X ha legge Bin(20, p), mentre Y ha legge Bin(20, pq)
(rispetto alla informazione data).

2. Abbiamo visto sopra che X, sapendo N = 20 è una variabile aleatoria Bin(20, p),
mentre Y ha legge Bin(20, pq). Perciò usiamo la regola del prodotto per calcolare

P (X = h eN = 20|Ω) = P (X = h| {N = 20} ∩ Ω)P (N = 20|Ω)

=

(
20

h

)
ph(1− p)20−he−λλ

20

20!
.

Similmente

P (Y = h eN = 20|Ω) = P (Y = h| {N = 20} ∩ Ω)P (N = 20|Ω)

=

(
20

h

)
(pq)h(1− pq)20−he−λλ

20

20!
.

Problema 40
Un’urna contiene N palline, di cui R rosse e B blu (R+B = N). Si effettuano n estrazioni
con reimmisione.

1. Qual è la probabilità che tutte le palline estratte siano rosse?

2. Qual‘è la probabibilità che la prima volta che vediamo una pallina rossa1 sia esatta-
mente alla estrazione k (1 ≤ k ≤ n)? (ammettendo n =∞, otteniamo la distribuzione
geometrica di parametro p = R/N)

1c’era scritto blu in una versione precedente, in quel caso erano sbagliati i ruoli di R e B
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3. Qual è la probabilità che almeno due tra le palline estratte siano blu?

Una soluzione:

1. Essendo estrazioni con rimpiazzo gli eventi relativi ad estrazioni diverse sono indipen-
denti (rispetto all’informazione Ω precedente ad ogni estrazione). Essendo la probabilità
di trovare una pallina rossa R/N , avremo

P (“tutte rosse in n estrazioni”|Ω) = P (R1 ∩R2 ∩ . . . ∩Rn|Ω) = (
R

N
)n.

2. Possiamo introdurre la variabile aleatoria T ∈ {1, 2, . . . , n}∪{∞} che indica la prima
estrazione in cui troviamo una pallina rossa e∞ se non accade mai di estrarre una rossa.
Di conseguenza abbiamo che {T = k} per k ∈ {1, . . . , n} coincide con l’evento

B1 ∩B2 ∩ . . . ∩Bk−1 ∩Rk,

e quindi per indipendenza (oppure il risultato generale sull’estrazione di una specifica
sequenza) troviamo

P (T = k|Ω) =

(
B

N

)k−1 R
N

= (1− p)k−1 p,

dove p = R
N è la probabilità di estrarre una pallina rossa.

3. Poniamo X ∈ {0, 1, . . . , n} la variabile che conta il numero di palline blu estratte.
L’evento che ci interessa è {X ≥ 2}. Essendo X una variabile con legge Bin(n, BN ),
troviamo

P (X ≥ 2|Ω) =
n∑
k=2

(
n

k

)
·
(
B

N

)k
·
(
R

N

)n−k
= 1− P (X < 2|Ω) = 1−

(
R

N

)n
− n · B

N
·
(
R

N

)n

Problema 41
Un’urna contiene N palline, di cui R rosse e B blu (R+B = N). Si effettuano n estrazioni
senza reimmisione.

1. Qual è la probabilità che tutte le palline estratte siano rosse?

2. Qual‘è la probabilità che la prima volta che vediamo una pallina rossa sia esattamente
alla estrazione k (1 ≤ k ≤ n)?

Una soluzione:

Osserviamo che necessariamente deve essere n ≤ N .

1. In tal caso deve essere pure n ≤ R, altrimenti la probabilità è 0. Si tratta allora di
calcolare la probabilità di estrarre la specifica sequenza costituita da n rosse consecutive.
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Troviamo

P (R1 ∩R2 ∩ . . . ∩Rn|I(N,R,B)) =
R · (R− 1) · . . . · (R− n+ 1)

N · (N − 1) · . . . · (N − n+ 1)

=

(
R
n

)(
N
n

) ,
dove l’ultima espressione si ricava anche come caso particolare della legge ipergeometri-
ca.

2. Come nel problema precedente possiamo introdurre T ∈ {1, . . . , n} ∪ ∞. Notiamo
che se k > B + 1, necessariamente dobbiamo aver estratto almeno una pallina rossa
prima dell’estrazione k, quindi P (T = k|Ω) = 0 in tal caso. Altrimenti, troviamo

P (T = k|I(N,R,B)) = P (B1 ∩B2 ∩ . . . ∩Bk−1 ∩Rk|I(N,R,B))

=
B · (B − 1) · . . . · (B − (k − 1) + 1) ·R

N(N − 1) . . . (N − k + 1)
.

Problema 42
Calcolare (o trovare in letteratura) media (valore atteso) e varianza di una variabile aleatoria
X, nel caso in cui

1. X abbia legge Bernoulli di parametro p ∈ [0, 1],

2. X abbia legge binomiale di parametri n ≥ 1, p ∈ [0, 1],

3. X abbia legge uniforme discreta sui valori {1, 2, . . . , n}, n ≥ 1.

4. X abbia legge Poisson di parametro λ > 0,

5. X abbia legge geometrica di parametro p ∈ (0, 1].

Problema 43
Esprimere valore atteso, varianza e covarianza di variabili indicatrici X, Y , in termini dei
due eventi A = {X = 1}, B = {Y = 1}.

Una soluzione:

Poiché X e Y sono Bernoulli di parametri rispettivamente P (A|Ω), P (B|Ω), troviamo

E [X|Ω] = P (A|Ω) e Var (X|Ω) = P (A|Ω)(1− P (A|Ω)),

e similmente per Y . Per la covarianza, ricordiamo che

Cov(X,Y |Ω) = E [XY |Ω]− E [X|Ω]E [Y |Ω] = P (A ∩B|Ω)− P (A|Ω)P (B|Ω).

Notiamo che questa ultima espressione ci permette di affermare che X e Y Bernoulli
sono indipendenti se e solo se sono non-correlate.

Problema 44
Un’urna contiene N palline, di cui R rosse e B blu (R+B = N). Si effettuano n estrazioni
senza reimmisione. Qual è il valore atteso della variabile “numero di palline rosse estratte”?
Come cambia la risposta se le estrazioni sono senza reimmissione?
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Una soluzione:

Per ogni i ∈ {1, . . . , n}, introduciamo la variabile aleatoria Xi ∈ {0, 1} indicatrice
dell’estrazione di una pallina rossa all’estrazione i. Si ha che il numero di palline rosse
estratte è

X :=
n∑
i=1

Xi.

Ciascuna variabile Xi ha legge Bernoulli di parametro R/N (sia nel caso con rimpiazzo
che nel caso senza rimpiazzo). Di conseguenza in entrambi i casi

E [X|Ω] =
n∑
i=1

E [Xi|Ω] = n · R
N
.

La differenza tra i due casi (senza o con rimpiazzo) si vedrebbe invece calcolando la
varianza di X.

Problema 45
Una password che non conosciamo è composta di 4 cifre (da 0 a 9 ciascuna), e quindi
si rappresenta come un numero tra 0 e 9999. Supponiamo di tentarle tutte in sequenza
crescente (partendo da 0 = 0000 fino a 9999) e poniamo X = i se indoviniamo la password
al tentativo i-esimo (i ∈ {1, . . . , 10000}). Qual è il valore atteso di X? Supponiamo di
tentare in sequenza inversa, partendo da 9999 e arrivando a 0000, qual è il valore atteso del
numero del tentativo vincente?

Problema 46
Una password che non conosciamo è composta di 4 cifre (da 0 a 9) ciascuna, e quindi
si rappresenta come un numero tra 0 e 9999. Il sistema di gestione delle password però è
costruito in modo tale che, se forniamo una password di 1, 2 o 3 cifre, ma corrette, ci fornisce
la risposta “password incompleta” (ad esempio, se la vera password è 1234 e digitiamo 1,
12 o 123 otteniamo la risposta “password incompleta”). Negli altri casi, eccetto quello in
cui troviamo la password, la risposta è “password errata”. Sapreste trovare una strategia
per cui il valore atteso del numero dei tentativi per ottenere la password corretta è molto
più basso di quello del problema precedente?

Problema 47
In un concorso vengono assegnate le idoneità per un dato servizio. Ogni partecipante
ha probabilità 1/3 di ottenere l’idoneità (indipendentemente dagli altri). Al termine del
concorso a 10 fra gli idonei viene assegnato un posto di lavoro (e se gli idonei sono meno
di 10 vengono assegnati tanti posto di lavoro quanti sono gli idonei). Supponiamo che al
concorso partecipino 15 persone, sia X il numero dei partecipanti che ottengono l’idoneità
e Y il numero di partecipanti che ottengono il posto di lavoro.

1. Determinare la legge di X, calcolarne valore atteso e varianza.

2. Determinare la legge di Y , calcolarne valore atteso e varianza.

3. Sapendo che Y = 10, come cambia la legge di X?

Problema 48
Un computer ha due processori e il sistema operativo li gestisce in modo diverso: se una
istruzione deve essere eseguita dal primo processore, questa impiega un tempo (in una certa
unità di misura) distribuito secondo una variabile geometrica di parametro p1 = 1/2; se
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invece deve essere eseguita dal secondo, impiega un tempo con legge geometrica di parametro
p2 = 1/4. Supponiamo che il sistema mandi, in media, due terzi delle istruzioni al primo
processore, ed un terzo al secondo processore.

1. Qual è il valore atteso del tempo impiegato per eseguire una istruzione? Qual è la sua
varianza?

2. Qual è la legge del tempo impiegato per eseguire una istruzione?

3. Sapendo che il tempo impiegato per eseguire una certa istruzione è stato k (unità di
tempo), qual è la probabilità che il comando sia stato eseguito dal processore 2?

Problema 49
Un’urna contiene 4 palline, di cui X bianche e le rimanenti 4−X nere, dove X ∈ {0, 1, . . . , 4}
è una variabile aleatoria. (Sulla base di questa informazione, attribuiamo probabilità unifor-
me alle alternative {X = i}, i ∈ {0, 1, . . . , 4}.) Si effettuano 2 estrazioni con reimmissione,
e poniamo Y il numero di palline bianche osservate.

1. Calcolare il valore atteso di X e la sua varianza.

2. Calcolare il valore atteso di Y e la sua varianza.

3. Sapendo che Y = 2, calcolare il valore atteso di X e la sua varianza.

Problema 50
Da un’urna A che contiene 7 palline bianche e 3 palline nere si estraggono 5 palline senza
rimpiazzo; sia X il numero di palline bianche estratte da A. Successivamente, in una seconda
urna B, inizialmente vuota, si mettono X palline bianche e 5−X palline nere; infine si esegue
da B un’estrazione.

1. Calcolare la densità di X e il suo valore atteso.

2. Calcolare la probabilità di estrarre da B una pallina bianca, sapendo che X = 3.

3. Calcolare la densità di X sapendo che da B si è estratta una pallina bianca.

Una soluzione:

1. La densità di X si calcola usando la distribuzione ipergeometrica, infatti per
trovare P (X = k|Ω) si tratta di calcolare la probabilità di estrarre esattamente k
palline bianche in 5 estrazioni da un’urna senza rimpiazzo il cui contenuto è noto.
Troviamo, per k ∈ {0, 1, . . . , 5},

P (X = k|Ω) =

(
7
k

)(
3

5−k
)(

10
5

) .

In particolare, notiamo che P (X ∈ {0, 1} |Ω) = 0, mentre

P (X = 2|Ω) = P (X = 5|Ω) =
1

12
, P (X = 3|Ω) = P (X = 4|Ω) =

5

12
.

Da cui

E [X|Ω] =
2 · 1 + 3 · 5 + 4 · 5 + 5 · 1

12
= 5 · 7

10
.

In effetti si può dimostrare che il valore atteso di una ipergeometrica è uguale
a quello di una corrispondente binomiale (cioè come se fossero estrazioni con
rimpiazzo). Attenzione: questo non vale per la varianza!
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2. Sapendo che X = 3, l’urna B contiene esattamente 3 palline bianche e 2 nere,
quindi non avendo ulteriore informazione la probabilità richiesta è 3/5.

3. Posto k ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}, dobbiamo calcolare

P (X = k|estratta da B è bianca) =
P (estratta da B è bianca|X = k)P (X = k|Ω)

P (estratta da B è bianca|Ω)
,

avendo usato la formula di Bayes. Poiché

P (estratta da B è bianca|X = k) =
k

5

e abbiamo già trovato P (X = k|Ω), ci manca solamente

P (estratta da B è bianca|Ω) =

5∑
h=0

P (estratta da B è bianca|X = h)P (X = h|Ω)

=
5∑

h=0

h

5
P (X = h|Ω) =

1

5

5∑
h=0

hP (X = h|Ω) =
1

5
E [X|Ω] =

7

10
.

In conclusione troviamo i valori P (X ∈ {0, 1} |estratta da B è bianca) = 0,

P (X = 2|estratta da B è bianca) =
2
5

1
12
7
10

=
1

21
,

P (X = 3|estratta da B è bianca) =
3
5

5
12
7
10

=
5

14
,

P (X = 4|estratta da B è bianca) =
4
5

5
12
7
10

=
10

21
,

P (X = 5|estratta da B è bianca) =
5
5

1
12
7
10

=
5

42
.

Problema 51
Un social network comprende n ≥ 100 utenti e ciascun utente può essere collegato (amico)
o meno a ciascun altro. La probabilità che due utenti siano collegati tra loro è 20/n
(assumiamo infine che il comportamento di ogni coppia di utenti sia indipendente da tutte
le altre). Sia X il numero di amicizie di un utente (preso a caso tra gli n utenti).

1. Calcolare la legge, la media (valore atteso) e la varianza di X.

2. Nel limite n→ +∞ (approssimazione Poisson) calcolare la probabilità che X = 15.

Una soluzione:

1. Preso un utente a caso, il numero di amicizie X è una variabile aleatoria Bin(n −
1, 20/n) (bisogna rimuovere l’utente stesso). Perciò si ha E [X|Ω] = (n − 1) · 20/n =
20 ·

(
1− 1

n

)
e Var (X|Ω) = 20 ·

(
1− 1

n

)
(1− 20/n).
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2. Nell’approssimazione richiesta, abbiamo che X è una variabile Posson di parametro
λ = limn→∞ 20 ·

(
1− 1

n

)
= 20. Di conseguenza

P (X = 15|Ω) = e−20
2015

15!
≈ 5%.

Problema 52
Un social network comprende n utenti di cui metà sono maschi e metà femmine (n è molto
grande). Ciascun utente può essere collegato (amico) o meno a ciascun altro, indipenden-
temente dagli altri. Se un utente è maschio, il numero medio di amicizie è 30, mentre se un
utente è femmina tale numero sale a 40. Posto X il numero di amicizie di un utente preso
a caso,

1. calcolare densità discreta, valore atteso e varianza di X (rispetto all’informazione
iniziale descritta sopra), nell’approssimazione Poisson.

2. Sapendo che X = 35, qual è la probabilità che l’utente sia maschio?

Una soluzione:

Introduciamo i due eventi M =“l’utente è maschio” e F =“l’utente è femmina”. Nel-
l’approssimazione Poisson, abbiamo che, sapendo M , X è Poisson di parametro 30;
sapendo F , X è Poisson di parametro 40. Inoltre abbiamo P (M |Ω) = P (F |Ω) = 1

2 .

1. Per calcolare la densità discreta di X rispetto, scriviamo prima

P (X = k|M) = e−30
30k

k!
e P (X = k|M) = e−40

40k

k!
,

da cui otteniamo

P (X = k|Ω) = P (X = k|M)P (M |Ω) + P (X = k|F )P (F |Ω)

=
1

2

(
e−30

30k

k!
+ e−40

40k

k!

)
.

Per calcolare il valore atteso, decomponiamo secondo il sistema di alternative M , F ,

E [X|Ω] = E [X|M ]P (M |Ω) + E [X|F ]P (F |Ω) =
1

2
(30 + 40) = 35.

Per la varianza, calcoliamo prima il valore atteso di X2,

E
[
X2|Ω

]
= E

[
X2|M

]
P (M |Ω) + E

[
X2|F

]
P (F |Ω) =

1

2

(
30 + 302 + 40 + 402

)
= 1285,

avendo usato l’identità generale

Var (X|I) + E [X|I]2 = E
[
X2|I

]
nel caso delle due Poisson.
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2. Per Bayes

P (M |X = 35) =
P (X = 35|M)P (M |Ω)

P (X = 35)

=
e−30 30

35

35! ·
1
2

e−30 30
35

35! ·
1
2 + e−40 40

35

35! ·
1
2

=
1

1 + e−10
(
4
3

)35 ≈ 48%

Problema 53
Siano X ∈ E, Y ∈ E′ variabili aleatorie discrete a valori in R.

1. Mostrare che vale la formula di convoluzione

P (X + Y = k|I) =
∑
e∈E

P (Y = k − e|I ∩ {X = e})P (X = e|I).

2. Calcolare la legge della somma degli esiti di due lanci di dadi a sei facce.

3. Se X ha legge Bin(n, p), Y ha legge Bin(m, p) e sono indipendenti, allora X + Y ha
legge Bin(n+m, p).

4. Se X ha legge Poisson(λ), Y ha legge Poisson(λ′) e sono indipendenti, allora X + Y
ha legge Poisson(λ+ λ′).

Problema 54
Si lancia 5 volte un dado simmetrico (a sei facce) e sia X il numero di volte in cui esce la
faccia numero 4.

1. Determinare l’insieme dei valori possibili e la distribuzione di probabilità di X.

2. Calcolare il valore atteso e la varianza di X.

[X ha legge Bin(5, 1/6), E [X|Ω] = 5/6, Var (X|Ω) = (5/6)2.]

Problema 55
Un nostro amico appassionato di dadi ci propone il seguente gioco: egli ha con sé un dado
a 4 facce (tetraedro) numerate da 1 a 4 e uno a sei facce, numerate da 1 a 6. Sceglie uno
dei due dadi ed esegue con esso 5 lanci, comunicandoci alla fine il numero di volte che la
cifra 3 appare come risultato. Poniamo X la variabile che rappresenta tale numero.

1. Qual è la legge di X? calcolarne il valore atteso e la varianza. [X ∈ {0, . . . , 5}.
P (X = k|Ω) = 1

2

(
5
k

) (
1
6

)k (1
6

)5−k
+ 1

2

(
5
k

) (
1
4

)k (3
4

)5−k
, E [X|Ω] = 1

2 · 5
(
1
4 + 1

6

)
.]

2. Dopo 5 lanci, ci comunica che la cifra 3 è apparsa 3 volte. Qual è la probabilità che il
dado scelto sia quello a 4 facce? [ P ( “dado a 4 scelto”|Ω∩{X = 3}) = 32/(45(32/45+
52/65) ∼ 0.73]

3. Dopo 5 lanci, ci comunica che la cifra 3 è apparsa 3 volte. Qual è la probabilità che
lanciando ulteriormente il dado scelto il risultato sia 3? [ 1

4 · 3
2/(45(32/45 + 52/65) +

1
6 · (1− 32/(45(32/45 + 52/65)) ∼ 0.23]

Problema 56
Un’urna contiene 5 palline bianche e 1 nera. Estraiamo ripetutamente due palline, le os-
serviamo, e poi le rimettiamo nell’urna, finché non vediamo due palline bianche. Qual è la
probabilità di fare esattamente n estrazioni? [Legge geometrica di parametro p = 5

6 ·
4
5 = 2

3 ]
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Problema 57
Davanti a noi abbiamo due urne, una contenente 5 palline bianche e 2 nere, mentre un’altra
contenente 3 palline bianche e una nera. Scegliamo a caso un’urna e da essa estraiamo ripe-
tutamente due palline, le osserviamo, e poi le rimettiamo nell’urna, finché non vediamo due
palline bianche. Contemporaneamente (ossia in corrispondenza di ogni nostra estrazione)
un nostro amico estrae una pallina alla volta dall’altra urna, finché non vede una pallina
nera.

1. Sapendo di aver scelto l’urna con 7 palline, qual è la probabilità che saremo i primi ad
interrompere le estrazioni?

2. È più probabile che saremo noi ad interrompere le estrazioni per primi o il nostro
amico? Sapete quantificare la vostra risposta?

3. Sapendo che abbiamo terminato per primi le estrazioni, qual è la probabilità di aver
scelto l’urna con 7 palline?

Una soluzione:

Osserviamo che potrebbe accadere che il “gioco” potrebbe terminare in parità con il
nostro amico, ossia allo stesso tentativo noi estraiamo per la prima volta due palline
bianche e il nostro amico una pallina nera.

1. Posto A l’evento in cui abbiamo scelto l’urna con 7 palline (e quindi il nostro amico
l’urna con 4 palline), per cui la probabilità (sapendo A) che noi estraiamo due bianche
è p1 = (5 · 4)/(7 · 6) = 10

21 e che l’amico estragga una nera è p2 = 1/4. Rispetto all’infor-
mazione A, stiamo estraendo da due urne diverse, di cui conosciamo perfettamente il
contenuto e quindi possiamo ritenere le variaibili relative alle due urne indipendenti tra
loro. Perciò la probabilità che un dato “turno” (ossia le due estrazioni nostre e quella
dell’amico) si risolva in nulla di fatto è

(1− p1)(1− p2)
mentre la probabilità che in dato “turno” siamo noi ad estrarre le due bianche e il nostro
amico una nera è

p1(1− p2).

Dato k ≥ 1 poniamo Vk l’evento “vinciamo al tentativo k”. Ragionando come nel caso
della legge geometrica, ossia in termini di estrazioni, significa che le prime k−1 estrazioni
sono state “fallimenti” per tutti e due i giocatori, e al tentativo k abbiamo estratto due
bianche mentre il nostro amico una pallina bianca (altrimenti sarebbe “parità”). Per
indipendenza tra le varie estrazioni otteniamo che

P (Vk|A) = (1− p1)k−1(1− p2)k−1p1(1− p2) = (1− (p1 + p2 − p1p2))k−1 p1(1− p2).
Per ottenere la probabilità di “vittoria” dobbiamo sommare su tutti i possibili k ≥
1. Possiamo ricavare il risultato riconoscendo i termini che definiscono una legge
geometrica, di parametro p := p1 + p2 − p1p2:

P (“vittoria” |A) =

∞∑
k=1

P (Vk|A)

=
∑
k=1

∞ (1− (p1 + p2 − p1p2))k−1 p1(1− p2)

=
p1(1− p2)

p1 + p2 − p1p2

∞∑
k=1

(1− p)k−1p

=
p1(1− p2)

p1 + p2 − p1p2
≈ 0, 588.
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2. Ragiorando similmente, sapendo però Ac troviamo (con le stesse notazioni) p1 =
4·3
5·4 = 3

5 , p2 = 2
7 . Siccome in entrambi i casi le nostre probabilità di successo sono

maggiori di quelle del nostro amico, l’intuizione ci spinge ad affermare che siamo favo-
riti in questo gioco. Per rendere preciso il risultati, calcoliamo intanto come al punto
precedente

P (“vittoria”|Ac) =
p1(1− p2)

p1 + p2 − p1p2
= 0, 6.

Di conseguenza

P (“vittoria”|Ω) ≈ 1

2
(0, 588 + 0, 6) = 0, 594.

3. Usiamo Bayes P (A|“vittoria”) = P (“vittoria”|A) · P (A|Ω)/P (“vittoria”|Ω), da cui

P (A|“vittoria”) ≈ 0, 588 · 1

2
/0, 594 = 0, 494.

Anche se di poco, troviamo che è più probabile che abbiamo scelto l’urna con 4 palline.

Problema 58
Due sorelle, Anna e Barbara giocano al seguente gioco: ciarcuna pesca una carta dallo
stesso mazzo di 40 carte (prima Anna e poi Barbara), le due carte vengono confrontate, e
vince la sorella che ha pescato la carta con numero più grande. In caso di parità le due
carte vengono rimesse nel mazzo, che viene mescolato, e il gioco si ripete (si compie un altro
turno di gioco).

• Qual è la probabilità che Anna vinca al primo turno?

• Qual è la probabilità che il gioco duri più di 5 turni? Qual è la legge del numero di
turni effettuati?

• Sapendo che il gioco è durato meno di 10 turni, qual è è la probabilità che il gioco duri
più di 5 turni?

Una soluzione:

1. Anna vince al primo turno se pesca una carta con un numero più grande di Barbara.
Sia A ∈ {1, . . . , 10} il numero della carta pescata da Anna, e B ∈ {1, . . . , 10} quello
della carta pescata da Barbara. La variabile A ha legge uniforme, mentre, sapendo che
A = k, la legge di B si trova facilmente considerando i casi favorevoli (3 o 4) sui casi
possibili (39)

P (B = `|A = k) =

{
4
39 se ` 6= k,
3
39 se ` = k.

In particolare, abbiamo P (B < k|A = k) =
∑k−1

`=1 P (B = `|A = k) = (k−1) · 4
39 . Perciò

si trova

P (A > B|Ω) =

10∑
k=1

P (k > B|A = k)P (A = k|Ω)

=
10∑
k=1

P (k > B|A = k)
1

1
0 =

4

39

10∑
k=1

(k − 1)

10

=
4

39

(
10∑
k=1

k

10
− 1

)

=
4

39
· 4, 5 ≈ 0, 461.
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2. Calcoliamo prima la probabilità che un turno finisca in “parità”. Si tratta di calcolare

P (A = B|Ω) =
10∑
k=1

P (B = k|A = k)P (A = k|Ω)

10∑
k=1

3

39

1

10
=

1

13
.

Affinché il gioco duri più di 5 turni, tali turni devono essere tutte “parità”, e per via
dell’indipendenza dovuta al “mescolamento” del mazzo tra i singoli turni, troviamo
(posta T la variabile che indica il numero di turni totali)

P (T > 5|Ω) =
1

135
.

La variabile T è una variabile aleatoria con legge geometrica di parametro 1− 1
13 = 12

13 .

3. Dobbiamo calcolare

P (T > 5|T < 10) =
P (T > 5 ∩ T < 10|Ω)

P (T < 10)

=
P (T = 6|Ω) + P (T = 7|Ω) + P (T = 8|Ω) + P (T = 9|Ω)

1− P (T > 9|Ω)

=

(
12

136
+

12

137
+

12

138
+

12

139

)
/

(
1− 1

139

)
.

Problema 59
Il numero chiamate telefoniche che arrivano ad un centralino durante ogni periodo di 10
minuti è distribuito come una variabile con legge Poisson di parametro λ = 2.

• Calcolare la probabilità che più di tre chiamate arrivino in un periodo di 10 minuti.
[P (X > 3|Ω) = 1−

∑3
k=0 e

−22k/k! ∼ 0.14]

• Calcolare la probabilità che non arrivino chiamate durante un periodo di 20 mi-
nuti. [X = “chiamate nei primi 10 minuti”, Y = “chiamate nei secondi 10 minuti”.
Supponiamo X, Y indipendenti, allora [P (X + Y = 0|Ω) = e−4 ∼ 0.02]

• Sapendo che in 20 minuti sono arrivate 4 chiamate, qual è la probabilità che siano
arrivate tutte nei primi 10 minuti? [X + Y ha legge Poisson(4). P (X = 4|X + Y =
4) = 1/24]

Problema 60
(Baron 3.9) Per scaricare un file un sistema impiega tipicamente circa 40 secondi, con
una deviazione standard di 5 secondi. Usando la diseguaglianza di Chebyshev, stimare la
probabilità di impiegare più di un minuto per il download. Supponendo di scaricare 60 file in
modo “indipendente”, stimate la la probabilità di impiegare più di un’ora per il download.

Una soluzione:

P (T1 ≥ 60|Ω) = P (T1 ≥ 60|Ω ∩ {|T1 − 40| ≥ λ})P ({|T1 − 40| ≥ λ} |Ω)

+ P (T1 ≥ 60|Ω ∩ {|T1 − 40| < λ})P ({|T1 − 40| < λ} |Ω).
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Se λ ≤ 20, P (T1 ≥ 60|Ω ∩ {|T1 − 40| < λ}) = 0, e Chebychev P (T1 ≥ 60|Ω) ≤ 52

λ2
.

Conviene quindi porre λ = 20, da cui

P (T1 ≥ 60|Ω) ≤ P (T1 ≥ 60|Ω ∩ {|T1 − 40| ≥ λ})P ({|T1 − 40| ≥ λ} |Ω) ≤ σ2

202
∼ 0.0625.

Per la seconda domanda, poniamo T =
∑6

i=1 0Ti, con Ti indipendenti. Si può usare la
legge debole dei grandi numeri. Altrimenti, ripetiamo l’argomento. Vale

E [T |Ω] = 60 ∗ 40, Var (T ) =
6∑
i=1

0 Var (()Ti|Ω) = 60σ2.

Similmente al caso precedente, ricordando che un’ora sono 60 ∗ 60 = 3600 secondi,

P (T ≥ 60 ∗ 60|Ω) =P (T ≥ 602|Ω ∩ {|T − 60 ∗ 40| ≥ λ})P ({|T − 60 ∗ 40| ≥ λ} |Ω)

+ P (T ≥ 602|Ω ∩ {|T − 60 ∗ 40| < λ})P ({|T − 60 ∗ 40| < λ} |Ω).

Stavolta se λ ≤ 602 − 60 ∗ 40 = 60 ∗ 20 vale P (T ≥ 602|Ω ∩ {|T − 60 ∗ 40| < λ}) = 0,
quindi ponendo λ = 60 ∗ 20,

P (T ≥ 602|Ω) ≤ P ({|T − 60 ∗ 40| ≥ λ} |Ω) ≤ Var (()T |Ω)

λ2
=

60σ2

602 ∗ 202
∼ 0.0625

60
.

Problema 61
Una rete di comunicazione è schematizzata nel seguente modo, dove A, B sono due utenti
e 1, 2, 3, 4 sono antenne ripetitrici: le frecce in figura rappresentano la possibilità di
comunicare (se le antenne funzionano).

A

1

2

3

4

B

L’utente A vuole mandare un messaggio a B, e deve necessariamente appoggiarsi ad alcune
delle antenne: ad esempio, il messaggio può essere trasmesso via A→ 1→ 3→ B, ma non
via A → 2 → 3 → B. Le antenne, tuttavia, non sono sempre operative. Per ciascun i =
1, 2, 3, 4 sia Xi una variabile aleatoria a valori in {0, 1} che rappresenta lo stato dell’antenna
i-esima, ossia

Xi =

{
1 se l’antenna i-esima è operativa

0 in caso contrario.

Supporremo che le variabili aleatorie X1, X2, X3, X4 siano tra loro indipendenti e tutte con
legge B(1, p), con p ∈ (0, 1) assegnato. Perché A riesca a trasmettere il messaggio a B,
occorre e basta che almeno un cammino colleghi A con B attraverso antenne operative.
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(a) Esprimere in termini delle variabili aleatorie X1, X2, X3, X4 l’evento

N := {A è in grado di trasmettere un messaggio a B}.

(b) Qual è la probabilità di N? (Sugg : eventualmente usare la formula della probabilità
dell’unione di tre eventi).

(c) Qual è la probabilità che A sia in grado di trasmettere un messaggio a B, sapendo
che l’antenna 1 è funzionante? Qual è la probabilità che l’antenna 1 sia funzionante,
sapendo che A è in grado di trasmettere un messaggio a B?

Una soluzione:

(a) Posto E = {X1 = 1, X4 = 1}, F = {X1 = 1, X3 = 1} e G = {X2 = 1, X4 = 1},
evidentemente si ha N = E ∪ F ∪G.
(b) Per l’indipendenza di X1, X2, X3, X4 si ha

P (E) = P (F ) = P (G) = p2

P (E ∩ F ) = P (E ∩G) = P (X1 = 1, X3 = 1, X4 = 1) = p3;

P (F ∩G) = P (E ∩ F ∩G) = P (X1 = 1, X2 = 1, X3 = 1, X4 = 1) = p4.

Di conseguenza, utilizzando la formula suggerita, si ottiene

P (N) = P (E) + P (F ) + P (G)− P (E ∩ F )− P (E ∩G)− P (F ∩G) + P (E ∩ F ∩G) = 3p2 − 2p3.

(c) Per la prima domanda si tratta di calcolare

P (N |X1 = 1) =
P (N ∩ {X1 = 1})

P (X1 = 1)
=
P (E ∪ F )

p
.

D’altra parte
P (E ∪ F ) = P (E) + P (F )− P (E ∩ F ) = 2p2 − p3

e quindi
P (N |X1 = 1) = 2p− p2.

Per la seconda domanda si ha

P (X1 = 1|N) =
P (N ∩ {X1 = 1})

P (N)
=
P (E ∪ F )

P (N)
=

2p2 − p3

3p2 − 2p3
=

2− p
3− 2p

.

Problema 62
Ciascuna di 4 porzioni di DNA, che denoteremo con d1, d2, d3 e d4, viene spezzata in due
parti, una più lunga e una più corta. Un biologo (poco esperto) tenta di ricomporre le 4
porzioni accoppiando in modo casuale ciascuna parte lunga con una parte corta.

1. Calcolare la probabilità che egli riesca a ricomporre d1.

2. Calcolare il valore atteso del numero di parti che riesce a ricomporre esattamente.

3. È più probabilie che ricomponga una sequenza esatta al primo accoppiamento o all’ul-
timo?
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Una soluzione:

Dalla lettura del testo, possiamo modellizzare le porzioni lunghe e quelle corte siano
dentro due urne diverse da cui il biologo estrae senza rimpiazzo e prova, rispettando i
due ordini di estrazione, a ricomporre. Poniamo X1, X2, X3, X4 ∈ {1, 2, 3, 4} gli esiti
ordinati delle delle estrazioni delle sequenze lunghe, ed Y1, Y2, Y3, Y4 ∈ {1, 2, 3, 4} quelli
delle sequenze corte. Gli eventi relativi alle X e alle Y sono indipendenti (rispetto ad
Ω) perché le due urne sono diverse.

1. L’evento A1 =“ricompone d1” si scrive come
⋃4
i=1 {Xi = Yi = 1}, ed essendo a due

a due incompatibili, abbiamo

P (A1|Ω) =
4∑
i=1

P (Xi = Yi = 1|Ω) =
4∑
i=1

P (Xi = 1|Ω)P (Yi = 1|Ω)

= 4 · 1

4
· 1

4
=

1

4
.

2. Introduciamo gli eventi Ai = “ricompone di”, per i ∈ {1, 2, 3, 4}. Il numero totale di
parti che ricompone R è quindi la somma delle variabili indicatrici degli eventi Ai:

R =
4∑
i=1

1Ai .

Perciò il valore atteso diR è la somma dei valori attesi, ma il valore atteso dell’indicatrice
di Ai (legge Bernoulli)è la probabilità dell’evento Ai. Si può vedere ragionando come il
punto precedente che ciascun Ai ha probabilità 1/4, quindi

E [R|Ω] = 4 · 1

4
= 1.

Si può però ragionare anche in un altro modo, ossia calcolando direttamente le proba-
bilità degli eventi {R = 0}, {R = 1} . . . {R = 4} e poi usando la definizione

E [R|Ω] =
k∑
k=0

k · P (R = k|Ω).

3. La probabilità di ricomporre una sequenza esatta al primo accoppiamento è

P (X1 = Y1|Ω) =
4∑
i=1

P (X1 = Y1 = i|Ω)

=

4∑
i=1

P (X1 = i|Ω)P (Y1 = i|Ω)

= 4 · 1

4
· 1

4

Lo stesso però si ottiene con l’evento ”ricompone correttamente all’ultimo accoppia-
mento”, quindi le probabilità sono le stesse.

Problema 63
Sia (X0, X1, . . . , Xn) un processo di Markov (rispetto ad una probabilità P (·|I)) con spazio
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degli stati E (discreto) e tempi T = {0, 1, . . . , n}. Mostrare che vale, per ogni e0, . . . , en ∈ E,

P (X0 = e0, X1 = e1, . . . , Xnen|I) = P (X0 = e0|I)
n−1∏
k=0

P (Xk+1 = ek+1| {Xk = ek} ∩ I).

Problema 64
Sia (X0, X1, . . . , Xn) un processo di Markov (rispetto ad una probabilità P (·|Ω)) con spazio
degli stati E e tempi T = {0, 1, . . . , n}. Il processo in cui “invertiamo il tempo” Yk := Xn−k,
k ∈ T = {0, 1, . . . , n}, è di Markov?

Problema 65
Una macchina può trovarsi in tre differenti stati: spenta (OFF, O), stand-by (S), oppure
in uso (BUSY, B). Un progettista rappresenta il suo stato mediante la catena di Markov
associata alla figura:

O S B0,2

?

?

0,4 0,4

?

0,4

1. Completare le probabilità di transizione mancanti, scrivere la matrice di transizione Q
associata.

2. Sapendo che la macchina è inizialmente nello stato OFF, qual è la probabilità che al
tempo n = 1 si trovi in OFF?

3. Sapendo che la macchina è inizialmente nello stato OFF, qual è la probabilità che al
tempo n = 2 si trovi in OFF?

4. Il costo c per unità di tempo per mantenere la macchina nello stato OFF è 0, per
mantenerla nello stato S è 5 mentre per mantenerla nello stato B è 10. Calcolare il
valore atteso e la varianza del costo totale della macchina, nell’intervallo di tempo
{0, 1, 2}, sapendo che al tempo 0 si trova nello stato OFF.

5. Calcolare le distribuzioni invarianti per Q. Calcolare il valore atteso e la varianza del
costo c definito sopra nel caso in cui la catena di Markov sia stazionaria.

Problema 66
Consideriamo la catena di Markov rappresentata in figura:

1

2 3

0,5

?

1

1

1. Completare le probabilità di transizione mancanti e scrivere la matrice di transizione
Q associata.

2. Calcolare (aiutandosi eventualmente con un calcolatore) le leggi marginali di X1, X2,
X3 ed X4 sapendo che X0 = 1.
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3. Calcolare le distribuzioni invarianti per Q. Calcolare il valore atteso e la varianza della
funzione f : E 7→ R, f(e) = e nel caso in cui la catena di Markov sia stazionaria.

4. Nel caso in cui la catena sia stazionaria, calcolare la probabilità che la catena si trovi
al tempo 1 nello stato 1, sapendo che al tempo 3 si trova in 1.

Problema 67
Consideriamo la catena di Markov rappresentata in figura, in cui tutte le probabilità di
transizione corrispondenti alle frecce valgono 1/2.

1

2 3

1. Scrivere la matrice di transizione Q.

2. Calcolare le leggi marginali di Xk, per ogni k ≥ 1, sapendo che la legge di X0 è data
dal vettore (riga) (µ1, µ2, µ3).

3. Calcolare le distribuzioni invarianti per Q. Calcolare il valore atteso e la varianza della
funzione f : E 7→ R, f(e) = e nel caso in cui la catena di Markov sia stazionaria.

4. Nel caso in cui la catena sia stazionaria, calcolare la probabilità che la catena si trovi
al tempo 1 nello stato 1, sapendo che al tempo 10 si trova in 1.

Problema 68
Una persona vuole raggiungere da una posizione (S) la posizione R servendosi di uno di
tre possibile mezzi, rappresentati in figura da 1, 2 e 3. Il mezzo 2 tuttavia, se scelto, con
probabilità 1/2 fallisce e riporta la persona alla situazione in cui deve scegliere. Supponiamo
che il comportamento sia modellizzato da una catena di Markov (immaginate voi in quali
situazioni potrebbe essere un’ipotesi realistica) che rappresentiamo in figura.

1

2

3

S R

1

1/2

1

1/3

?

?
?

1

1. Completare le probabilità di transizione mancanti e scrivere la matrice di transizione
Q associata.

Pag. 34



2. Calcolare (aiutandosi eventualmente con un calcolatore) le leggi marginali di X1, X2,
X3 ed X4 sapendo che X0 = 1.

3. Dato k ∈ N, calcolare la probabilità che la persona, partendo da S al tempo 0, raggiunga
lo stato E per la prima volta esattamente al tempo k.

4. Posto T la variabile aleatoria “primo istante in cui la persona raggiunge E”, calcolare
il valore atteso di T e la varianzia di T sapendo che la persona parte da S al tempo 0.

5. Calcolare le distribuzioni invarianti di Q.

Problema 69
Un messaggio binario (cioè costituito da una successione di simboli in {0, 1}) passa attra-
verso una rete di trasmissione, formata da 4 nodi, rappresentata in figura

1 2 3 4

Il messaggio viene spedito dal nodo 1 e viaggia verso il nodo 4: ad ogni passaggio da un
nodo all’altro ciascuna cifra viene riportata esattamente oppure trasformata (viene quindi
commesso un errore). La struttura della rete è tale per cui, se la cifra nel nodo è 1,
la probabilità di errore (ossia venga trasmessa 0) è p ∈ (0, 1), mentre se la cifra è 0, la
probabilità di errore è q ∈ (0, 1). Supponiamo che il messaggio consista di un solo simbolo,
e poniamo Xi ∈ {0, 1} la variabile rappresentante il simbolo ricevuto al nodo i ∈ {1, . . . , 4}.

• Il processo X1, X2, X3, X4 è una catena di Markov omogenea? darne una rappresen-
tazione grafica e scrivere la matrice di transizione.

• Sapendo che è stato spedito (dal nodo 1) il simbolo 1, qual è la probabilità che si riceva
1?

• Sapendo che è stato ricevuto al nodo 2 il simbolo 0, qual è la probabilità che il nodo
4 riceva 0?

• Sapendo che è stato ricevuto al nodo 4 il simbolo 0, qual è la probabilità che sia stato
spedito 0? (Per rispondere a questa domanda potrebbe mancare un’informazione)

Problema 70
Sia X ∈ E ⊆ R una variabile aleatoria continua (rispetto a P (·|Ω) con densità %(X =
x|Ω). Sia B ⊆ E un intervallo. Mostrare che X è una variabile continua anche rispetto a
P (·|Ω ∩ {X ∈ B}) e calcolarne la densità.

Problema 71
La direzione di un supermercato deve acquistare un nuovo freezer per l’esposizione dei
surgelati in vendita. La durata di funzionamento in mesi di un modello di freezer per
supermercato è descritta da una variabile aleatoria T con distribuzione esponenziale di
parametro 1/120.

1. Si calcoli la funzione di sopravvivenza del freezer (cioè la funzione t 7→ P (T > t|Ω)),
valore atteso e varianza di T .

2. Dopo aver installato il freezer, sapendo che sono passati 60 mesi di funzionamento
corretto, si calcoli la densità della variabile “tempo di funzionamento rimanente” (ossia
T − 60).

3. Mentre i primi 5 anni di funzionamento sono coperti da garanzia, il costo della ripara-
zione del freezer è exp(T/10) per una rottura che avviene in un tempo T (in mesi) tra
i 5 e i 10 anni di funzionamento (dopo i 10 anni, o a una seconda rottura, l’azienda
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decide di rottamare il freezer). Calcolare il valore atteso del costo di riparazione, prima
di installare il freezer. Calcolarne il valore atteso sapendo che non si è rotto nei primi
5 anni di funzionamento.

Problema 72
Sia X ∈ E ⊆ R una variabile aleatoria continua (rispetto a P (·|Ω) con densità %(X = x|Ω).
Sia λ ∈ R \ {0}, c ∈ R. Mostrare che Y = λX + c una variabile aleatoria continua (rispetto
a P (·|Ω) con densità

%(Y = y|Ω) = %((λX + c) = y|Ω) = %(X = (y − c)/λ|Ω)
1

|λ|
.

Problema 73
Sia X ∈ E ⊆ R una variabile aleatoria continua (rispetto a P (·|I) con densità %(X = x|I).
Sia A e sia P (A|I ∩ {X = x}) la probabilità condizionale di A rispetto a I ∩ {X = x}) (per
x ∈ E). Sia B ⊆ E un intervallo. Mostrare che la probabilità condizionale di A rispetto
rispetto a I ∩ {X ∈ B} ∩ {X = x} è data da

P (A|I ∩ {X ∈ B} ∩ {X = x}) = P (A|I ∩ {X = x})%(X = x|I ∩ {X ∈ B}).

Problema 74
Il tempo di vita, in anni, di un componente elettronico è un una variabile aleatoria continua
T ∈ [1, 10] di densità:

%(T = t|Ω) =

{
k
t4

se t ∈ [1, 10]

0 altrimenti

1. Trovare la costante k. Calcolare valore atteso e varianza di T .

2. Calcolare la funzione di ripartizione e la funzione di sopravvivenza di T (rispetto a
P (·|Ω))

3. Calcolare la probabilità per il tempo di vita di superare 2 anni.

4. Sapendo che il componente ha vissuto per più di 2 anni, calcolare la densità di T , il
valore atteso di T e la varianza.

Problema 75
Un albergo ha due prenotazioni per il pomeriggio, ciascuna indicante un tempo di arrivo
tra le 14:00 e le 20:00 (supponiamo quindi che i tempi di arrivo T1 e T2 siano variabili
indipendenti con legge uniforme). Calcolare

1. la densità del tempo di arrivo del primo cliente (in ordine di arrivo), il valore atteso e
la varianza;

2. la densità del tempo di arrivo del secondo cliente (in ordine di arrivo), il valore atteso
e la varianza;

3. la probabilità che il secondo cliente (in ordine di arrivo) arrivi dopo le 15:00, sapendo
che il primo cliente (in ordine di arrivo) è arrivato prima delle 14:30.

4. (difficile) la probabilità che il secondo cliente (in ordine di arrivo) arrivi dopo le 15:00,
sapendo che il primo cliente (in ordine di arrivo) è arrivato esattamente alle 14:30.

Problema 76
Un’urna (non vuota) contiene palline blu o rosse, e poniamo X ∈ [0, 1] la frazione di palline
rosse sul numero totale (neppure il numero totale è noto, quindi supponiamo che X sia
uniforme, basandoci solamente su questa informazione iniziale).
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1. Calcolare la densità di X, il valore atteso e la varianza.

2. Si estrae una pallina e si vede che è rossa. Calcolare la densità di X, il valore atteso e
la varianza.

3. Dopo aver estratto una pallina e visto che è rossa, la rimettiamo nell’urna e mescoliamo.
Qual è la probabilità di estrarre nuovamente una pallina rossa?

4. Dopo aver estratto una pallina e visto che è rossa, averla rimessa nell’urna e mescolato,
estraiamo una seconda pallina e vediamo che è blu. Calcolare la densità di X, il valore
atteso e la varianza.

5. Supponiamo di aver fatto in sequenza n ≥ 1 estrazioni (con reimmissione) e di aver
visto solamente palline rosse. Qual è la densità di X, il valore atteso e la sua varian-
za? Qual è la probabilità di estrarre nuovamente una pallina rossa alla (n+ 1)-esima
estrazione?

Problema 77
È noto che tempo di vita (in anni) di un componente elettronico senza difetti è modellizzato
come una variabile aleatoria T con legge esponenziale di parametro 1/2. Tuttavia, è noto che
vi sono anche componenti difettosi, il cui tempo di vita T ha legge uniforme sull’intervallo
[0, 2]. Sappiamo anche che il 75% dei componenti sono senza difetti, ma il rimanente 25%
è difettoso. Ci viene recapitato uno di questi componenti.

1. Calcolare valore atteso e varianza del tempo di vita del componente.

2. Calcolare la probabilità che il suo tempo di vita sia maggiore di 1 anno.

3. Dopo un anno, il componente continua a funzionare: qual è la probabilità che sia un
componente senza difetti? Calcolare il valore atteso e la varianza del tempo di vita
rimanente.

4. Sapendo che esattamente dopo un anno il componente si è rotto, qual è la probabilità
che fosse un componente difettoso?

Problema 78
La posizione di un possibile pixel rotto su modello di schermo LCD è modellizata tramite
due variabili aleatorie X, Y ∈ [0, 1] (ascissa e ordinata rispetto a un vertice dello schermo,
per semplicità variabili continue). Ci sono due modelli che prevedono la posizione dei pixel
rotti: uno (modello U) prevede che X e Y siano variabili aleatorie indipendenti, ciascuna
con legge uniforme di parametri [0, 1]. Un altro (modello F ) prevede invece sempre che X
e Y siano indipendenti, con densità

%(X = z|Ω ∩ F ) = %(Y = z|Ω ∩ F ) = c

(
1

z1/2
+

1

(1− z)1/2

)
.

Supponiamo di dare inizialmente probabilità uniforme alla validità dei due modelli (quindi
ciascuno ha probabilità 1/2, rispetto alla informazione iniziale Ω).

1. Calcolare c affinché la funzione sopra sia una densità di probabilità. Calcolare valore
atteso e varianza delle coordinate X, Y previste dal modello F .

2. Calcolare valore atteso e varianza delle coordinate X, Y rispetto alla informazione
iniziale.

3. Supponiamo di osservare un pixel rotto in uno schermo, in posizione X = 1/2, Y = 1/2.
Come cambia la probabilità della validità dei due modelli?

4. Supponiamo di osservare un pixel rotto in uno schermo, in posizione X = 1/100,
Y = 1/100. Come cambia la probabilità della validità dei due modelli?
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Problema 79
[Esercizio teorico/difficile] Il prezzo di un’azione di una certa azienda (in un istante futuro
t1) può essere ben rappresentato (al tempo t0 < t1) secondo alcuni studiosi dei mercati da
una variabile della forma C = exp(X), dove X ∈ R è una variabile gaussiana di parametri
N(m,σ2).

1. Calcolate il valore atteso di C e la sua varianza.

2. Gli studiosi sanno che σ2 = 1 è un parametro realistico, mentre sono totalmente indecisi
sul fatto che il modello sia meglio adattato alla realtà ponendo m = 1 oppure m = 2.
Supponendo che, arrivato il momento t1 il prezzo osservato risulti 3, quale scelta del
parametro è (era) più opportuna? con quale probabilità?

Una soluzione:

Mostriamo che, in generale, per ogni t ∈ R (costante),

E
[
exp(tX)|X è N (m,σ2)

]
= exp

(
tm− t2σ2

2

)
.

Per questo calcolo, ci riconduciamo prima al caso in cui X sia N (0, 1). Si ha

E [exp(tX)|X è N (0, 1)] =

∫
R

exp(tx) exp

(
−1

2
x2
)

dx√
2π

=

∫
R

exp(tx) exp

(
−1

2
x2
)

dx√
2π

=

∫
R

exp

(
tx− 1

2
x2
)

dx√
2π

=

∫
R

exp

(
−1

2
(x− t)2 +

1

2
t2
)

dx√
2π

avendo ”completato il quadrato”

= exp

(
1

2
t2
)∫

R
exp

(
−1

2
(x− t)2

)
dx√
2π

= exp

(
1

2
t2
)

dove nell’ultimo passaggio abbiamo riconosciuto che stiamo integrando su tutto R la
densità di una N(t, 1), e pertanto l’integrale vale 1.

Per ottenere il caso generale, scriviamo X = σY +m, dove Y è N (0, 1). Troviamo allora

E
[
exp(tX)|X è N (m,σ2)

]
= E [exp(t(σY +m))|Y è N (0, 1)]

= exp(tm)E [exp((tσ)Y )|Y è N (0, 1)]

= exp(tm) exp

(
1

2
(tσ)2

)
.

1) Per ottenere il valore atteso di C, poniamo t = 1 e troviamo

E [C|Ω] = E
[
exp(X)|X è N (m,σ2)

]
= exp

(
m+

1

2
σ2
)
.
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Per trovare la varianza, calcoliamo prima

E
[
C2|Ω

]
= E

[
(exp(X))2|X è N (m,σ2)

]
= E

[
exp(2X)|X è N (m,σ2)

]
exp

(
2m+

1

2
(2σ)2

)
,

avendo usato la formula con t = 2. Quindi,

Var (C|Ω) = exp

(
2m+

1

2
(2σ)2

)
−
(

exp

(
m+

1

2
σ2
))2

= exp
(
2m+ σ2

) [
exp

(
σ2
)
− 1
]
.

2) Si tratta di usare la formula di Bayes, caso discreto/continuo:

P (m = 1|C = 3) =
%(C = 3|m = 1)P (m = 1|Ω)

%(C = 3|Ω)
.

In questo caso la difficoltà è di calcolare la densità di C nel valore 3 (rispetto alle
informazione m = 1, m = 2 e quindi Ω). Purtroppo conosciamo la densità di X
(gaussiana) ma la trasformazione x 7→ exp(x) non è affine. In modo non rigoroso,
possiamo ragionare còı: nel punto C = 3 deve essere X = log 3, e la trasformazione
x 7→ exp(x) si approssima bene con la trasformazione affine (retta tangente al grafico)
x 7→ 3+3(x−log(3)) dove abbiamo usato il fatto che exp(log 3) = 3 e d

dx exp(x) = exp(x).
Perciò, usando la formula per la trasformazione affine, dovrebbe essere

%(C = 3|X è N (m, 1)) = %((3 + 3(X − log(3))) = 3|X è N (m, 1))

%((3 + 3(X − log 3)) = 3|X è N (m, 1))

= %(X = log 3|X è N (m, 1))
1

3

=
1√
2π

exp

(
−1

2
(log 3−m)2

)
.

Per calcolare la densità di X in modo rigoroso, dato A = (a, b) ⊆ (0,∞) un intervallo,
calcoliamo

P (C ∈ (a, b)|X è N (m, 1)) = P (X ∈ (log a, log b)|X è N (m, 1))

=

∫ log b

log a
%(X = x|X è N (m, 1))dx

=

∫ log b

log a
%(X = x|X è N (m, 1))dx

cambio di variabile y = ex, dx = dy/y,∫ b

a
%(X = log y|X è N (m, 1))

1

y
dy.

Per definizione di densità continua, abbiamo quindi trovato che

%(C = y|X è N (m, 1)) = %(X = log y|X è N (m, 1))
1

y
.

Notiamo che per y = 3 troviamo l’identità di prima.
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Per concludere, si ha (avendo le due alternative m = 1 e m = 2 probabilità uniforme
rispetto ad Ω),

%(C = 3|Ω) = %(C = 3|X è N (1, 1))
1

2
+ %(C = 3|X è N (2, 1))

1

2

e quindi

P (m = 1|C = 3) =
exp

(
−1

2 (log 3− 1)2
)

exp
(
−1

2 (log 3− 1)2
)

+ exp
(
−1

2 (log 3− 2)2
) .

Poiché | log 3− 1| < | log 3− 2|, troviamo che

exp

(
−1

2
(log 3− 1)2

)
> exp

(
−1

2
(log 3− 2)2

)
e quindi è più probabile che sia m = 1.

Problema 80
Il tempo di vita di una resistenza elettrica è rappresentato da una variabile esponenziale di
parametro 1/3 (cioè finché funziona è un cavo che fa passare corrente dissipandone un po’,
quando è rotto invece non passa più nulla).

1. Supponiamo di prendere n resistenze e collegarle in serie (cioè di collegarle una dietro
l’altra). Qual è il tempo di vita della resistenza cos̀ı costruita? calcolarne la legge,
valore atteso e varianza.

2. Supponiamo di prendere n resistenze e collegarle in parallelo (cioè di collegarne tutti
gli estremi sinistri ad un punto del circuito e gli estremi destri ad un altro punto). Qual
è il tempo di vita della resistenza cos̀ı costruita? calcolarne la legge, valore atteso e
varianza.

3. Ripetere gli stessi calcoli con tempi di vita aventi legge uniforme di parametro 3.

Problema 81
Il tempo di attesa per un processo prima che sia svolto da un server è rappresentato da
una variabile aleatoria T ∈ [0,∞) con legge esponenziale di parametro Λ ∈ (0,∞). Un
progettista è incerto su quale sia un buon valore di Λ, sa più o meno che si trova vicino
ad 1, e quindi decide di modellizare anche Λ come una variabile aleatoria esponenziale di
parametro 1: quindi nel suo modello dato λ ∈ R, la variabile T è esponenziale di parametro
λ, condizionatamente all’evento {Λ = λ}.

1. Scrivere la densità di T rispetto all’informazione iniziale, e calcolarne valore atteso e
varianza.

2. Supponiamo che il progettista osservi che il tempo impiegato per un processo è 1.
Come cambia la densità di Λ?

3. Supponiamo che il progettista osservi che i tempi impiegati per due processi (che
suppone indipendenti dato Λ = λ) sono rispettivamente 1 e 2. Come cambia la densità
di Λ?

Problema 82
Sia Q la matrice di transizione di una catena di Markov su S, e π una probabilità su S tale
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che, per ogni x, y ∈ S si ha
π(y)Qyx = π(x)Qxy

(equazioni del bilancio dettagliato).

• Mostrare che π è una distribuzione invariante;

• Supponendo che X0 abbia distribuzione invariante, dimostrare che le equazioni del
bilancio dettagliato equivalgono a P (Xn+1 = x|Xn = y) = P (Xn = x|Xn+1 = y) per
ogni x, y ∈ §
• Dare un esempio di una catena di Markov (su in insieme di stati finiti, con almeno due

stati) in cui esiste una distribuzione invariante che soddisfa le equazioni del bilancio
dettagliato (sugg:provate su due stati)

• Dare un esempio di una catena di Markov (su in insieme di stati finiti, con almeno
due stati) in cui esiste una distribuzione invariante che non soddisfi le equazioni del
bilancio dettagliato (sugg:provate su due stati)

Problema 83
Una macchina viene usata per tagliare assi di legno; la lunghezza media è di 2 m, ma il
10% degli assi tagliati hanno lunghezza inferiore a 1.95 m. Assumendo che le lunghezze
degli assi tagliati abbiano una distribuzione normale, determinare la percentuale di assi più
lunghi di 2.1 m.

Problema 84
Siano U1 e U2 due v.a. indipendenti, entrambe di legge U([0, 1]).

• Calcolare la legge di − log(U1).

• Calcolare Cov(V1,W ) ove W = − log(U1U2).

Problema 85
In un mobilificio, vengono utilizzati due tipi di macchine per tagliare assi di legno. Usando
la macchina più efficiente si ottengono assi di lunghezza media 2 m con varianza 0.039.
Usando l’altra macchina si ottengono assi la cui lunghezza media è 2 m e varianza 0.05.
Sapendo che le macchine efficienti costituiscono il 35% del totale delle macchine:

• calcolare la densità, il valore atteso e la varianza della lunghezza degli assi;

• se si osserva che l’asse ha lunghezza 2.65 m qual’è la probabilità che sia stata prodotto
dalla macchina meno efficiente?

Problema 86
Supponiamo che una serie di osservazioni mostri che un nuovo farmaco è efficace (E =
H0) con probabilità P (H0|I) = 7/10, mentre non lo è con probabilità P (H1|I) = 3/10.
Introduciamo le seguenti funzioni di costo:

L(H0, H1) = 200, L(H0, H0) = −200, L(H1, H0) = 200, L(H1, H1) = 50.

Quale decisione minimizza il rischio?

Problema 87
Un sito web di previsioni meteo deve decidere se pubblicare una previsione di bel tempo o
cattivo tempo per la settimana successiva. Il modello fisico-matematico prevede bel tempo
con probabilità 60%, mentre cattivo tempo con probabilità 40%. È noto d’altra parte
che una previsione mancata di bel tempo comporta un costo (in termini di reputazione)
di 10 (in una qualche unità di misura), mentre una previsione mancata di cattivo tempo
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comporta un costo (in termini di reputazione) di 30, mentre una previsione corretta di bel
tempo comporta un costo (guadagno) −5, e infine una previsione corretta di cattivo tempo
comporta un costo (guadagno) −20. Quale decisione minimizza il rischio definito da tale
costo?

Problema 88
Un’azienda vuole stimare quale sia la percentuale di componenti elettronici che presentano
difetti, tra quelli che produce. Ci vengono recapitati 100 nuovi componenti da testare
(abbiamo uno strumento che permette di stabilire se sono difettosi o meno).

1. Stabilire una probabilità a priori sulla percentuale θ ∈ [0, 1] di componenti difettosi.

2. Qual è la probabilità (a priori) che esattamente 3 di questi componenti siano difettosi?

3. Avendo osservato che esattamente 3 di questi componenti sono difettosi, come cambia
la probabilità che un generico componente sia difettoso?

4. Dopo un anno, ci vengono recapitati altri 100 pezzi, e osserviamo che stavolta il numero
di pezzi difettosi è 5. Come cambia la probabilità che un pezzo sia difettoso?

Problema 89
Un processore può impostare la frequenza di cui operare tra 2 possibilità. Rappresentiamo
la frequenza cui opera mediante la catena di Markov discreta in figura:

1 2
θ

1− θ

0,5

0,5

Purtroppo non conosciamo la probabilità di transizione θ ∈ [0, 1], che rappresentiamo a sua
volta come una variabile aleatoria uniforme (rispetto all’informazione iniziale Ω). Quindi
fissato z ∈ [0, 1], sapendo Ω∩{θ = z}, la frequenza al tempo n ∈ N è una catena di Markov
con grafo come sopra (e z al posto di θ).

1. Supponendo che al tempo 0 il processore si trovi allo stato 1, qual è la probabilità che
si trovi al tempo 1 nello stato 1?

2. Supponendo che al tempo 0 il processore si trovi allo stato 1, qual è la probabilità che
si trovi al tempo 2 nello stato 1?

3. Supponendo che al tempo 0 il processore si trovi allo stato 1, al tempo 1 allo stato 2
e al tempo 2 torni allo stato 1, come cambia la densità di θ?

4. Supponendo che al tempo 0 il processore si trovi allo stato 1, al tempo 1 allo stato 2
e al tempo 2 torni allo stato 1, qual è la probabilità che al tempo 3 si trovi nello stato
1?

Una soluzione:

Notiamo che nel testo è specificato che %(θ = z|Ω) = 1 (densità uniforme), ma non
%(θ = z|X0 = 1), mentre in tutte le domande osserviamo X0 = 1. A questo punto
abbiamo almeno due possibilità: o supporre pure %(θ = z|X0 = 1) = 1 (di fatto
includendo l’informazione X0 = 1 in Ω) oppure supporre che, sapendo Ω ∩ {θ = z} la
catena sia stazionaria e usare la formula di Bayes

%(θ = z|X0 = 1) =
P (X0 = 1|staz. ∩ {θ = z})%(θ = z|Ω)

P (X0 = 1|Ω)
.
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Mentre il primo caso rende i calcoli semplici (ed è quello che si richiede in realtà allo
studente) il secondo sarebbe più logico – in quel modo riusciamo ad ottenere qualche
informazione su θ anche avendo osservato che X0 = 1. Svolgiamo l’esercizio nella primo
caso, indicando alla fine invece calcoli che devono essere svolti volengo ragionare nel
secondo caso.

1. Per ogni z ∈ [0, 1], abbiamo che

P (X1 = 1| {X0 = 1} ∩ {θ = z}) = 1− z,
quindi per definizione di probabilità condiziale, abbiamo

P (X1 = 1|X0 = 1) =

∫ 1

0
P (X1 = 1| {X0 = 1} ∩ {θ = z})%(θ = z|X0 = 1)dz

Tornando alla formula per P (X1 = 1|X0 = 1) troviamo

P (X1 = 1|X0 = 1) =

∫ 1

0
(1− z)dz =

1

2
.

2. In questo caso calcoliamo, per ogni z ∈ [0, 1],

P (X2 = 1| {X0 = 1} ∩ {θ = z}) = z
1

2
+ (1− z)2,

da cui, come il punto precedente,

P (X2 = 1|X0 = 1) =

∫ 1

0

[
z

1

2
+ (1− z)2

]
dz =

1

4
+

1

3
=

7

12
.

3. Calcoliamo, per ogni z ∈ [0, 1], usando la proprietà di Markov,

P (X1 = 2 eX2 = 1| {X0 = 1} ∩ {θ = z}) = z
1

2

da cui, per la formula di Bayes (caso continuo/discreto)

%(θ = z|X2 = 1 eX1 = 2, eX0 = 1) =
P (X2 = 1 eX1 = 2| {X0 = 1} ∩ {θ = z})%(θ = z|X0 = 1)

P (X2 = 1 eX1 = 2| {X0 = 1})
(1− z)12

P (X2 = 1 eX1 = 2| {X0 = 1})
= 2z

dove abbiamo calcolato

P (X2 = 1 eX1 = 2| {X0 = 1}) =

∫ 1

0
z

1

2
=

1

4
.

4. Calcoliamo, usando il punto precedente e la proprietà di Markov

P (X3 = 1|X2 = 1, X1 = 2 eX0 = 1) =

=

∫ 1

0
P (X3 = 1|X2 = 1, X1 = 2, X0 = 1 e θ = z)P (θ = z|X2 = 1, X1 = 2eX0 = 1)dz

=

∫ 1

0
P (X3 = 1|X2 = 1 e θ = z)2zdz

=

∫ 1

0
(1− z)2zdz

= 2

∫ 1

0
(z − z2)dz = 2

(
1

2
− 1

3

)
=

1

3
.
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Questo termina l’esercizio, se si suppone %(θ = z|X0 = 1) = 1. Nell’altro caso, bisogna
prima calcolare la distribuzione stazionaria della catena, sapendo che θ = z. Risolvendo
il solito sistema e imponendo che la somma delle componenti sia 1, dopo qualche calcolo
si trova

P (X0 = 1|staz. ∩ {θ = z}) =
1

1 + 2z
,

da cui, grazie alla formula di Bayes, si trova che

%(θ = z|X0 = 1) =
c

1 + 2z
,

dove c = 1/
∫ 1
0

1
1+2zdz = 2

log 3 ≈ 1, 82 assicura che sia una densità di probabilità. Per il
punto 1 troviamo allora

P (X1 = 1|X0 = 1) = c

∫ 1

0

1− z
1 + 2z

dz = c
1

4
(3 log 3− 2) ≈ 0, 59.

Per il punto 2 si trova

P (X2 = 1|X0 = 1) = c

∫ 1

0

z/2 + (1− z)2

1 + 2z
dz = c

1

4
(4 log 3− 3) ≈ 0, 63.

Per il punto 3 troviamo invece

%(θ = z|X2 = 1 eX1 = 2, eX0 = 1) = c′ · z

1 + 2z
,

dove c′ = 1/
∫ 1
0

z
1+2zdz = 4/(2 − log 3) di nuovo assicura che sia una densità di proba-

bilità. Per il punto 4, troviamo

P (X3 = 1|X2 = 1, X1 = 2 eX0 = 1) =

∫ 1

0
(1− z) · c′ z

1 + 2z
dz

=
4− 3 log 3

2(2− log 3)
≈ 0, 39.
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