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Esercizio 1 (12 punti). Si definisca

Q= {(:c,y) eR? 2> \/3/2-1-1},

e sia f: Q — R la funzione data da

fla,y) =a2® — |ay| + 2yl — 2.
(i) Si discutano la continuita e la differenziabilita di f in Q.
(ii) Si discuta il limite
lim  f(z,y).

[(z,y)|—o00

(z,y)eQ
(iii) Si dica se la funzione f ammette punti di massimo e/o minimo globale.

(iv) Si trovino tutti i punti di massimo e minimo globale e locale.

Esercizio 2 (12 punti). Si definisca lo spazio D = {f : (5,10) — R, f ¢ continua e limitata}, e
si ponga d: D x D — Rt come

10
d(f,g) = i () — g(t)| dt.

(i) Si verifichi che d & una distanza, e quindi che (D, d) sia uno spazio metrico.

(ii) Per ciascuno dei due insiemi
A={feD, f(7)=1}, B={f€A V5<s<t<10,|f(s)— f(t)] <2|s—t[},
si dica se e chiuso, se € compatto, se & convesso, se € completo, se e totalmente limitato.

Esercizio 3 (12 punti). Per un qualsiasi uy € R, si consideri il problema di Cauchy in avanti
dato da

u(0) = ug .

(i) Si dimostri che esiste ed ¢ unica la soluzione massimale u : [0, M) — R di tale problema,

{ W) =et® —yt)2 >0,

qualunque sia il valore di ug, con qualche M € (0, 4o00] che dipende da uy.
) Si dimostri che esiste qualche valore di ug per il quale la soluzione tende a +oo per t — M.
) Si dimostri che esiste qualche valore di ug per il quale la soluzione tende a —oo per t — M.
iv) Si dimostri che esiste qualche valore di ug per il quale la soluzione resta limitata.
) Si dimostri che la soluzione ¢ globale (ossia, M = +00) se e solo se ¢ limitata.
) Si dimostri che il valore di ug per il quale la soluzione resta limitata & unico (suggerimento:

si supponga che esistano due diverse soluzioni limitate, e si consideri la loro differenza).



