Zy &lwsl 2ef10/76

28 Esercizi di Analisi Matematica 1 — Aggiornato al 29 aprile 2015

Funzioni — Esercizi Teorici 3
Argomenti: proprieta qualitative di funzioni reali Difficolta: » x %

Prerequisiti: proprieta di monotonia, funzioni periodiche

1. (a) Cosa possiamo dire della somma di due funzioni strettamente crescenti/decrescenti?
(b) Cosa possiamo dire del prodotto di due funzioni strettamente crescenti/decrescenti?
E se aggiungiamo l'ipotesi che siano positive/negative?
(¢) Cosa possiamo dire della composizione di due funzioni strettamente monotone (ci
sono quattro casi)? E della composizione di due funzioni debolmente monotone?
2. (Monotonia, iniettivita, surgettivita)
(a) Dimostrare che una funzione strettamente monotona e iniettiva (precisare da dove
adove ...).
(b) Trovare una funzione f : R — R che sia strettamente crescente ma non surgettiva.
(¢) Trovare una funzione f : R — R che sia iniettiva ma non monotona.
3. Nella seguente tabella vengono presentate quattro implicazioni. Discutere, al variare delle
ipotesi di monotonia su f, se tali implicazioni sono vere o false per ogni funzione ed ogni

valore di e y. Ovviamente quando sono vere occorre trovare una dimostrazione, quando
sono false un controesempio.

Implicazione Deb. cresc. |Strett. cresc.| Deb. decr. |Strett. decr.
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4. (a) Dimostrare che 'insieme dei periodi di una funzione periodica (includendo anche il
periodo nullo e quelli negativi) & un sottogruppo additivo di R (modo raffinato di
dire che la somma di due periodi ¢ ancora un periodo).

(b) Siano f e g due funzioni periodiche con periodi T} e Ty, rispettivamente. Dimostrare
che, se Ty /T, € Q. allora le funzioni f + g e f - g sono periodiche. Possiamo dire
qualcosa del loro periodo minimo?

(c) Trovare una funzione periodica non costante per cui non esiste un minimo periodo.

5. (Di solito ¢ facile convincersi che una funzione non é periodica, ma dimostrarlo formal-
mente puo non essere affato semplice)
Dimostrare per bene che le seguenti funzioni non sono periodiche:

. . . 9 . . =
arctan r, sin 27, sin |z sin 2~ sinz + sin(v2z).
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1. (a) Cosa possiamo dire della somma di due funzioni strettamente crescenti/decrescenti?’

(b) Cosa possiamo dire del prodotto di due funzioni strettamente crescenti/decrescenti?
E se aggiungiamo l'ipotesi che siano positive/negative?

(c) Cosa possiamo dire della composizione di due funzioni strettamente monotone (ci
sono quattro casi)? E della composizione di due funzioni debolmente monotone?
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) A= Sy = 1(3)

= f(p(x)) = /( 7))
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2. (Monotonia, iniettivita, surgettivita)
(a) Dimostrare che una funzione strettamente monotona é iniettiva (precisare da dove
a dove ...).
(b) Trovare una funzione f : R — R che sia strettamente crescente ma non surgettiva.

(¢) Trovare una funzione f : R — R che sia iniettiva ma non monotona.
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3. Nella seguente tabella vengono presentate quattro implicazioni. Discutere. al variare delle
ipotesi di monotonia su f, se tali implicazioni sono vere o false per ogni funzione ed ogni

valore di x e y. Ovviamente quando sono vere occorre trovare una dimostrazione, quando
sono false un controesempio.
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4. (a) Dimostrare che I'insieme dei periodi di una funzione periodica (includendo anche il
periodo nullo e quelli negativi) & un sottogruppo additivo di R (modo raffinato di
dire che la somma di due periodi e ancora un periodo).

(b) Siano f e g due funzioni periodiche con periodi 7y e T, rispettivamente. Dimostrare
che, se T¢/T, € Q, allora le funzioni f + g e f - g sono periodiche. Possiamo dire
fltg J g
qualcosa del loro periodo minimo?

(c) Trovare una funzione periodica non costante per cul non esiste un minimo periodo.
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5. (Di solito e facile convincersi che una funzione non é periodica, ma dimostrarlo formal-
mente puo non essere affato semplice)

Dimostrare per bene che le seguenti funzioni non sono periodiche:

@) arctanz, /&) sin2®, <) sin|z|, 0/) sinz?, &) sinz +sin(v2z).
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