Capitolo 1: Fare hd

Prodotti scalari — Esercizi teorici 1

Argomenti: prodotti scalari generali Difficolta: + » x » %

Prerequisiti: prodotti scalari, teorema spettrale

1.

(Prodotti scalari degeneri e non degeneri) Un prodotto scalare su uno spazio vettoriale V/
si dice degenere se esiste un vettore v £ 0 tale che (v, w) = 0 per ogni w € V (in altre
parole, v e ortogonale rispetto a tutti i vettori dello spazio). Si dice non degenere in caso
contrario.

(a) Dimostrare che il prodotto scalare & degenere se e solo se la matrice che lo rappresenta
rispetto ad una qualunque base di V' e singolare.

(b) Dimostare che I'insieme V}, dei vettori che sono ortogonali rispetto a tutti i vettori
dello spazio ¢ un sottospazio vettoriale, e che la dimensione di tale sottospazio e
uguale al numero di autovalori nulli della matrice.

(c) Sia V; un sottospazio vettoriale di V' tale che V' = V& V;. Dimostrare che il prodotto
scalare ristretto a V; e non degenere, cioe che non esiste nessun vettore non nullo in
Vi che sia ortogonale a tutti i vettori di V;.

(d) Sia W un sottospazio vettoriale di V, e sia W+ l'ortogonale di W rispetto al prodotto
scalare. Dimostrare che, se il prodotto scalare & non degenere, allora WNW=+ = {0}.
Cosa succede in generale?

(Vera definizione di segnatura) Sia V" uno spazio vettoriale (di dimensione finita) su cui &
definito un prodotto scalare. Definitamo 7. come la massima dimensione di un sottospazio
su cui il prodotto scalare risulta definito positivo, cioé come il pit grande intero k per cui
esiste un sottospazio W di V' di dimensione k tale che (w,w) >0 per ogni w € W con
w # 0. Analogamente, definiamo n_ come la massima dimensione di un sottospazio su
cui il prodotto scalare risulta definito negativo.

(a) Dimostrare che n, ed n_ coincidono, rispettivamente, con il numero di autovalori
positivi e negativi della matrice che rappresenta il prodotto scalare rispetto ad una
qualunque base di V.

(b) Sia W un sottospazio di dimensione n. su cui il prodotto scalare & definito positivo.
Dimostrare che W 1 W+ = {0} (anche se il prodotto scalare & degenere) e che il
prodotto scalare & semidefinito negativo su W+. Cosa possiamo dire in piit se il
prodotto scalare e non degenere?

(c) Dimostrare che possiamo sempre scrivere
V=WwaeViaeV_,

dove V4 ¢ 1l sottospazio definito al primo punto, V, ¢ un sottospazio su cui il pro-
dotto scalare e definito positivo, V_ & un sottospazio su cui il prodotto scalare e
definito negativo, e vettori appartenenti a sottospazi diversi sono tra loro ortogonali
(in questo caso si parla di somma diretta ortogonale). I sottospazi V. e V_ sono
univocamente determinati?
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(Prodotti scalari degeneri e non degeneri) Un prodotto scalare su uno spazio vettoriale V
si dice degenere se esiste un vettore v # 0 tale che (v,w) = 0 per ogni w € V (in altre
parole, v & ortogonale rispetto a tutti i vettori dello spazio). Si dice non degenere in caso

1.

contrario.
(a) Dimostrare che il prodotto scalare & degenere se e solo se la matrice che lo rappresenta

rispetto ad una qualunque base di V' & singolare.
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(b) Dimostare che I'insieme V; dei vettori che sono ortogonali rispetto a tutti i vettori
dello spazio e un sottospazio vettoriale, e che la dimensione di tale sottospazio e

uguale al numero di autovalori nulli della matrice.
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(¢) Sia V] un sottospazio vettoriale di V" tale che V" — V5V, Dimostrare che il prodotto
scalare ristretto a V; € non degenere, cioé che non esiste nessun vettore non nullo in
1V, che sia ortogonale a tutti i vettori di Vj.
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(d) Sia W un sottospazio vettoriale di V', e sia W+ I'ortogonale di W rispetto al prodotto
scalare. Dimostrare che, se il prodotto scalare & non degenere, allora WNW+ = {0}.
Cosa succede in generale?
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2. (Vera definizione di segnatura) Sia V' uno spazio vettoriale (di dimensione finita) su cui &
definito un prodotto scalare. Definiamo n+ come la massima dimensione di un sottospazio
su cui il prodotto scalare risulta definito positivo, cioe come il pii1 grande intero k per cui
esiste un sottospazio W di V' di dimensione k tale che (w,w) 2 0 per ogni w € W con
w # (. Analogamente, definiamo n_ come la massima dimensione di un sottospazio su
cui 1l prodotto scalare risulta definito negativo.

(a) Dimostrare che n, ed n_ coincidono, rispettivamente, con il numero di autovalori
positivi e negativi della matrice che rappresenta il prodotto scalare rispetto ad una
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(b) Sia W un sottospazio di dimensione n. su cui il prodotto scalare ¢ definito positivo.
Dimostrare che W N W+ = {0} (anche se il prodotto scalare & degenere) e che il
prodotto scalare & semidefinito negativo su W-. Cosa possiamo dire in piu se il
prodotto scalare e non degenere?
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(c) Dimostrare che possiamo sempre scrivere
V=WweV,aV,

dove V; e 1l sottospazio definito al primo punto, V. & un sottospazio su cui il pro-
dotto scalare ¢ definito positivo, V_ & un sottospazio su cui il prodotto scalare &
definito negativo, e vettori appartenenti a sottospazi diversi seno tra loro ortogonali
(in questo caso si parla di somma diretta ortogonale). I sottospazi Vi e V_ sono
univocamente determinati?
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MLISULTA:
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