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Applicazioni lineari 6

Argomenti: applicazioni lineari Difficolta: » » x % *

Prerequisiti: tutto su applicazioni lineari, sottospazi, basi

1. Dati due spazi vettoriali V' e W, indichiamo con End(V, W) I'insieme delle applicazioni

lineari f: V — W.

(a) Dimostrare che End(V, W) & a sua volta uno spazio vettoriale (detto cosi non ha
molto senso, perché bisognerebbe definire prima le operazioni, ma diciamo che questo
fa parte dell’esercizio).

(b) Se dim(V') = n e dim(W) = m, determinare la dimensione di End(V, W).

(c) Fissato un vettore non nullo v € V', dimostrare che 'insieme di tutte le applicazioni
lineari f € End(V, W) tali che f(v) = 0 & un sottospazio di End(V, W). Determinare
quindi la dimensione di tale sottospazio.

(d) Fissato un sottospazio vettoriale V' C V', dimostrare che I'insieme di tutte le appli-
cazioni lineari f € End(V, W) tali che f(v) = 0 per ogni v € V' & un sottospazio di
End(V,W). Determinare quindi la dimensione di tale sottospazio, in funzione della
dimensione di V.

2. Consideriamo in R? il sottospazio V = {(z,y,2) € R* :  + y + z = 0} ed il sottospazio
W = Span{(1,2,3)}.
(a) Trovare un’applicazione lineare f : R* — R? tale che ker(f) =V e Im(f) = W.
(b) Descrivere I'insieme di tutte le applicazioni lineari f : R* — R* che soddisfano le
condizioni del punto precedente. Si tratta di uno spazio vettoriale?
3. Consideriamo i sottospazi V e W di R? descritti all’esercizio precedente.
(a) Trovare un’applicazione lineare f : R* — R? tale che f(v) € W per ogniv € V e
f(w) € V per ogni w € W.

(b) Dimostrare che I'insieme di tutte le applicazioni lineari f : R* — R?* che soddisfano
le condizioni del punto precedente e uno spazio vettoriale, quindi determinarne la
dimensione.

4. Sia V" uno spazio vettoriale di dimensione finita. Sia f : V — V un’applicazione lineare
tale che f(f(v)) =0 per ogniv e V.

(a) Dimostrare che Im(f) C ker(f).
(b) Dimostrare che dim(ker(f)) > %dim(V).

5. (a) Trovare un’applicazione lineare f : R? — R3 tale che f(f(f(v))) = 0 per ogniv € R3,
ma f(f(w)) # 0 per almeno un vettore w € R?.
(b) Descrivere I'insieme di tutte le applicazioni lineari f : R* — R? che soddisfano le
condizioni del punto precedente.
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1. Dati due spazi vettoriali V' e W, indichiamo con End(V, W) l'insieme delle applicazioni
lineari f:V — W.

(a) Dimostrare che End(V, W) é a sua volta uno spazio vettoriale (detto cosi non ha
molto senso, perché bisognerebbe definire prima le operazioni, ma diciamo che questo
fa parte dell’esercizio).

(b) Se dim(V) =n e dim(W) = m, determinare la dimensione di End(V, W).

(¢) Fissato un vettore non nullo v € V', dimostrare che l'insieme di tutte le applicazioni
lineari f € End(V, W) tali che f(v) = 0 & un sottospazio di End(V, W). Determinare
quindi la dimensione di tale sottospazio.

(d) Fissato un sottospazio vettoriale V' C V', dimostrare che 'insieme di tutte le appli-
cazioni lineari f € End(V, W) tali che f(v) = 0 per ogni v € V' & un sottospazio di
End(V, W), Determinare quindi la dimensione di tale sottospazio, in funzione della
dimensione di V.

@) SiAwo /z,/g € Ewo (VW) E oEFIVA70 YVel Ve be)K (cant)
= So/p IV W

Seorita /L(VH-/Z[V) = We+W, e W (Wz=%/‘/) E W =% (l//)

= PloworTo Iv W
trovrro” a-fV)= awew (w=1lv)]
S) OEVE HOSTpALE CHE VALGOM LE SEGUEMTI FPROFFRIETA .
G1) Ay 112 = /z ,L/g > GAMAE = Wg+Wa = Wathy

E2) /z *(/zv‘/:r)'—'(/l:‘/z)f/g =2 [PAVALE

SoHt

53] E%éE/vo(V/W} 5.C. %1&/:/ V/GEWMM//

(s¢) \/794 Evo (VW] Efé Ewno (W] sc. /f/_:/o

/o E Ll4o0)CAzIME S.C. /ﬁ,[l//:o Yvel/
CHE ESISTE £p € OMcA (L Va)= 0 {yyum,Vir) BASE 1) V)

_/Z— £ LigppPLicABIOVE O c. /T[V)= "/(V/ ¥vel/
CHE ESISqE UMCA * %—[V(-) ::—-/(l/a) E Vaypoursts) BASE 1V
?(V): ?(D‘ZVL Feeut @ Vi) =, = —/(o.uaf... tasv) =~ /)

FRRERLE;

PROOOTTO ¢ aff)= (‘Q'M'/

) (are)f = af t4./
P lfirfe)=afiiat

=> L'iwsiEnE Je ENO(W) £ uwo seaml o VE TTORULE
SuL cAnFo 1K



) dml(V)=m olm(W)=m
SIAMG Vijoe) Uy UMA DasE O1 V) £ W4/.,,/M/M upt PasE 0 W
LE D)xp) APPLICAZIOM :

/f’(w—-w //2[14) we ..,//M

%vz[l/ = We %vz (VJ W) e ao//mm/’/) Wpr
sero o Gase g EO(VW).
[]OSTRIANG CHE SOF0 LIVEARNENTE |VOIPEALDELT]

m

Z )/(‘4)—/0@7 Q) =o I//'f///‘) ¥ =107

E CHE GENENAMO 1 1
V/c Enp(v)w) /[l/z) 2 Q, 5 Wy 3 %/“.(Vz/

/[[/m Z‘Qn)l/f’) = Z %) p)(l/ﬁ)

By}
©) siA veV vao %/1 (v]<o ) //Q(V/w =>/Z(V)+/Q(V/: @)
%(V}:o =2 @_/(Vj:o

- E— S O7TTSAR/DO
= 57%/6”-7’/7(‘7“’) 8.c. /(V):" O/WEW(V/W/

Sia V= @t O ben # 8V, LO S Vi Vnd O4SE 01

:>/[V):<Qz//‘/2)-l—wa+0/-7//1//*7) =0 VQZ/."/O/V e M

=2 /(Vf):/[‘/l):o //Vz :/[14_):0/ .,.///%}S%/V/a/:o
=> / /o B oll)= o Vi § Vi) v} D1sE o1 IV
= 0 )=o



L) VISV L feEmlym) Se fh)=o eV
s vel' ( Julv) = /;(y):o = ///VH/;[V/:O
)= = e vl =2
= FE sorresmsion EO(,W
SIA V= ©O1Vy + Oaty + eant &y Wy V2 )sass Vy [E45E 1) 4 (ﬁf/b)
=>/(V)): QI/M)+OM+ Q”/(V;;} =0 V@z/m/aﬂ e K
= f)-o , Jli)=e, ..., Jl4)=c

SlAND |/,,,,),g/,,‘,‘,/;/,,9 M-U VETTod! ¢ RE CPrHRETAMN) Vz/..m/ Vy AD UpHF
RASE o1 \/
== C/ Soro M-K corgizipm LI REAE FER OETFITIHE

0 AIEME [ fVgis) = ls)=

== I FE'=m-HK



2. Consideriamo in R? il sottospazio V = {(z,y,2) € R*: 2 +y + 2z = 0} ed il sottospazio

W = Span{(1,2,3)}.
(a) Trovare un’applicazione lineare f : R3 — R3 tale che ker(f) =V e Im(f) = W.

(b) Descrivere l'insieme di tutte le applicazioni lineari f : R* — R? che soddisfano le
condizioni del punto precedente. Si tratta di uno spazio vettoriale?
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3. Consideriamo i sottospazi V e W di R? descritti all’esercizio precedente.

(a) Trovare un’applicazione lineare f : R* — R? tale che f(v) € W per ogniv € V e
f(w) € V per ogni w € W.

(b) Dimostrare che 'insieme di tutte le applicazioni lineari f : R* — R? che soddisfano
le condizioni del punto precedente & uno spazio vettoriale, quindi determinarne la
dimensione.
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4. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita. Sia f : V — V un’applicazione lineare
tale che f(f(v)) =0 per ogniv € V.

(a) Dimostrare che Im(f) C ker(f).

(b) Dimostrare che dim(ker(f)) > %dim{V),
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5. (a) Trovare un’applicazione lineare f : R* — R? tale che f(f(f(v))) = 0 per ogniv € R?,
ma f(f(w)) # 0 per almeno un vettore w € R3.

(b) Descrivere I'insieme di tutte le applicazioni lineari f : R* — R? che soddisfano le
condizioni del punto precedente.
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