Esercizio 2.
0 se (x,y)=(0,0)
Data la funzione cosi definita, f(x,y)= x’y _ se (x,)%(0,0)

xz—i—y

determinare :
£.(0,0), fy(0,0) , £,(0,0), differenziabilita , appartenenza alle classi C°(IR*) e C'(RR?),
eventuale esistenza ed uguaglianza tra  f xy(0,0) e f yx(0,0).

Svolgimento :
Determiniamo l'eventuale continuita di  f (x,y) in (0,0)
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2~x - <|y|-x—2:|y| segue che lim f(x,y)=0
X +y b (x, ¥)-(0,0)

essendo 0<|f(x,y) =1l

e la funzione data ¢ continua su tutto IR*, quindié C°(RR?).

Essendo ora le restrizioni agli assi x ed y identicamente nulle, abbiamo che le derivate parziali prime esistono e
sono nulle :

£:00)=0 e f,00)=0

Verifichiamo adesso 'esistenza delle derivate direzionali in (0,0)
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Dunque, le derivate direzionaliin (0,0) esistono.

Verifichiamo ora la differenziabilitadi f(x,y) in (0,0)

dalla definizione di differenziale discende che deve essere lim 2.2/~ (Xl =(Vf (xo). (x=x,))

=0
oy [l = x|

2
che nel nostro caso, essendo x, =(0,0), f(x,)=0, V f(x,)=(0,0), diventa lim zx—);m =0
(x,3)=(00) (x“+ ")

Passando a coordinate polari, con p>0 e 6€[0,2x], abbiamo che il precedente limite diventa

lim p’cos’(0)-sin(0)
p—0" 93

= cos’(0)-sin (0)#0 in generale. Quindi, f(x,y) non ¢& differenziabile in (0,0)

Conseguentemente, almeno unatra f, e f, nonécontinuain (0,0) e, quindi, f(x,y) none¢ C'(R?)

Infine, la non continuita di /', oppuredi f, implica la sua non differenziabilita e, pertanto, per il secondo
teorema di inversione, segue che nel punto (0,0) ¢ f #1 .
Tuttavia si verifica, tramite calcolo diretto, che le due derivate parziali miste non sono definite in (0,0) ed

lim f_(x,y)= lim f (x,y) non esiste.
(v, 7)=(00)" (x.y)=(00) " 7
foo 2-x-y° fo= 6x>-y°—2-x-y"
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