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variabili (nello spazio di partenza). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

Lezione 03. Esercizi sul calcolo di limiti per funzioni di più variabili. . . . . . . . . . . 15
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ANALISI 2 - LEZIONE 01

Burocrazia : → Archivio didattico

→ Forum studenti

Altri corsi simili : → Analisi 2 2013114 ( Archivio Didattico )

→ 190 HA
.

→ 637 AH

→ Analisi 2 17118 e 15116 (versione Hard)
→ Analisi 2 19120 (corso di soli esercizi)

ANALISTI → precorso (equaz . diseq . piano cartesiano) 30%

→ Analisi 1 (tutto ) 4090

→ Algebra lineare 108

L' analisi a è ciò che rimane

Dicessimo Funzioni di più variabili

Analisi 1 Analisi 2

fi . IR → IR f : Rt → IR

f : A → IR
+
DUE DM IN PARTENZA

dove A E IR f : R③ → IR , fi.IR → IR

esempio A = [a)b) f : R④ → R⑤

UNA DIM . IN PARTENZA GROSSO SALTO : passare da La 2

" " IN ARRIVO dive
. in partenza .

Il resto è gratis .

⑤ CALCOLO DIFFERENZIALE ( limiti , derivate , maxicimice ) 20T

② CALCOLO INTEGRALE ( integrali propri e impropri) 20-

③ CALCOLO VETTORIALE ( curve , superfici , integrali curvilinei e

superficiali , Gauss-GREEN , STORES)20
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-

IR
"
-

sp .
vettorialesfruituraeuclideaiurt-fa.ca
,
×» . . .

,
×» e R

"

Ntotazioue vettoriale

(x, y) e IR
'

(× , y, z) e Ita ↳× e IRB
T 4

notazione con le componenti cx , y, z) e IRS

-

PÌÙ C. canonico)

Xe (X) , X2, _ . . , Xn) e × , y )
e ×, gi t . . . t XuYu

ye ( yi , yr, -→ yen) x. y
← più usato dai fisici

-

Nornvaedistauza.li
sell = i sei = FÈ = FÉIN =

"

lunga . del vettore
"

-

Pitagorane

distcx , y) = Il × -y Il
= { cx, -y , Jax . . . + ( xn -yst ) )

"2

PANE dato xo E IR
"

e dato r >0 ( raggio) definiamo

Bacio) = Bcxo, 1) e { y e IR
"
: dist (y , xo) e r }

T"
Ball centro Taggia "

punti che distano da xo meno dir

÷ : ::

Anali li x il = TE = 1×1

(modulo di × )

Brcxo ) = numeri y tali che ly
-xo le 1

←e
= interni dell' analisi 1 r
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Funzioni
f : IR → IR fcx)

f : DI → IR f ca, y)

f : IRS → IR fcx , g, Z)

f- : Ros → IR f (⇒ intendendo che × E IR
"

-

Grafici

fcxs grafico (f) e { cx ,y) e IR
?
i y

= fcxs }

f- Cx ,y) " = { lxsy , Z) e IR
'
i z e fcx, y) }

Di sale di uno con la dive

f- Cxsy, z) grafico (f) = { Cx, y , z , no ) E IR
"
: lo = fcx, g.⇒ }

-
→ LINEE DI LIVELLO

couaesplorareungrafico-PERCORSIDIONINIDatouf.ci
, y) funzione e dato de IR considero

{ cxsy) e IRA ! fcx, y) ed} a punti in cui f vale X

Esempio fcx, y) = Xaty
?

¢ se 420

{ cx ,g) E Ra : xaty
'
= X} e I solo (0,0) se 4=0

↳
circo

. con centro in caos e raggio TI

sa dso

z

•
a-

-
-

,

i

"

× ÌN è#yt a

y
x
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fan» "Ì»
• e ' 7

↳ più in cui fc»»

÷:÷:
"""

passo ueoutano

- O - O -
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ANALISI 2 - LEZIONE 02

y Cest)

t.EE?:;esari "
"

je .

E ⇐ t) percorre la bisettrice → →

±

¥ (t.co ) percorre asse ×
-
^

- T
¥ cost) percorre asse y a

gi ( tetti) percorre retta xtyei

y =L -X

sostituisco nella funzione
flat) = Htt = sta = quota a cui si trova l' omino al tempo

Z

2ft

µ,

t'

ftp.Ineeaazta.zt-zttl
e Z

a

f- Cho) = Eta ⇒E ¢
, × µ

f- (t , -tti) = È + C-ftp.ZE-ztti §
è t

fcxsy ) e E- y
'

a

^ i
•

~

flat) e E-E - o a
→

foto) - E-• = E

±
,
→IÈ^

a

z
1

A
×

flat) - O - tre - E #§

Stampato integrale delle lezioni 11

Lezione 02



-

f : IR
"

→ IRUMTllNnVARIABI
{trebbie anche essere definita in
A E IR

"

Prendiamo xo e IR
"

(notazione vettoriale)

voglio definire
line fcx)
in

← vettore

è il vettore × che
tende al vettore xo

Come tutti i limiti
,
ci sono le possibilità

① esiste ed è le IR

}
ogni limite ricade in una

② fatto ad una sola di queste
③ fa - O

④ Non esiste (NESSUNO DEI PREC . )

deficit si dice che figo fcx) = ta se

-

tfNEIRZSaot.c.fc-fzmtxebocxosisxoianche.toovviamente f
"

grande
" pialla con centro xo

enorme dipende da N e raggio E

mi aspetto : più N diventa grande , più o servirà piccolo .
E i

1
!

II si dice che fine
.

E = -o se

#andare molto negativi ⑧a y
- ×

a

¥ME IR ; Bocxo)
{

Z E so f. c. fcx) E MHxEBs↳i{xo}µ
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Definizioni si dice che line fc» = le R se✓
×→ xo

-

te so 7 E so t.co/fcxs-l/E E Axe Bscxo) ifxo}È
anche molto da e fan è vicino 1 × - io le 5
vicino a 0 ad l i 1

norma del vettore

Daft si dice che fcxs è continua in xo se

ft fcx) = fcxo)

2¥ : quali funzioni sono continue e dove ?

Risposta Tutte le funzioni ottenute a partire da quelle elementari
mediante Open . algebriche elo composizioni
sono continue dove non presentano pbue . burocratici

(denominatori che si annullano, log .
di roba EO

, . . . )

Esempio 1 line
xeistcoscxayj-n.az ;

-

cx, g) → caso) e
× -BY
t sine ( y x )

[ Ho sostituito ⇐y) = caos e ho visto che era
-

tutto tranquillo ]

Tutti i criteri
, tipo

→ confronto
→ carabinieri

→ te
. algebrici

funzionano come ad Analisi 1 .

Stampato integrale delle lezioni 13
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Esempio line xay

caos → caos÷ [È → abbiamo
un problema ]

Dico che il limite esiste e fa 0 .
Lo dimostro con il trucco del

valore assoluto

-

se lfcxs I → o da qualche parteallontanandosene

1¥71 ' " ⇐ ftp.cnn.ci
-

sono problemi
§ Farisaici °

soIdi uso coord . polari : x =pcosa y =p sino

a - 1%7%1 =

esitassi
= a iosa . sono ⇐⑤

e -

|
⇒ 1
a

0

0
(x.a)

Dire che Cx, g) → (0,0) come vettore

EQUIVALE a dire che f →o §-
Ancora una volta si chiude con il valore assoluto .

[ Pbue
. con coordinate polari : vedi lez

.

so 2 di Algebra lineare
nell' Archivio didattico ]

.

14 Modulo di Analisi Matematica 2 – A.A. 2020/2021
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ANALISI 2 - LEZIONE 03

Esempio È o,
[§ ma qualcosa occorre fare]

-
SLOGAN : ad Analisi 2 i limiti NON hanno nessuna vogliadiessine
come dimostro che un limite non esiste ?

Trovo due omini distinti che tendono al punto in questione
sui quali la funzione ha 2 limiti diversi

y
t

×
? 21 Od

- 21 On

FCX,y) e +2+yz
2 ④

÷
£ (t , o ) → f (to) = È ± 1 % al

2

fine flt , o) = 1 Ct ,-t)

-

quando t -so ,
l'omino tendealpunto caos

È (Ost) → flat) eo → fine flat) -0

Abbiamo scoperto che : → in tutto l'asse × (origine esclusa) f = i

→ in tutto l'asse y C
" ) f-⇒

Questo impedisce al limite di esistere ! !

(Brutalmente : se il limite fosse le R , tutti i valori di f
in una Bo Caos con o piccolo dovrebbero essere vicini ad l ;

se fosse ± o ancora peggio ) .

7 Ct , - t) = = È quindi in quella direzione tende
ad E

Stampato integrale delle lezioni 15
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Esempio 2 line IÌ, [ § e gradi non
-

-

Cay) → caso) chiarissimi ]
•

7

Mandiamo omini in esplorazione o

÷
fine flat) ⇒ fine fitto ⇒ 00%0%0-000 ,O

0

fine fltst) = fine È = o 8

mes
line f (t.int) = line-

ti ho tatuata
= 0

C-→ o

coeff . ang .

retta generica

su tutte le rette il limite fa 0 . Forse fa davvero 0 , ma

DEVO DIMOSTRARLO .

Rifaccio il trucco del valore assoluto :

o e I I = Isi e isi

Il y

Concludo con i carabinieri .
a

2
.

Esempio È o , ¥>
×

fine flash e ¥7 flt , o) ⇒ (assi)

mats

fi flt.int ) = linee,

= 0 ( retta go.mx )
b- →o

come prima verrebbe da dire che il limite è 0 E INVECE
. .
.

non esiste ! ! ! !

16 Modulo di Analisi Matematica 2 – A.A. 2020/2021
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Per dimostrare la NON esistenza considero un omino

del tipo (E, E)
o {
{{Et

÷:#⇒ ÷.si#e---f!:E?:;:e00000 00 O 000
O÷

Più in generale usando un omino del tipo
82 t' E

(mt , z ) troviamo

in tl

fino f (me , t) = line no f è costante su queste
C- →o

parabole con costante che
dipende da m

Action Ragionamento sbagliato : usiamo le coordinate polari
2

@
'
cosa sino

f- la cosa , asino) =-

P
? cosa@ t p4sin40

2

posasi °
→
a-

= o
=

Ftp »
,

cos'0

Adesso devo fare tendere p → 0.

Errore grossolano : dire che banalmente tende a 0 perché c'è
-

-

e sopra

Erroretsubddo-i.destingono 2 Casi
→ se cos'0 ¥0 , allora come sopra funziona
→ se costa = 0

,
allora siamo sull' asse y , dove

abbiamo già dimostrato che il limite faa

FISSARE 0
,
e fare il limite a 0 fisso, è come fare

il limite dell' omino sulle sde rete
.

Stampato integrale delle lezioni 17
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Se voglio usare le coordinate polari per dire che il limite fa0 ,
devo arrivare a scrivere

-

0 E I f le cose , esino 1 E GLI
indipendente da 0 e
tende a 0 quando p →0.

Differenza tra Analisi 1 e 2 .

Supponiamo che su tutte le rete line =0.

"

Fissiamo e so . Se ogni retta

- e⇒⇐aree ese Cx , y) sono abbastanza vicini a CQO)

Non è vero che unendo gli intervalliai
azzurri ottengo una pallina centrata
in caso)
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ANALISI 2 - LEZIONE 04

-
DERIVATE E DIFFERENZIALE IN PIÙ VARIABILI-

Analisi f : IR → IR xo E IR

Def (derivata) la fama . f èdi in xo se esiste in R il

figo) = line
fc⇒t9-fc [ rapporto incrementale]

a →o a

Def . (differenziale) La feeuz . f- è differenziale in xo se esiste

detta tale che

-

fcxothj-fcxdtahtocapeih.sc

teorema ③ f è derivabile in xo ⇒ f- è diff . in xo

(e in tal caso a = f.
'
cxos)

② fèdcrio . in xo ⇒ f continua in xo

[ In generale NON vale il viceversa]

y
t

D
00

te .

I ⑨
A

XO ×! the X
→

a

AD = ABTBC t CD (da interpretare consegni )
{ I \ ma

f- Goth) e fcxo) t f
'

cxo) -A t OCQ)
- Tende a 0 piùtende a 0
linearmente indi

velocemente dia
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Analisi → Derivate parziali
→ derivate direzionali

→ Gradiente

→ Differenziale

setting : f : Rt → IR f : IR
"

→ IR

(xo, yo ) e IR
'

Xo e IR
"

Water se esiste

f (Xo te , yo ) - f- Cto , yo )
line-- e IR
a-so e

allora si dice che esiste la derivata parziale di f in cxo, yo)

rispetto alla variabile × .

si indica con

§¥ (xo, yo) fxlxo, yo) Dxfcxo, go )

Analogamente

fcxo, goth) - facto , yo)

È cxo,yo)
= fycxo ,go) eDxfcxo, yo) =£7--

e

Nel caso generale di f (xe, . . . , xn ) si pone
K -esimo vettore base

µ
canonica

f (xotalk) - fcxo)
of -

je
(XD = fx, Cxo) = line-

a→o a] prodotto numero
per vettore

Oss . La definizione di derivata parziale coinvolge un limite
in UNA SOLA VARIABILE (Q è un numero ! ! ! )
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dcrivalederezionalif-fs.IR
"
→ IR xo E IR

"

✓ E IR
"
- so }

+
Direzione

La derivata in xo rispetto alla direzione o si definisce come

Of f (xot lo) - fcxo)

o_O cxo)
= line--
a→o a

posto che il line esista e sia reale .

In Rt se il punto è ciao,yo) e 0 = (vs, va) , allora

Of f (totali , Gotha) - fcxo, yo)

o_O (
xo, go) = line-

a→o
a

01 .

Alcuni definiscono ff solo per direzioni o con 11011 =L
.

Oz. Le derivate parziali sono speciali derivate direzionali ,
ottenute prendendo come a uno dei vettori della base

canonica.
y
a ✓

Interpretazioni } .¥CXO, yo)
-

×

xotho
,
al variare di Q, è la retta

che passa per xo e ha direzione

data da v .

Posso considerare l' omino rotto : questo
si troverà al tempo t alla quota f-Gotto)

az

✓ La derivata direzionale è la/
derivata di questa funzione per t -0 .1-
.
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Gradire Ilgradiente di f in xo è il vettore n - dimensionale
che ha come componenti le derivate parziali in xo .
Si indica con tflxo)

INABLA

Ad esempio in Ra si ha

tf (Xe, yo) = ( fxcxo , yo) , fycxo , gas)

differenziale La funzione f : IR
"

→ IR si dice differenziabile

in xo E IR
"

se esiste de IR
"

tale che

-

fcxotefJ-fcxost-etociialdperh.sc
vettore

]
vettore prod. scalare

tnorma di un
vettore

incremento → →
Xo ho

In ira
,
chiamato il punto Cxo, yo) ,

e posto (a) K) l' incremento
- -

componenti componenti
la formula diventa ( ponendo la , p) = è )

-

f- Gote , yotk) e f ciao , yo) tal tpk to (TÌ )=ppncaikJ-sc.co#I
costante / LIMITE IN 2 VARIABILI

lineare quindi DI ANALISI 2
nell' incremento

di quelli CHE HANNOÈ a (a)k)
poca VOGLIA DI ESISTERE !

Ossidata Nelle derivate parziali ( direzionali stiamo

facendo incrementi in una sola direzione
-)

nel differenziale ci muoviamo contemporaneamente
in TUTTE LE DIREZIONI
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ANALISI 2 - LEZIONE 05

teorema supponiamo che f : IR
"
→ IR sia diff . in xo .

Allora valgono i seguenti fatti
CD f è continua in Xo ,

(a) esistono le derivate parziali e sono le componenti di a

(quindi a = 77 cxos)

(3) esistono tutte le derivate direzionali in xo e sono date

dalla formula_

§¥↳=ePfc⇒o÷
Nota bene : (a) è un caso speciale di (3) .

-

bruttanotizi.cc Può succedere che in xo esistono tutte le

derivate direzionali MA f non sia nemmeno

continua in xo
.

-

L'esempio
qq.gg = {

(Ì¥ )
=

se Cag ) E caos

o se Cx , y) e CQO)

-

wifichiamodnfNONècontimaiucq Andiamo sulle

parabole prendendo ( t ,me) :

f- lt ,me) = (IÌ)
=

e iI che dipende da m !

.

÷:

×
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Calcolo la derivata direzionale in caso) con direzione o = Ca , p)

Devo fare
o
4

f Cena , Ap) - f- Caso) arpa
3

linea-
= linea)

?

- È ⇒
a→ o a→o

al'pae'
= line-
a→o piatto

- È ⇒

Quindi tutte le derivate direzionali sono nulle .

- 0 - o -

Dimostriamo che f diff . in xo ⇒ esistono derivate direzionali

e vale la formula

Ipotesi : f cata) = fcxo) t e a)a> to Chan) per le →o

Tesi
- fcxotto) - fcxo)

line7
=
e a
,
o >

t→o

Dall' ipotesi segue che

a
M

fcxotto) = fcxo) t e d , tu > tolti tali)
- -

ted , o > It titoli

da cui

f-Gatto) - fcxo) t e a, o> t O CHI . 11011)

F
--

t

= e a , o > +
ocltl.li

E

Resta solo da dimostrare che l' ultimo pezzo tende a 0 .

-

1 ti - Il 011out = ¥
f limitato a Iliad a seconda

o delsegno di t
per def . di 0 piccolo
- 0 - O -
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La stessa formula ci dice che le componenti di te sono le

derivate parziali .

significatogeometricodelgradienteepianotaugeu.ie

DIO : fissato xo , qual è il vettore o con ilvile e per cui

la derivata direzionale è mai lenire ?

8¥ = e tfcxo) , o > = Il tfcxosll . Ilvii. cosa
-÷
Fisso 1 angolo compreso

questa è mai quando cosa =L
,
cioè 0=0

,
cioè o ha la

stessa direzione di tfcxo) .

Analogamente , è mia quando cosa a -1 , cioè a = 180 , cioè ci
e tfcxo) hanno stessa direzione , ma verso opposto .

Quindi un omino che si trova in cxo, yo)

• sale al max se va nella direzione data da Tzfcxo
, yo)

• scende "
" "

"
- tfcxo, yo)

-

PIANOTANGENTEIAeeali.si
e fcxotl) e fcxo) t figo) . A + oca)
-

+
e-

f- Che
to (x -xD

eq .
retta tangente

(passa per cxo, fcxo)) e
ha coeff .

angolare f
'
cxo))

Analisi fcxotl , gotta) = fcxo)t fx Cao, yo)e tfy (Xo, yo)k to C- . .)
77
-

⇒ fcxojtfxcxqgoJCX-xdtfycxqgdcy-yoeg.ieazione piano tangente toc. - )
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In n variabili l' equazione del
"

iperpiauo tangente
"

è deltipo

-

fcxojtepfcxobx-XOSBRUTALNEN-EI-dove.cole Analisi 1 c' erano le derivate
,
ora

ad Analisi 2 c' è il gradiente .

-Dove pensiamo al gradiente ?-

→ geometricamente sono i coeff . del piano tangente
scritto come z = qualcosa

→ " dinamicamente
"

e direzione in cui si sale o scendedi

più sul grafico .

ay

| •→
ttfcxo ,yo )

-
×
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ANALISI 2 - LEZIONE 06

In pratica : → come stabilisco se f è differenziabile ? ①

→ come calcolo le derivate parziali ? ②
→
i i i i direzionali ? ③

Risposta③ : se so che f è diff . in Xo , uso formula e Tifcxoi
,
o >

altrimenti occorre usare la definizione

Risposta : dove non ci sono problemi , uso le regole di
derivazione come ad Analisi 1 .

Altrimenti usa la definizione .

Risposta : o uso la definizione o spero nel seguente teo.

TEOREMADELDIFFERENZIALETOTALE.su
proponiamo che tutte le derivate parziali

→ esistano in tutta una pallina centrata in xo

→ siano continue in xo .

Allora f è differenziabile in xo .

-

Eseuepidicalcdodider.eu#parzialifCx,y)--3Xty'

fxcxsy ) = 3 [ faccio finta che

fycx ,g) = 2g l'altra variabile sia
costante ]

f- CX,y) = xytnay
'

fxcx, g) = y tg
?
zy = ytzxy

'

f-y (× ,g)
a × t ×

?
3g
'
a × +3 pigro

f- cx ,y) = × cosy fxcx, y) e cosy
f-y (xiy) = × C-siag) a

-xsiuy
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f- Cx ,y) = × sia lxy) fxcx, y) = sin cxy) + xycoscxy )

f-ycx , y) e Xtcoscxy )

z

f- Cx , y , z ) = È loglxy) fxcx.az) e zèlogcxy) tè ¥
fycx, y,2) = e

'
. ¥

fzlxsy ,⇒ = xèlogcxy )

f- Cxiy ) = ¥3 fxcx , y) = ¥3
fy (× , y) = -3×2#

f- (× , y) e Ì fa Cxsy)

§ (x. y,
Ì g-

x
'"

XY . boga

Oss .

Dove non ci sono problemi , tutte le funzioni precedenti
sono differenziabili .

Esempiodellapcousiderianeofcx.ca) = è- ysotsy
e mettiamo una pallina nel p.to del grafico sopra (1,2 ) .
anche direzione si muoverà la pallina ?

{
direzione pallina

a
Cli2)

@

Tlfcx , g) = (2.×, -3g
'
+3 )

. £774,2)

774,2) e ( 2,
- 9) f-

Egeometu.ca# Il gradiente è sempre dalle linee di livello

T ti
f- Cay) = xity

? tifa Czx , ry ) E 1

È
.

← %, a
→

← a

✓ lo
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f- cx,g) = xty
'

j.i-yss-xs.ci:
9

tfcx ,g) = (↳ 29 )
→ = direzione pallina

G- - tfcxos )

percorsodiomiu.IT gli omini a y fisso si muovono su rette

!È
" " """ "

""
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ANALISI 2 - LEZIONE 07

-

MAX -MIN per funzioni di più variabili-

Analisi setting : data f : [a) b] → IR
,
trovare

mai { fcx) : × e [a , b) } ← sono dei
"

valori
"

,
cioè

min
" delle y

"

da non confondere con i p.fi di maxi mini ← sono
"

delle ×
"

teorema luiEIERSTRASS) se ft [a , b] → IR è continua
-

è importante avere gli estremi

allora Mae e mire esistono .

E come / dove li trovo ? I candidati pti di cuore anice

rientrano in una delle seguenti 3 categorie
② p .
ti stazionari interni

,
cioè i p ti xo e Ca ,b) t.c.fixD =o
-

t t

senza estremi

② p .ti siglarti , cioè i p ti xo E Ca ,b) t.c.fi
'
caos non

esiste

③ pti di bordo cioè xo = a e xo = b.
-

Operativamente
→ determina i peti delle 3categorie , avendo così i candidati
→ li sostituisco tutti nella funzione e scopro dove vale di

più o di meno .

Ossa. Il problema diventa più complicato se invece di te , b]

ho insiemi più complicati , magari non limitati
- o - o

-
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REY : → insiemi COMPATTI

→ teo
.
Weierstrass

→ metodi per trattare il bordo

Def sia A E tra un sottoinsieme
,
o più in generale A E IR?

• si dice che A è limitato se esiste R >o tale che

A E BCO ,R )

(brutalmente : A è contenuto in una palla con centro

nell' origine e raggio opportuno )
• si dice che A è chiuso se (brutalmente : contiene tutto il

suo bordo ) per ogni × e A esiste r >o t.ci

Bcxsr) n A = µ È⑨
• si dice che A- è compatto se ÌÌÌI

qui non posso
è contemporaneamente chiuso e trovare Bcx,rosa-0

limitato .

Ideatore Gli insiemi compatti giocano in IR
"
lo stesso

ruolo che giocavano in IR gli intervalli con estremi .

Enpi see Ra

y
• A = { ex, y) e Di AI} è compatto

µdegnino sopra asse x

A contiene il suo bordo perché nelle condizioni →
-r ve ×

è compreso l' uguale

•

÷ ! %:
" → e primo quadrante µ

,Zimmerman

→ NON è limitato e quindi NON è compatto .
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-

KEY coieierstrass) sia A E IR
"

non vuoto e sia

f : A→ IR una funzione .

Supponiamo che

ci) f è continua

ciis A è compatto .

Allora esistono per forza

III { f- CA : × E A } ←
sono dei numeri , in pi

t t sarebbero delle z

vettori

Amy! Il tono .
è una condizione SUFFICIENTE ma non

necessaria
.

Se una delle hp , o entrambe , non sono

verificate, max e mia possono esistere comunque .

Dion ? Nelle seguenti 3 categorie

② pti STAZLONARIINTERNI-cioep.fi xo interni all' insieme A ,✓
-

← sistema di Nagel .
quindi non sul bordo , dove tace in n incognite

② p di SINGOLARILNTERt-ci.ae peti xo interni ad A , dove

f è non differenziabile (speriamo che non ci siano )

③ piti del IBI di A (che saranno in numero infinito) .

Operativamente : si calcolano i candidati delle 3 categorie
e poi si sostituiscono in f- per vedere dove

vale di più o di meno .

Precisare → ⇒§:[IIII ad
A se essi rso te.⑧

→ xo si dice sul bordo di A se per ogni rao la pallina ⑧
-

BCXO, r) interseca sia A ,
sia il complementare di A
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Perché i peti di maxi min stanno in una delle 3 categorie ?
→ se stanno sul bordo

,
bene

→ se sono interni e tfcxo) non esiste , bene

→ resta il caso in cui xo è INTERNO ad A e tfcxo) esiste .

Lee questo caso devo dimostrare che 77 CXO) =D .

Usiamo gli omini . Considero l' omino
£

Xo t t CK
- co-

tie-esimo vettore xo

base canonica

consideriamo

E → fcxotte.ie) = quota a cui si trova l'omino
che percorre la retta

se xo era un p.to di cure / unici per f , allora te è un

p.to di cuore 1min per questa funzione , quindi per Analisi 1

la derivata di questa funzione si annulla per t⇒ .

Ma la derivata di questa funzione è proprio ¥5 cxo) .
Quindi in xo si annullano tutte le

derivate parziali , e quindi il gradiente .

- 0 - o
-

09. ¥0;
e abbiamo usato che xo è interno ad →§g②

Lo abbiamo usato perché abbiamo bisogno
di poterci muovere da xo in tutte le direzioni

- 0 - o _
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ANALISI 2 - LEZIONE 08

cometsovare.ua/miudifuuriauisuinsiemicouepal-

② disuguaglianze elementari }
si trattano solo casi

② linee di livello particolarmente semplici

③ seguire la procedura standard con i peti delle 3 categorie .
Per il bordo ci sono due tecniche

3.LT Parametrizzazioeee del vincolo

3.TW Moltiplicatori di LAGRANGE

9 p.todimia .

Esempio 1 A = [0,13 × Io , i] fcx,y) = × - zy
%

-
-

←

Per w max e min esistono |
② x - g. fa i -0 =D MAX 4¥

prendo × più grande possibile piovere

y più piccolo possibile

e vale il segno di
e se e solo se x ate y -0 .

-

Quindi LEI è il pittima

② ×- zy = 0
- 2 = -2 con = se e solo se xeo e y

- c .

Quindi -2 è il min e cosi) è il p.to di min

In alternativa potevamo tracciare le linee
p.to min

di livello

in sale d
f-Cay) =L, × -zy ad #ry

= × -X
, y = È ×

-È

p.to cura
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Esempio A = [0,23×[-1,33×-10,1] (parallelepipedo in Pi)

f- CX , y , Z) e 2×+3y
- 52

Max : fcx ,9,7) E 479 - O e 13 p.to maxi (2, 3,0)

Mini
. fcx , y , z) Z O -3 -5 a -8 p.to min : CO, -1, i )

GCX, y, Z)
= x2 - ga + z

3

Max : gcx, y, z) E 4 - O ti = 5 p.to mai ! (2,91)

Mini
. gcxsy, z) 7 0 -8 to

= -9 p.to min : (0, 3,0 )

Equipe fa,y) - y A - {cx,g)EIR? xtty
?
E 2 }

A sale
a ptoueax

max era p.to di maxi- car)

Min = - E p.to dimin : CO , -ra)
-

⇐
Ulteriore conferma : le linee di livello sono a

p.to min
le rette tali' asse x

gcx,g) = ×?

÷: : ÷: :c:{÷:*. :ÌÈ#È÷poeti
dell' asse y che stanno in A

di mia
→

← nasale
nasale

Per controllo : le linee di livello

+2 = X → × a Ita
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Y a
Esempio f- Giuda × +8 '

{Ty←

÷:*:÷÷ Le
µ

p.to di min
Per vo . max e min .

esistono

NÉ fcx , y) 7 0+0=0 p.to di min : (0,0)

Max fcx,y) E 2 ti =3 vero
, ma non posso realizzare

l' uguale ! ! Infatti dovrei prendere
F- 2 e yei , ma C2 , 1) ¢ A .

Quindi 3 NON è il max
.

CON LE DISUGUAGLIANZE NON SI ARRIVA ! !!

µ
) sale

p.to
maiusiamo aaiuaà anno :

ti
p.to mia

Max : 2 p.to di cieca : (2,0) .

Alternativa : usare la procedura completa
③ stazionari interni Dfcx, y) = ci , i) NON si annulla mai :O

② singolari interni : 0 ya i - È

•
e③ III.÷:O? :p::* È
÷

⑨
⑨ Caso ) con oetez

Sostituisco in f e trovo

4, (E) = f- Ct, o) = t (altezza a cui si trova un
Z
a

µ
ti

animo che percorre il tratto ② )

→

2 E
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② Cat) con o e- te i cerche f- Cat) et

µ→
,

③ (t , i- È ) con oste

43Gt = f- ( t , i- f) = t ti - § = ttf
1

a

✓
43 Lt)

¥.

Morale : in tutti e si tratti del bordo , Max e min stanno

agli estremi , quindi i 3 candidati da sostituire

sono i 3 vertici del triangolo

→ f- caso) = o ← mia

→ fc2.co ) = 2 ← mai

→ f CO , D= I
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ANALISI 2 - LEZIONE 09

M0lTlP4CATORlDlLAGRANGE- (caso di L moltiplicatore che IRI-

.

Def sia g : tra
→ IR una funzione .

si diceLagodirei
di g l'

insieme

-

V-srcx.DE/Ra:gcx,y)--O#/
Brutalmente : V sarà il bordo dell' insieme

,
o un pezzo del bordo ,

e gcx,g)⇒ sarà " l' equazione del bordo
"
.

Obiettivo : trovare i candidati ad essere p.fi di cuore lcuiu di

una certa funzione fcx , y) in V.

teorema ( un moltiplicatore in IRI siano fcx , y) e gcx , y) due

funzioni differenziabili e con derivate parziali continue .
Sia V il luogo di zeri di g .

Allora i candidati ad essere piti di ueaxlcuiu di f in V

rientrano nelle seguenti due categorie .

② sdnziaendelsosislema-cioep.fi cx , g) in cui-
gcx ,y) =0 e tg CX, y) -0

Diventa un sistema di 3 can .
in 2 incognite

gxcx ,y)⇒«⇒ IIII::÷:[::mai.g cx ,y) -0 equazioni ]

[ Achtuug ! Non è un sistema lineare]
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③ solnzianidaasism cioè i punti di V , quindi

gcxiy ) so , in cui 77 e tg sono paralleli , cioè 77¥Dg
MOLTIPLICATORE
-

fxcx,y) = X gxcx,y) sistema di sega . in 3 incognite

fy CX, g) = A gy Cx, y) × , 9 , d quindi in generale cigcx.ge#/ aspettiamo che ci siano soluzioni
Operativamente : → scrivo l' insieme come luogo di zeri

→ Risolvo i due sistemi già tanto precorso )
→ I peti cx , g) trovati (gli eventuali d li

dimentico ) sono i candidati cercati .

Esempio fcx ,y) = × - 3g
A = { cx,g) E IRA : xaty

?
E 4 }

Per W . max e mia
.

esistono
.

ti cerco nelle 3 categorie
② start. 77 Cx,y) e li , -3) non si annulla mai no 0

② Sing . int . no 0
-
-

③ Bordo I puti del bordo verificano xaty-4=0
-

gcxiy)

Applico metodo moltiplicatori , risolvendo i 2 sistemi

sosislemafg.ro 2×-0

yx;] } incompatibili8g ⇒ 2g eo
con la 39

g = 0 sity
?
-4 =0

Quindi il P sistema NON HA SOLUZIONI

Ossatura : max e min esistono
, quindi per forza

devono venire fuori dal • sistema
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-

fx = kg× I = 2Xxrosate

⇒ = ago { IIII?g = 0

Primo modo di risolvere :

→ ricavo xey dalle prime a equazioni x = È y = - Ì
(potevo dividere per d essendo questo ¥0 ,

altrimenti le

prime due eqce . non vanno bene)
→ sostituisco nella 3" e trovo

¥2 t far = 4 no io = 16 42 ma da _ % → a= E F-

Quindi abbiamo trovato due soluzioni

-

cavaliere
che saranno i peti di maxi cuiu .

Basta sostituire nella funzione

f- (Eos -¥ ) = % = atto ← Max
p.to
mia y

f- C-¥ ) % ) = - 2 No ← MIN d a

=econtrolliamo con le linee di livello che

"

÷::÷:÷: tÉ#eTp.to
-

y = J
-È La sala di una

secondo modo di risolvere il sistema i =21×-3
= 27 y

xaty
?
= 4
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→ Moltiplico la la equ . per y e la seconda per ×

y = adxy
- 3 × e 2 XXY

sottraendo trovo y = - sx , che sostituisco nella 30 equ .

xtt 9×2 = 4 ma lo +2 e 4 → X2= ¥0 → ×= E¥
→ y = I

6-

,
ti

sedei +sopra ,
c'è - sotto.

- O
-o -

Di solito la difficoltà è risolvere il sistema
- o -0
-

Almeno geometricamente , perché funziona il metodo .

Torniamo all' esempio precedente .

Pensando alle linee di livello
,
stiamo cercando
-

i peti in cui l' insieme v è FANÉ alle linee di livello
di f . La seconda Oss

.

è che si è una linea di livello di g .

Quindi nei peti di mariana abbiamo una linea di

livello di g che è tangente ad una linea di livello di f .

Ora le linee di livello di f sono io a Df ÈI
" " .

g
" n

tg Iea
lire

. dig
+

Quindi in cxo, yo) i gradienti di f e di linea di lui . di f
g sono allineati , in quanto dalla stessa roba

.

Quindi tf e tg sono uno multiplo dell' altro , quindi
abbiamo una solare del 20 sistema
"stare in V

" " 7 uno multiplo dell' altro
"

Essere multipli tra poco senso se uno è nullo ,
e i casi in cui

accade sono nel io sistema
.
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ANALISI 2 - LEZIONE LO

y
d

Esempio fcxiy) = × - y
?

•

* { "" ⇐ "" " " " 2 } #vi. ⇒ mare min esistono

•

② staa.de/erui-:0Dfcx,y)=Ci,-zyJFC9O) •

② sig . interni :O

③ Borde i moltiplicatori gcx , g) = xaty
'
-2

Psi gxao 2×-0

gy ⇒ ry =D ⇒ NESSUNA SOLUZ
.

g
= O

XZtyz-zzosisfem.ae
fx = dgt {

' = 2)×

←
NON PENSARE NEMMENO

fy = igy '② = #Y DI SEMPLIFICARE y
9=0 77 2=2

YCXH ) > O Vega .

✓ ha

yeo
da -1

{ saaqu . { salga .

X2 a- 2 + = - È
{ ↳

saequ

xettt
gara 2-¥ = TE → g- ± È

{
_direte.ee LEI tiri
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sostituisco nella funzione

f- (TE , 0 ) = t Conclusione

f- C-TE, o ) e - TE Max era p.to mai :(TE, 0)

f ftz , E Ef ) =
-
t - È = -

E Min = - 9-
, pti di min :

2 4 4

p.to y
,

C- È , ± ? )

min .

.

Verifica con linee di livello di
•

X- y
2
= a → × e yzt a

III.
risolvere parametri#ando •#(( ""ti

p.to
certamente si

.

Una pavane .

è mia →

x.sale

(TE cost , TESint ) con o ± te2T

t t
raggio

4 Lt) = f Ctz cost , Fe Sint)
= tcost - 2Sint

e questa la studio per 0 E test

q
'

A) = - TE Sint - 4 Sint cost
= -sint (Fa +4 cost ) = o

Ia a it B SÌ 2T

costa - FI

/ ¥. ÷÷

?
i
à à
←

% tt

si vede che il max si ottiene per te o te sit e viene TE

Il minimo si ottiene per t.ae per t =p .

Quanto vale ? TE cosa - asina = E C- FI ) -2 ( i - f)
= - È - 2. È = - È -È :-&

U
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Boutade fcx , y) = × -y
'

xaty2=2 y2=2-+2

Sostituzione del vincolo : sull' insieme V (cioè dove xrtye 2)
vale che × - y

?
= × + è-2

Quindi fare maxi min di × -y
?

equivale a fare mai cauti
di xtx-2 che dipende solo dax .
Ora in v x varia in [- Fa , Fa] , quindi studio +7×-2

-

è quell' intervallo ! ! recx)
z

µ
'

a) = 2×+1 4
'
la⇒ ⑦ × = - È

µ
+7×-2

III. III.e canini ed è:&.

→ mia per × . - E Cqniudi g = ± f- ) Io

e si conclude allo stesso modo .

Esempio ¥ ¥
: agar , ⇒o}

Tutto come prima fino al bordo , che ora è •

fatto da 2 pezzi .

Trattiamo separatamente i a pezzi di bordo

⑧ modificatori →ET CEFFI
Non sono accettabili perché
non hanno XZO

② Essendo un segmento lo parametrizza Ca, t) con - reteE

4 Che f (0, t) =
- E
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÷
Ià:::*:;⇐=
min per te tra →Herzl

Ancora una volta abbiamo 4 candidati

f- ciao) - E ← mai dipinto
.

→
•

÷: → m. f
p.to 19
di mia

Regola generale : quando il bordo è fatto da due pezzi,
occorre includere tra i candidati

gli estremi dei vari pezzi , che possiamo chiamare
→ bordi dei bordi

→ punti di taglio

Stampato integrale delle lezioni 45

Lezione 10



ANALISI 2 - LEZIONE 11

pinmoetiplicatoridilagrange.ECdue moltiplicatori in IRI

si applica quando vogliamo fare noviluni su un insieme del tipo

V = { (×, y, z) e IRS : q CX, y, Z) =0 , 4 CX , 9 , z) = 0 }
-

due equazioni

Brutalmente i V è l' intersezione di due superfici , quindi un

oggetto 1- dimensionale

I candidati pti di mai cinici stanno in 2 categorie

-

sduzianidelsosisleena-grcleianeoip.fi di V in cui

✓

Ipotizzandola

cioè la matrice ( §; §; È )
ha ranaoii

cioè i 3 minori 2×2 si annullano .
Il primo sistema è quindi

sistema di 5 equazioni in

÷:sei:÷:::*di Ny - log% =o

÷:L
Ti

soluzoanidelzosistema.LI cerco i punti di V in cui

(cioè tf
è canto

. lineare
Df = 170 tutto di DIO e tre)+ i

MOLTIPLICATORI
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Il secondo sistema è quindi
-

fx = Xp× tu ×
sistema di 5 eqce . in 5 incognite

fy = Holy tµ Ny (× , y , z , due)¥×dztuh① giuridici; genere
ci aspettiamo

4=0

Esempio fcx, y , z) = è tzya _ z
A- = {(x , y, z) E IRB : yitz = 2

,
è ty
'

_ z = o }

L' insieme A è compatto ? Chiuso lo è ( perché ci sono gli e)
Resta da capire se è limitato .

SILT Dall' eq .
Htt⇒ otteniamo che × e [-Fa, fa) e ZEEt,Fa]

Ora dall' altra equ . y
'
= z - x2 e quindi y

' è limitato

e da questo otteniamo cena limit . sny .

Più precisamente
yrez -x2 e TE ne

y e [
ÌT

,

"TE ]
.

Ora sappiamo che mai imiei esistono per W .

Applichiamo ora la procedura : V non ha parte interna , perché
è una specie di curva, quindi non ha senso cercare piti
stazionari o singolari interni . Quindi V è

"

solo bordo
"

.

f-Cay ,z) = Xatsy
'
- Z Ollie, y , z) = xztzz-2

KG, 9)Z) = xaty
'
_ z

sostenere l:?) = ( % ! I )
Per avere rango EI serve che xy o_O - 2×-4×7=0

yz eo
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xg -0 xy -0

yzeo
µ ha

{ xcitzz ) -0 [È
Y]
XCLTZZ) e-0×2+27=2zaffa
µ my

xfty- z -0 { 29 +⇒
2- = - È

go d d
} conta +2=2 -È 49

sanare femmina +2=12 5
"

d.
Non funziona

20sisfeen.ae ZX = ZXX + aux

4g = 2µg{ - i = azz -µ

+72-2=2

Hye - 2=0

siequ : glam) > O

a ↳

y -0 Me 2

{ s'can tra aqu

2- = x2 × = 1×+2×5 + (AN) -0

{ nacque
a ↳

X-p
da

-1×7×4=2
frega di saette

×
" -1×2-2=0 z> Età -1=-22--2

cartacei ) -0 tosacani zza -1

di gazzette 2- = - È
× - Il

{ -giacquecostipato +2=2-È - È

yhz-ie-f-fe-fx.EE2
£

ma
{ salga

Nessuna soluzione efsoviaeno 82
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Alla fine i candidati sono 4 e basta sostituirli nella funzione

f- (El , 0 , i ) = I -1=0 ← min
.

f (o, ÌF , E) = o +2 TE -t a TE ← ma

Ideaalternativaff.ca y , z) = è tzy- z µ
CX, y , Z)

= +7¥-2

4 CX ,y, Z) e Xaty2-z → y
?
= z-+2

Nell' insieme A si ha f- CX, y, z) = E-Z +22--2×2

= z - +2

Quindi fare marinerie di fcx, g , z) è equivalente a fare
una lcuin di z -x2 o anche di y?

Su questi casi i conti sono più semplici in quanto alcune
derivate si annullano .

Come è fondo l' insieme A ? z

a-
-
=cosa

rappresenta
già;:[fango paranoide

"

base" la circ .
< 8

yitz- ×

A- è l' intersezione tra paraboloide e cilindro
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ANALISI 2 - LEZIONE 12

Back to esercizio precedente : f- Cay, z) = xatrya- Z
CX, y, Z) e +7¥-2=0 → ×? 2-zz

4 (× , y , Z) = Xrty - Z -O → graz -+2

f- CX, y , z) = 2-2-2+2 (z -x2) - z
= 2-zttzz - 2×2 _ z = 2- zrtzz-2 (2-2-2) -z

= 2-2+2--2

Quindi posso fare cnaxlcuiu di zrtz -2 , ma con quali vincoli ?

pizza2 ↳ 2-2=2-+2 → zr E 2 → ZE Tir , TE ]

ity
?
-z ⇒ → 2- zttyz- z⇒ → y

'
= zrtz - 2 IO
-

radici -2 e 1

2- E -2 oppure ZZI

Quindi intersecando resta 2- e [↳TE] su cui dobbiamo

studiare zztz -2

→ trovo ×÷:: Ià :: → e. . ¥%
www.ucanvaloriassolut#fCx,y)=lxty- il

A- = triangolo con vertici^

µ
Coso) , ciao) , CO , 2)

\È problema con il valore assoluto : c'è il

rischio di avere pti singolari dove
si annulla

.

Procedura consigliata :

→ studio il pbcn .
SENZA Val

. assd .

→ traggo le conclusioni pensando che le zone delgrafico
con zeo si ribaltano

.
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Facciamo nuovimin di xty
- I sei

⇒→ ⇒ → a- ⇒⇒

" "
"

sa
;P.to di max : (3,0) Max = 2 p.to mia .

P.to di min : (0,0) min = -1

Quando ribalto le parti negative , il - i diventa 1 , che quindi
perde dal 2 .

Più in generale : se fcx , y) ha mai positivo A e

min negativo - B

allora per il Max di lfcx.gs/ se la giocano A e B
.

Essendo un valore assoluto
,
il minimo è dove vale 0

,
se esistono

p.fi nell' insieme in cui f- si annulla .

Nel nostro caso tutti i puti con xty e sono p -ti di un'u

p.to diÀ ma

infiniti peti
di minimo

E-senepiozfcx.ca) = I xty - al
solito triangolo .

Senza valore assoluto : Max ± 1 con p.to cuore (3,0)

min = -2 con pto min (0,0)

con il valore assoluto e per il ueax se la giocano 1 e +2
vecchio min
ribaltato

Quindi ora max ⇒ con p.to di ueax CQO)
min ⇒ con • p.fi di mia .
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Esempio solito triangolo con fcx , y) = I xty -71

Senza vol . assoli : mai = -4 con p.to cieca e (3,0 )
min a -7 i

" mia = (0,0 )

con il valore assoluto : min = 4 con p.to mia = (3,0)

Max = 7 con p.to di cieca eco ,0)

Aenhtung! Il fatto che ci sia un valore assoluto non dice
che per forza il minimo è 0 ! ! !!

Esempio fcx,y) = Xaty
?

A = {(×, g) E Ipi : ×" +9
"
⇒ }

p.fi mah

f x
"
ty
"
e ,

domanda : come è fatto l' insieme # ?
• @qqy.trEc,È una specie di circa . deformata

:÷÷÷÷÷
.

÷. ÷.
• •

- •

,
circonferenza

1- ×
" E ci -F)

2
= Ita- 2×2 ⇐ 2×4-2×2=0 Ecciti) EO

OK se xe E '
,
i]

L' insieme è compatto ed è
" solo bordo

"

, quindi basta fare i

moltiplicatori con fcx ,y) e xaty
'
e qcx,g) ex

"

ty
"
- I

sosia da -0 4×3=0

④geo 4yd -0 → impossibile
0--0 ×

'
ty
"
al
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Osiamo fa = XIOX ax = 44×3

fy e a log ay = 4dg
'

0--0 ×
"

ty
"
=L

Cosa NON fare : semplificare × nella 1a e y nella 2
"

Moltiplico la so per y
'

,
la seconda per xs e sottraggo

zxy
'
- zyxseo → xycihya )⇒

si aprono 3 possibilità

• × -0 no y
= Il → CQII )

• y⇒
→ × = Il → CEI , 0 )

• xaeyznsxh.gl/nsx4ey4-- § → fate , ± )
-

4 punti , perché i segni
sono indipendenti

sostituendo gli 8 pti abbiamo finito .
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ANALISI 2 - LEZIONE 13

linkedin.name/oiuiuariabiT-

Analisi fino fcxs fino fc»

Analisi Andremo a definire line
Xrtyr→ +a

FCX, y )

o più in generale line fcx)
11×4→ tra

+ Norma

Come al solito abbiamo 4 possibilità : le IR
,
ta, -0, NE.

nemmeno

• diciamo che line fc» = + a se

= "

11×11 → NO

✓

V-MEIRZRsot.c.fcxzNV-xcanllxllzftau.de
enorme

È il solito "

gioco
"
: noi fissiamo M e la funziona

y trova Blair) tale che fuori
da BCQR) si ha fcx) 7M

se noi fissiamo N più grande , la×

In:c;:[:[mammoniqui
f-Crisi) a M

• diciamo che line fcx) = - o se

IIXH→ to

-

V-MEIRZRsot.c.fcxEMV-xcanllxllzplt.am
che negativo

enorme
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• Diciamo che line fcx) = le IR se
IlXII→ tra

-

V-ESOJ-rzot.ci/fCxs-lIEEttxcanllxllzp
+
anche molto vicino a 0

• Il limite non esiste ce la cosa capita spesso) se non ricordi?
ma in nessuno dei casi precedenti .

Operativamente
→ per dimostrare che un limite NON ESISTE basta trovare due

omini che vanno all' infinito sui quali la funzione si

comporta in modo diverso
-

→ per dimostrare che esistelà ,
e bisogna

usare opportuni strumenti

Essential line xaty
?
- ex

xrzyz→ tra

L' idea è che tendo a ta . Passiamo in coorol . polari

f- le cose , asino ) = è _ gp cosa z pt gp

Ora dire che xaty → ta è equivalente a dire che e → to ,

quindi dobbiamo calcolare

Gufo @top ) = to (analisi a)

Per confronto la nostra funzione , che è più grande , tende a te.

tenete se

a ax

gce) → no per p → tu, allora dipende solo

live fcx, y) = + O da p

ing⇒ to
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Per convincersene
,
basta pensare alla dim .

9 7M

Dato ME IR
,
esiste po t.c.gg) a te

quando p 7 lo , ma allora fcx , y) IN §>
×

quando xaty
?
z pò

f-CXIY) 7 M

y

Esempio live -

Hayes to Xttyat 1

L' idea è che tenda a 0.

Proviamo con trucco del valore assoluto + coordinate polari

Pisino i pte ⇐ ÌN.ge:}
o per i carabinieri

Fattogli se vale una diseug .

del tipo

-
è importante che

Si ce) E fcecoso, esimo) E ga ce)
i due laterali✓ NON dipendono

e da@

pffufo gi ce) e fino g. ce) = l (stesso la dxesx)

allora line
xzty

>
→ so

FCX, y) = l

-
se valeFHOgenerale.CI f- Ce cosa , asino) E gce )

e

dove
@ → no

8 Ce) e
- •

,

allora anche

live
xztyz→ poi

f City) a -0 .
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E-seeeepiodfjf.no E -392 giro
spinge

+
spinge a %¥qamo - O q to

gu questo caso , qui, non esige {
di -0

¥ line flat) = line - sta - a
testa e → no

£ line f Cho) = line El
= to

t→ to t→ tu

potevo usare anche altri omini
,
ad esempio

£ ¥: f- costi = f.iq -sta = - no

¥ line f- C- t.to) = line E- sta = line -sta -0
b-→ to t-sta testa

a
Y

2

Esempi fatto + +28 ←←¥Éline 7 Ct , o ) = line t = tu

tosto tosto

fio fitto ) e fiat = - •

Esempio live x
"

tay
"
- 7 Xay - arctancxy)

xrty⇒ tra

L' idea è che tenda a tre .
Proviamo a passare in coord. polari

cercando una stima dal basso con una gcp ) → tra

fcecoso , asino) = p
"
(cos'Otzsiuo) - 7ps costasino

- arctancgcososiuo)

=p
"
(cos'atesino) - 7ps _ È
-

devo liberarmi

di questo
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SOLITODISCORSO-h.ci funzione 4 CO) = cos'0+2sento è- .

.

continua
, dunque per W .

di analisi 1 ammette un minimo

per 0 E [0,2*3 .

Tale minimo è il valore assunto in un certo

00 E [0,2T] , dunque è strettamente so perché cos'00 esilio

non possono essere entrambi nulli .

In conclusione

✓

7 ma so t.co
.

Cos'0 + 25in"0 anno fae [0,2T]-
Abbiamo così dimostrato che

-

f- (ecosa, asino ) zmopi-zps-J~Essendom.no
, sappiamo che

questa funzione DELLA SOLA p
tende a tre quando p → to
(per analisi e)

Quindi per il fatto generale e anche il limite iniziale

fa ta .
- O - O -
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ANALISI 2 LEZIONE 14

sditoeseen-piof.fi#woxty4-7x4y
?

Passiamo in coord . polari
f- lecose , esimo) = e

' cos'0 te
"
sen
"
O - 7 e

'
cos'asino

Bruto mode : N p
'
t p

"
- 7 e
'
→ to perché vince e

'

MALT il coeff . di e
'

può essere nullo

MAO se il coeff . di e
' è 0

,
allora anche quello di e

' è 0
,

quindi resta solo è che comunque tende a tre .

Detto meglio !

→ se cosa ¥0 , allora il limite è ta perché c'è p
8

→ se cosa o_O
,
allora sino = El

, quindi resta p " , che

tende comunque a ta .

In ogni caso il limite è tra .

-
QUELLO CHE HO DETTO È SPAZZATURA-
sostanzialmente ho fatto il limite sulle rette pensando a

fisso . Invece avrei dovuto liberarmi di 0 facendo la

disuguaglianza ! ! !
y
^

su

:[±:
esiste

Vf o ×

¥ fino f- cost) = fi t
"
e tra µ £

ut
line f CO, -t) = in = to t

t → no

È figo fltit) = figo tttlhzt
'
eta

¥ ft 7 Ct ,E) = fine,
t'+E- tt a -a
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L'NNsudOMNlRIsTRET- Quando la funzione non la
pensiamo definita su tutto ITL2

Esempio fino xty ¥7, ×+8

XZO, y 70- -
t tqui la funzione è pensataqui penso su tutto Dì

sono seri e quadrante

Il primo limite non esiste . Ad esempio
line feat) = to line flat) e - a
tosto e→ -o

se la fune . è definita solo sul io quadranteµnon possiamo usare co ,t) can t → -0

In effetti il secondo limite esiste e fa ta !

Lo dimostriamo in coda . polari

-

f- lecose , asino ) e pccosotsiu.co ) Z NEI
¥

sditodoscorso-iqc.co) = cosa sia@ ha minimo per 0 e [9¥ ]
T

e

'

tale minimo è un certo ma so (pero c- TAE] siamo nel

sino a cosa sono zo ma non entrambi o
"quadrante

contemporaneamente ) .

Ora si conclude come sempre .

01 . Per OE [0,2T] è ancora vero che cosa sia@ 7 Ma, ma

ora no 0 negativo e dalla stima non segue nulla di furbo .

Ass . Nel 20 e 40 quadrante il limite non esiste comini ! )

nel 30 quadrante è - •
.
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era ¥;;; ⇒ È:: ⇒

µIl so non esiste poiché

fingo altro) - 0 , fingo fait) = + a
-7

variante se-bis : line xy
xrryz→ tra

xzosys.CI
l' omino (tp) NON FUNZIONA PIÙ

Lo possiamo sostituire con

fino fltid = ¥: t ⇒ o ⑧ y
^

fiuto alto É) e fingo ¥
= o ④

oppure fi: alt ,⇒ = ¥; e = e ⑤
-3

×

Quello che deve tendere a ta è xaty
'
= Et fa . o

ai ch ¥)
^

Andava bene anche figo , 7 lt , f) = e LÀ
Il secondo limite

, imponendo xzl e y 71 ,
A

:O: ÷: ÷: ÷:c
'

IÌchiamiamo A questa zona. Dico che _

xy 7 È City ) ht cx ,g) E A

se questo è vero , allora per confronto
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line xy 7 È live xty = to

xtty → tra artefatti µCX , b)E A CXNDEA
- lo faceva pure su tutto

£ il io quadrante , quindi
to

a maggior ragione lo

fa in A che èt piccolo

come si dimostra la disuguaglianza ?

xyatzxytztxy
--

ZIG tlz ×
t t
uso che uso che

× 71 821

Procedimento alternativo . Pongo × = alti , genti .

su questo modo ci siamo ridotti a fare il limite

line cuti) liti) = Qui [ eevteltvti]
maturato

dlzo , VZO

> line Cutv ) = ta

rinuncio → entrato ,
a roba zo

llzosv 70 siamo su tutto

il 1° quadrante
come in esempio

precedente
- 0 - O -
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ANALISI 2 - LEZIONE 15

TeomadiWeimtrassgmezzato#

Analisi sia f i IR → IR continua . Supponiamo che

¥: fan - fi: fan - to jpg
Allora esiste per forza min { fcx) : × E IR} .

Analisi sia f : IR
"

→ IR continua
. supponiamo che

line fcx) = to
11×4→ XP

Allora esiste per forza min { f- ED i × e IR
"

} posso mettere

qualunque cosa zo
1

Dice Applichiamo la def . di limite con Me fcqft 1
origine di Rn

Troviamo R >o tale che

ttx con ilXII ZR vale fcx) e f- costi

Ora consideriamo l' insieme llxll ER .

Questo qui f- vale

è un compatto , quindi esiste per W classico
" tanto "

m = min { fcx) : 11×4 ER } .

Dico che in realtà ne è il minimo su tutto IR"
,
cioè

fcx) a m
Axe IR

"

(e non solo

nella palla)
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Infatti ci sono due casi
• se IlXII ER

,
allora f-G) a me per definizione di un

• se il× Il > R
,
allora

f- CX) 7 fco) ti Z f CO) a me
+

per definire . facto o a palla , e quindi
di R

contribuisce alla defiu .
di nn

e quindi ancora una volta f-ca 7 M.

- O - O -

ci sono diverse varianti sostanzialmente analoghe
• se f è continua a line fcx) = -0, allora esiste il Max

KXIl → tra

• se f : A → IR è continua
,
A è chiuso e line fatto

IlXII -sta

allora esiste il minimo in A xe A

• se f : IR
"
→ IR è continua

,
line f-G) = 14

,
ed esiste

ilXII → tra

un punto xo E IR
"

tale che fcxo) > 14 , allora esiste il mal

•

(basta applicare la defin .
di limite

- - - - - -- - --
--

- ---

con a- EYE ).ae#eIAIXOEseuepioI-
Determinare iuf e sup di

x2 tzy
?
- 6× + 8g

su tutto R2
,
determinando anche se si tratta di maxicimice

.

Si vede subito che supera . Basta trovare un omino in cui

f- tenda a tre .

Ad esempio
t (e quindi max non esiste)

f- Cho) = E- 6T che tende a ta quando t → tra
-

tasse x in direzione positiva
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Per il minimo
,
dimostriamo che line

xltyr→ to
Fcay) = +0

In coordinate polari uso alcaso z -60

sesino a -8 p
✓

prostatapesino - 6g cosa+8 e sino a pagoda tzsiuro) -Gp -8g
z e
'
- 149

quindi la tesi segue per confronto .

vi. generalizzato ⇒ il minimo esiste ⇒ i peti di minimo vanno

ricercati tra i peti stazionari

tfcx , y) = (2×-6, 4g +8 )
= (0,0) ⇐ +=3 , y a -2

Quindi (3, -2) , essendo l' unico p.to stare, è il punto di MIN

f- (3, -2) = 9 +8 - 18 -16 = - 17

Conclusione : seep
= to

, Max non esiste
y

auf = min = - 17 a

Esempio fcxiy) = Xatzy
?
- 6×+8 y ÷A = { cx, y) e R2 : xty 76 } ↳

×

J
Ancora una volta seep = ta potendo usare p.to stato .

f- cost) con lo → to (andava bene anche f Gio) con
b-→ to )

Ancora una volta vi. generalizzato ⇒ min esiste Cil limite a

+o in A esiste perché esiste in tre che è agrande) .
I peti di minimo saranno p .ti staro . Cena in A non ne

esistono ) , oppure sul bordo , cioè sulla retta xty
e 0 .
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Come trovo i candidati : con i moltiplicatori di Lagrange,
oppure parametrizzaudo .

In questo caso y = 6-× e quindi

f- (×, 6-×) = xat 2 (6-+5-6×+8 (6-×)

= espando . . . viene una parabola che avrà
un minimo

,
che è il valore richiesto.

oss.ge#ticq si poteva fare con le lineedi livello

Xatry -6×+88 = 1 , +2-6×+9 +2 (gztly +4) = Ateo+8

(x- 3)at 2 (gt2)
2
= htt7
-

queste sono ellissi con
^ centro in (3, -2) , cheguarda

{
caso è il punto stazionario\ La prima ellisse tangente

⑧÷
,

determina il p.to di mia .

Esempio Conti) Determinare auf e sup in IR
'

di

fax ,y) = y
'

tarctancxy) ¥¥
Si vede subito che seep = to ( line f Cost) = to )

b-→ -a

+anche tra era ok

per l' ciuf . Osserviamo che questo dice che
f- cx, y) 7 - Fa CX,9) E DI ùuf z - È

+
anche stretta

Basta trovare un omino che va a - È (serve greco e xyv -a)

Prendiamo

ftp.oflt3 f) = ¥; ¥ tartana)
= - E
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ANALISI 2 - LEZIONE 16

-

COORDINATECIUNDRICH.lt# Siamo in IR
?

Coord
.
cartesiane ! Cx ,y , z) Coorti cilindriche : p, 0, z

← i

polari corrisp .
quota

a xiy nel piano
formule di passaggio

-
se conosco le cilindriche,

+=p cosa , y=psino
z -z✓ in questo modo ottengo le

cartesiane

pÈy La formula per 0

dipende dal quadrante, come per le polari

COORDINATESFERK.ME# ce ne sono diverse versioni . Qui

presento la versionedei geografi
z
^

÷::÷÷÷::[
a sua / :

detta o l' origine , indichiamo o

→ cane a amarezza ai y
•

× Q
→ con 0 l' angolo tra OQ ed il

semiasse positivo delle × Cito di Q nelle polari)
→ con µ l'angolo tra OQ e OP .

p
0

9
Dove variano ? z

÷:<¥:[÷:[oò
»

OEOE sit (longitudine)
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⇐speciali : • l' origine è l' unico p.to con p -0 ( il suo 0

e il suo q non sono rilevanti )

•

per i puti dell' asse z (meno l' origine) si ha che

q
= E e a non ha senso

.

- Distanza di

toracoscopia p=FÌÉ pag , y , z) dall' origine

se conosco le card. sferiche p ,0,4 , come trovo le cartesiane ?

-

× =p cosq cosa y =p cosa sino z = psileq-
guardare triangolo

× e OQ . cosa = e cosq cosa OPQ
'
a

y
= OQ. sino = e cose sino

• q

(× e y si ricavano nel piano +8 ¥ ×noto OQ e 0) o

Letino le corone sferiche dei fisici sono DIVERSE .

La differenza è q , che per loro è l' angolo
tra op e il semiasse positivo delle Z.

µ ,
dei fisici

Cosa cambia 9 op

→ q dei fisici sta tra 0 e ti ¥
→ q fisici e 900- q geografi /?

y
→ nelle formule semi e coseni si a

×

scambiano

Ancora peggio : qualcuno scambia 0 e q , quindi

sempre occhio alle convenzioni .
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Enseenpi line (xatyatz - × + sz )
Il CX, y , 7) Il → to -
-

secondo primo grado
grado

Passo in sferiche : la funzione diventa

la _ pcosq cosa + 3 psiuqz è - p - 3g
+ -

xttyztzz
= ftl
÷

Per confronto anche la funzione data tende a ta .

xyz
Esempio line
- (3 variabili)

"Cxiysz) Il → tra X.
"

tg 4+2-4

line « variabili)
xrty⇒ tra +4 ty4

In due variabili usiamo le polari (+ trucco valore assoluto)
-0

Ilcoso . psiuol 1 cosa . sinal 1

• ±

È
=

È.at È
per fare una frase . grande

Per il solito discorso esiste ma te
.

serve nun .
t grande e

demone t piccolo
cos'Otsiu

"
07 ma so

(essendo tutto positivo)

per ogni • e 20 , se]

In 3 variabili usiamo le sferiche

pcosq cosa . pcosqsiuo . psiceq
-

"É÷Ì <ate
:

Per poter fare il passaggio , serve sapere che

-

7 mo so t . c. Demone
.

amo 7 pe Età ,E] , 70 E [0,273-
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Versione nuova del solito discorso . Chiamiamo g CO , ce ) la

roba trigonometrica al denominatore . È una funzione continua
di 0 e q .

L' insieme [0,2T] × E -È , È ] è compatto (rettangolo
bordo compreso) , quindi gco, ce) ammette un minimo ma che

è il valore in certo punto Coo, @o) . È evidente che mo zo ,
essendo somma di quarte potenze. Può essere mio = 0 ?

No ! Dovrebbe essere sincero ⇒ ,
ma allora cos'qo = 1

e restano cos'00 + sia"00 e questi non possono essere

entrambi nulli
.
Quindi mo =o è impossibile , dunque

no 70-

Esempio 3 line ×
'

tzyt 32ft Xyz NON ESISTE
-
-

IlCay,7) Il→ to
- mi

20grado 3.grado

line f (that) = line 6ft E
'
= tra

f-→ tra toro

line flt ,ht) = line getta = - P
.

+ → -a te-0

Oss : importa dove va l' omino , cioè che xetyatz
? tendo a to

- o - O -
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ANALISI 2 - LEZIONE 17

-

Tecnica di PAREGGIAMENTO DEGLI ESPONENTI

÷
tempio live -

xatyr→ tra xaty4

Astenersi da discorsi a 0 fisso , del tipo
cosi si sta

fissando 0, cioè

.EE?-..---::sEaNtese:• se sino ¥0
,
allora c' è è al denominatore e tende a0

• se sino ⇒
,
allora è 0 sopra e 1 sotto , quindi fa 0 .

Facciamo un cambio di variabili in modo da
"

pareggiare gli esponenti
"

× = mi y = V

Il limite
" diventa

"

un
live - su questo posso procedere in
entrata all'tv" coord . polari con le solite storie

pel costosino 1
0 E- E {¥ e si conclude

P
" (cos'otsin

"05

C'è il problema che se metto × - eh
, per forza × è positivo .

La cosa va di sicuro bene se facciamo il limite nel i.quadrante

eiv
line è = line -

Riga→ to
+2T Y" mava→ tra le

"tv"

× 70 , y 70
dito

,
V 70

Ci sono due vie di uscita :

ix. iyi
→ osservare che basta fare il limite di ,

e ora Klaus

non crea problemi
→ osservare che la funzione è simmetrica per cui quello che
accade nel io quadrante si ripercuote sugli altri .
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Esempio line In Non esiste y

Cxiy) → (0,0) Xaty 4 o
0
0

O

fai fltio ) o_O 000%0-000×0
§

live flash - fi IÌ = to
t→ot

Esempio] Determinare iuf e seep di È nell' insieme

A
A. { cassetta? +7970 }

µ,È immediato che infamia -0. Infatti

f- cxsy) zo per ogni Cx, g) EA (addirittura
intuito il 1° quadrante )

f- (270)⇒ ( in realtà in tutto l'asse ×)

possiamo dire che il max esiste per vieierstrass generalizzato .

Infatti
• line f- Cay) -0 ( è vero anche senza limitarsi adA)

x2tyz_stOCXsyJEA@esisleCxiyJEAt.c
. fcx ,y) 20 (ad esempio (2,7-3)

Una volta che Max esiste
,
lo cerchiamo tra i

p.tistaz.oseilbordopfcx.gg
=

9478") -2×+9

xcxltyg-gysxyc.ca#)--caosy5-xy
×
'
-3 xyi

- ao - ao

( J2 ( ) 2

ycy
'
- xD -0 saequ

{ × (E- syei )⇒ ← lo

yeo +2 agli
L'eau e a

×»
xeo y⇒
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Morale : l' unico p.to stazionario è co , 0) che non va bene

per nessun motivo

→ non sta in A

→ è l' unico p.to in cui demone -0 , quindi li la funzione
non ha senso !

Non resta che cercare sul bordo
, fatto da 2 pezzi

→ asse × , dove f EO (questi sono i p.fi di un'a)
→ porti del tipo CI , y ) dove diventa 9-

ity 4
,
e questa si

studia per yzo facilmente :

{
Z
9-
lty 4

Deriviamo !

lty4- 494 I-394 \
j

=

÷
⇒ ⇐ g-È- g

Quindi il p.to di max è ( 1 ,È) .

Esame Determinare per quali valori di a so esiste il

a.

xyline -
xatylato xaty 4

XZO, g70

Iotto Il limite , se esiste , fa per forza 0 . Infatti
line fct , o) = 0
Estro

Cagante per a =3 il limite non esiste perché

fio f- Ct ,t) = LÌ = E se a=3

tetti
xp se a > 3

legate per ah già sappiamo che esiste . Da questo si
deduce che fa o anche per a- i
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Pareggiamo gli esponenti e vediamo che succede

× = di y ev

nera
line - e questo in coda . polari diventa
lettura tra mitri

il 70, VZO

è costo casino cos'osenao
-

=L-
@
"Coscia e-sia40 ) è

-a casaorsino

→ per a. e 2 con i soliti discorsi si vede che line =O

→ per azz il limite non esiste
, infatti

± a⇒

¥: fitti - fio IIII -- fi: E #
era
\ to as?

OI per a e 2 si può dimostrare l' esistenza anche
"
senza

"

pareggiare , ma dividendo in zone

µ
A, x=p

Facciamo per comodità a⇒ xey
.

In Ai abbiamo che [xsyz
xy x rx xrx -

0E- E - E

¥xrty4 p xaty4

§ perché x→ to
y et in AI
in Ai

" ¥7
;!±I÷

⇐ È
{ perché y → ma

in A2
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ANALISI 2 - LEZIONE 18

Esce Determinare iufeseep di fcx,y ,z) = xaty722-2 sei
A = {Cx, y , z) e IR

'
i XZO

, yzo , ZZO , xyz =L }

Domandate l' insieme A è limitato ?

In due variabili l' analogo NON è limitato xyai #
quindi tira una brutta aria.
Ad esempio x an

, y =L ,
2- ei con me enorme

⑨ Non limitato ⇒ Non compatto ⇒ nessuna garanzia di
cuore limite

.

Risposata figo f (t = tt ¥ +2 = ta

sta nell' insieme

A quando t so

Questo dice che seep = tre e cieca NE
.

Domandasi Esiste line fcx.bz) ?
IlG)b)⇒Il → to

Cay, 7) E A

sì
,
esiste anche senza restringersi ad A e fa +0 (perché

f- cx, y , z) Z è delle card . sferiche )

⑤ Wcierstrass generalizzato ⇒ il minimo esiste
.

Dove trovo candidati pti min ? L' insieme A è
"solo bordo

"

e quindi andiamo di moltiplicatori con gcxiy , z) e xyz - i

-

gasista yz =o

xz -0 Difficile abbia soluzione . . .

xy -0 Cia e 4
'

incompatibili )

xyz = 1

Stampato integrale delle lezioni 75

Lezione 18



resistance fx = Xga zx = X.yz . × 2×2=1xyz ad

fy = Xgy ry = A xz -

y 282=1 xyzed

fz = Age 42 = d xy . z 4 zza hayzza

8=0 Xyz =L

Quindi Fey? 27 , cioè essendo tutto zo ) xey = Taz

sostituendo nella quarta 2 zsel e da qui ho finito
2- =È × = yes? =%

Questo è il p.to di minimo ! !
-0

In alternativa potevamo
"

parametrizzare il vincolo
"
2-=#

e quindi studiare

xaty2+2×72
al variare di xzo e yzo . Cerchiamo i peti stazionari

T e
in realtà stretti

27 -
4-

=D2×482=4×382 ⇒ +4g
?
= Xry

"

2g
-

4- -0 2×284=4 I [ perché
xrys +⇐ yr

×>0

✓ e

I 920
Resta zx - ¥ ⇒ → +6--2 → ←TI xey

⑤
- o - o -

•
y

Ess. In versione 1 dive . potrebbe essere

÷:::
'÷:* .

76 Modulo di Analisi Matematica 2 – A.A. 2020/2021

Lezione 18



cosarestaiutuariabilid.cl/eoreueadiesisteuzadeglizer

Analisi f :[a, b] → IR continua, f ca) e 0 e f (b) so
.

Allora esiste ce la , b) f. c . f- (c) =0 .

Analisi 2 Sia A E IR
"

e sia f : A → IR continua
.

-

supponiamo

ci) esiste × , e A dove fcxi) lo

cii) esiste xz EA dove fcxa) 20

Ciii) esiste un omino che percorre una curva continua da

xs a xa restando dentro A .

Allora esiste e nel percorso dell' animo in cui feci⇒

⇐ : :[
o

::÷:
"

+
vettore

allora la funzione fcxcti) ha
valori di segno opposto nei due estremi .

⑤Occhio se A è fatto da 2 pezzi , il percorso
dell' animo potrebbe non esistere ! ! !

Domande : può essere che il punto di annullamento è unico?
In generale NO : basta che riesca a fare
infinite curve che si incontrano solo agli
estremi

.
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Esenepiodassico-fcx.ca) = xt e -

y
?
tartan x

2021

Dimostrare che 7 cx, y) con Xaty
?
E io te

. fcx,y) =D .

(cioè f- si annulla in un p.to lontanissimo dall' origine )

Dime line f- Cho) = to
G-→ no

fi: eco»
.
. .
/ I'III. me .

xltyr→ to

y
^

da un certo punto da un certo

in poi verso sx p.to in poi èt

e:::*
!
! !

:*

palla di raggio
2021
IO

0

C

Per il tuo . prec. esiste un p.to
su questo cammino in cui @ si annulla

- 0 - o -
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ANALISI 2 - LEZIONE 19

FORMEQUADRATICHEfuu.ci forma quadratica che IR
"
è un

polinomio di 2° grado omogeneo (solo con
i termini di 2° grado ) nelle variabili x" . . , xn

Esempi In 3 variabili
-

qcx.az/--aItbyatcz2tdxyteyztfxz
In 2 variabili si intende che a ,

b
,
. . . sono

- numeri DATI
qcxiy) = axztbyatcxy-

Ossa di solito è meglio pensare ai termini misti con un coeff . 2

davanti qcx ,y) = axatbytzcxy

domandine cosa si può dire del segno di 9 CX,y) o qcx , y , Z)
al variare delle variabili ?

Definizioni sia q : Ipi → IR una forma . La forma si dice
-

•tasse

qcx) so Axe IR
'

con ×#0

- t t
• seminfermità se vettori

' 70 ttxeipii

• se

qcx) lo ttxe pin con XEO

• se

qcx) EO 7XEIR
"

-
•i se non vale nessuna delle precedenti , dunque

7 ×, E IR
"
t

. c
. qcxi) 30

7 xze Ipi te . qcxa) -O
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-

come stabilisco in quale caso mi trovo ?-

Nahiaasùtaadmafaquaohatic Ogni forma guardi .
si può scrivere nella forma

-

Ghiaia

dove A è una matrice nxn simmetrica
,
e × è pensato come

vettore COLONNA
.

Esempi In 2 variabili

0④
qcx ,y)

= tboytzqxy = (x y ) (§③ ) ( § )
axtcy(x y ) ( cxtby )

axatcxytcxytby?
-

In 3 variabili

9 City , z) = ⑨xrtboyrtoczz
⑨ d f

+zdxytzeyztzfxz
= ⇐ Y⇒ (d ⑨ e) ( ¥ )f- e⑤

Ci sono 4 metodi per stabilire in quale caso ci si trova

② Completamento dei quadrati

② seguo autovalori

③ Sylvester in varie forme

④ Metodo di CARTESIO
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SEGNOAOTOVALORI-s.io A la matrice associata a qcx) .-
-È una matricesia , dunque per

Atg .
lin

.
ha n autovalori REALI

.

• Autonomi tutti so → qcx) def . pos . A so

• " " E 0 → qci) semidee . pas . A 70

•
" " e 0 → qcx) def . Weg . A 20

• " " Io → qcx) semidee . ucg . A EO

• autoveicoli un po
'
e un po

'
→ qcxs indefinita A ciuolef .

Dee si dice segnatura di una forma una terna di numeri
no
,
Nt, M- Cole Mo that M - dove

no = te anton . nulli

mt e # autori . positivi
n- = # autori negativi

osa
.
Trovare gli autonomi può essere impossibile , ma gli altri
metodi permettono di stabilire il segno senza calcolarli .

CONPLETANENTODEIQUADRA.TT Ogni forma quadratica si-
può scrivere come somma / differenza di quadrati di espressioni
di primo grado linearmente indipendenti . A questo punto
mi = # espressioni sommate ( con il segno t )
n- = # espressioni sottratte ( con il segno - )
no = ciò che viene per differenza (no = n - Mt

- n-J

Fist 9cm) = Eteri
= xttcexy t 4g

?
- 4 y

2
+ yz
-

= (Xtzy)
2
- 3g

2

= (xtry )
"
- City)

?

quindi nt-n-=L
- -

+ e

dice . iudip .
(e quindi no ⇒)
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su alternativa la matrice è
A. ( f f )

Det e i -4 = -3 = psod.antou.us saranno t e - .

LESeuepiosfqcx.biz) = ×
'

t 2zztgxy - 4XZ
= Xtt 6 xy

- 4 XZ t 222

= t⑧ -9 y
? -422 tzzz
←-

tryz -1282W
= (x te 3g - Zz )

2
- 942-22-21-12yz

= (x f-3g - Zz )
2
- 982+12 yz te, zz -4zz_zzz-- .

= (X H3g -2Z )
2
- (by - Zz)

2
t 22-2

In questo caso Nt e 2 e N- e 1

La matrice sarebbe 1 3 -2

{ 3 0 0 ) = A

-2 O 2

Potevamo dedurre altrimenti il segno degli autovalori ?

Det = - 18 (negativo vs autoveicoli tt- oppure _ _ .- )
traccia 3 ( quindi - - - non è possibile )
Quindi l' unica possibilità rimasta è tt- .

Interpretazione geometrica della segnatura
- - - -

mi = massima dimensione di un sottospazio di IR
"

in cui qcx) è definita positiva ( cioè q so per ogni
× #o nel sottospazio )

n
.

= massima dive . . . qcxs è definita negativa
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Empio qcx , y)
e Xatoxy

Data -9 → autoritari + - A =L ! § )

In alternativa xhexytgy-gy.ci/t3yJ2-C3yJ2

Studio il segno di qcxiy)
e xcxtgy) ⇒

s.sp.sn →
. .

-
-

+ + tetta

cniqcxieo
-

-

- ti +
-

-

t

÷
.

+
+ e =

-

s.sp.su -

+ t
-

cui qcxszo -

o

- 0 - o -
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ANALISI 2 - LEZIONE 20

-

METODODISYLVESTER-cme.todo dei MINORI ORLATI)
Descrizione del caso standard .

Sia A una matita non Simm .

→ calcolo tutti i determinanti a partire da NW

¥1 )→ spero che nessuno venga nullo

→ scrivo di fila i segni to - ottenuti _
→ Aggiungo un t d' ufficio in testa
→ Miracolo : il numero di PERMANENZE è mt

il nemico di VARIAZIONI è

mecenate
€;D ;)

Detrae - e

3 Detzxz = -9

-2 2 Detsoxs = - 18

Segui +
D'ufficio

1- t - - #autori t = # p = 2

io Y ¥ # autori . - = #Ve 1

Variations Quello descritto è Sylvester i-2 -3
le varianti consistono nel procedere in maniera diversa

- _

3-2- I * * * 2- 3 - I * * *

È È¥
⑤-2 Eta *⑦ 2 ⑦ * ⑦

* * * * * *

⑦ * ⑦ ⑦ *⑦
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Torniamo alla matrice iniziale

µ
,
3g
-

§ )
3- 2- 1 : % (Detzxz e 0 )

3- 1- 2 : detta , = 2 t t - -

Detaxza -2 ¥ Y ¥

Det 3×3 a -18

Morale : posso scegliere l' ordine in cui procedere in modo da

evitare gli zeri
"

on the road" .

Esempio

( ? 3¥)
qcxsysz) e soyatztzxytcxz

/
il
- 2- 3 ? Pessima partenza
3- 2 -1 ? Detta = i

÷ ,

gli autoritari

Detzxz =3 sono tt -

Detg» = -13

E-senepioqcx.ca , z) = xzty
'
- za

z

Come sono fatte le zone di positività a

z
e negatività ? na
¥ x

+Xaty- zt so + -
zza xz

- +

⇐ z
'
e xrty

? t t t
-

+ +

⇐ * "È.ro#iari
×
- Y

Seguo - dentro il cono -

-

seguo t fuori dal cono . -
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Perché funziona ? vedi lezioni di algebra lineare .

Accenno! Evitare Sylvester creativi µ ← No ! !

Def . Una forma quadratica si dice COERCNA se esiste

un numero reale mise tale che

-

qcxszmllxiftxelrntmini.no
tragli autorialari di A

03 .
Se qcx) è concilia, allora è definita positiva .

teorema vale il viceversa dell' Ossero . precedente , cioè le

forme quadratiche definite positive sono concie.

dine.de/tualis# Consideriamo la funzione Rcx) =

definita per ogni × FO .
Questa funzione è 0- omogenea , cioè

RCdx) = Rcx) 7Ho ttx E 0
+ a

numero vettore

Infatti
RCdx) =

9 # qcx)
-

=_

Il Xx 112 # 11×112
= R

Quindi Rcxs è costante su tutti i multipli positivi di un vettore,
cioè è costante su tutte le sentirete che escono dall' origine .
Ora consideriamo

min { RC» : il xll = 1}
-

sfera unitaria Csdo bordo)

Esiste perché RCA è continua e la sfera è compatta cui . )

Inoltre Csdito discorso) è il valore assunto in un p.to xo, cioè

qcxo)

Èsita
e qcxo) so

perché qcx) è
mia = Rcxo) = definita positiva
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Basta porre in = qcxo) e abbiamo finito

Rcx) z m sulla sfera ⇒ RCX) am t x # o
ti

0-auog

⇒ IÌ a me ttxeo ⇒ 9ham IIXIF 7 xzo

e anche per

xeodiue.diatgebralinear-qc.deÈ A × dove A è una matrice

simmetrica .

Per il teorema spettrale A è diagonalizzabile mediante una
matrice ortogonale , cioè esiste te tale che

A = N
- id M e µ

-
'
a Mt

quindi A = N' DM e quindi

qcx)
= È N' DM × = (Mx)

'

D (Mx)
+
diagonale

Adesso poniamo Mx = (vs, . . . , on) e 0 .
Allora

v'Du = diott . . . + Xnctn

Sappiamo che %
,
. . .

,
Xn sono tutti positivi (perché A è

definita positiva) , dunque il minimo tra di loro è un

certo ne so
,
e quindi

qcx ) = v' Du z m loft. . .ton ) = m nulla = ne ilHill
?

= ne 11×112
+ perché nè ortogonale

11M xp
'
= (Mx)TCMXJ = rt Mtm × = Ex = il xp?

÷

Stampato integrale delle lezioni 87

Lezione 20



ANALISI 2 - LEZIONE 21

dmesuceessiveperfuuziouidipiwvaria.is-

f- Cx, y) = xasiny fx - zxsiuy fy = xacosy

fxx e Caxsiug)× = 2Sing fyx = (xacosy)× e2xcosyffxyel.sisue g) y =LEY fyy = (xrcosy) y = -xasiuy

Osso . Per una funzione di n variabili, le derivate prima sono n,
quelle seconde ma, quelle terze m3 . . .

APPARENTEMENTE

TEORENAdischWARZ-sdtoopp.coritiene ipotesi (verificatepraticamente
sempre, ad esempio se le derivate

in questione sono continue ) le derivate

MISTE sono uguali .

Conferenza per una funzione di 2 variabili
→ le derivate prime sono 2

→
" " seconde sono 3

→ i " terze sono 4 (fxxx, fxxy , fxyg , fyyy )
→ " " K- esime sono kti (conta solo quante volte deriva

rispetto ad × )

0°F
= derivare f 14 volte rispetto ad ×Notazione
-

-

Ox
" Ogm e 72 volle rispetto ad y

( l' ordine di esecuzione delleoperazioniNON àueporta)
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Nativamente consideriamo le derivate parziali seconde.

In due variabili abbiamo fxxsfxysotyy Hf = ffgiy )
+

matrice simmetrica

su tre variabili abbiamo fxx fxy fxz

÷ !: :*:)
matrice 3×3 simmetrica

e così via in ogni numero di variabili .

Brutalmente: → con le desio . pare . prima costruiamo tf
→ i " " " seconda a Nf .

La derivata prima di Analisi e diventa il gradiente
" "

secondo i
" "

"

la matrice Messicana
.

STODIOLOCALEDIONPONTOSTAZLONA.TT-

Analisi sia f : IR → IR di classe Ù (derivata seconda continue)

sia XOEIR un p.to stazionario (fica)-0) .

Allora valgono le seguenti implicazioni
ci) xop.to di min .

loc
.

⇒ f-
"

cx» = o

CEE) xop.to di cuore . loc
.

⇒ f-
"

cxo) E 0

Ciii) figo ) so ⇒ xop.to di mia .
loc

.

Cio) f- "cxo) eo ⇒ xop.to di cuore .

loc
.

Achtunog! Se ftp.o) = f-
"

cxo )⇒ NON si PUÒ DIRE NULLA
.

Osa . Vale anche se f è definita solo su un intervallo .
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Analisi sia f- : IR
"
→ IR di classe è Gallardo se è

sia xoeipiunp.to stato . Ctfcxdeo ) definita solo in unaperto)
Allora valgono le seguenti implicazioni .

Ci) xop.to di mia .

loc
.

⇒ tlfcxo) 70 Cseenidef . positiva)

cit)
"

mai
" ⇒ tlfcxo) EO

Ciii) tlfcxo) so Cdef . prosit . ) ⇒ xop.to di mia . loc
.

Cio) Hfcxo ) -0 Cdef . ueg . )
⇒ xop.to di luce .

loc
.

Cos tlfcxo) indefinita ⇒ xo non è nè mai né min
,

ma un p.to di sella .

Acute! se la matrice è solo semidefinita non si può
dedurre MOLTO

-

E-seenpioffcx.gs = E-y
'

fxezx fy a
_ ry

fxxez fey ⇒ fgy e -2

2 0

Hfcxsy) = ( o -2 ) l' origine CQO) è p.to stazionario

tf (0,0) e CQO)

Hf coso) - (§ ? ) , quindi indefinita ⇒ co , a) p.to di sella

Esempio fcx , y) = xy fxey fy ex

fxxeo fxy =L fyy o_O

Hflx , g) = ( ? Ó ) Det e -1 → autoritari : t -

⇒ co , o) è un p.to stazionario e MECO, è indefinita

⇒ cosa è un p.to di sella .
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Esempio fcx , y) = xaty"

si vede facilmente che cosa è un p.to di mia . loc . (canale

globale ) . Infatti fco ,03=0 e fcx ,y) so per Cxiy) ¥ (0,0)

proviamo ad applicare la teoria : fx a zx fy = 483

fxx e 2 , fxy -0 , fyy e lag
?

Hfcx,g) = ( } {yr ) .
Ora 77 caso) e co , 0) ⇒ stazionario %

tlf caso) = ( È 8 ) → autoveicoli sono zeo
→ semidefinita positiva

Non avrei potuto usare la matrice Hf caos per dedurre che è

un p.to di mia ( Mf 70 ¥ p.to di mia . )

Esamepiace fcx ,y)
e E- y

"
. Come prima tfco , a) = (0,0)

con conti analoghi

ttf cx, y) = ( I yr ) quindi tlf coso) = (} § )

quindi è la stessa di prima .
Tuttavia ora caos è un

'

÷: ÷:*::: "

Quindi in ogni cerchio centrato in caos
abbiamo pti in cui f- è so e punti
in cui feo . Quindi , essendo f-Cadeo ,
l' origine NON può essere p.to di maxicimice .

OYO ! Quando ci sono autovalori nulli, l' Messiaen

non permettedi concludere nulla
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Domandami. possiamo fare in modo che Hf coso) = (G8 )
e Taco, a) ⇒ e caos è p.to di near .

locale ?

f- cx, g) = - xaty" non va bene perché tlfcx ,g)= (} Paga )
quindi in caos c'è -2 .

La risposta alla domanda è NO : se xo è p.to di cieca .

loc
.

allora tlfcxo) è seenidef . ceeg . , quindi NON può avere
autovalori positivi .

Fatto generale : → un autovalore t esclude mai . loc .

(può essere sella o mia . loc.)
→ un centovalore - esclude mia loc

.

(può essere sella o mai . loc .)
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ANALISI 2 - LEZIONE 22

-
POLINOMI DI TAYLOR IN PIÙ VARIABILI-

Analisi sia f : R → IR .

sotto opportune ipotesi di regolarità
valgono formule del tipo derivata n- esima

f-G) = fcdtficdxtzfcdxatgh.fi
"

cosi
'
+.
. .

¥70) interne»
1

" fc" co) K resto

= [ d-
× trncx)

K -0

dove rncx) = ocxn) per × → 0 (resto di Peano )

oppure

rncx)
=L f

""

cosÌ
"

Cristo alla Lagrange)Cnn) !

p.to misteriosa tra 0 e ×
.

Se il centro è in xo Io la formula diventa

f- Cxotln ) = fcxo) tf
'

cxo)ht § f.
"

CXO)htt . . . togati )

Analisi sia f tipi → R .

Sotto opportune ipotesi

f- (× , y) = f (0,0)

+ fxco, a) × tfy Coso) y
+ % [ fxx 10,0)Ht 2 fxy (0,0) xy tfyy (0,0) y)

+ È [ fxxx (0,03×3+3 fxxy (0,0) xay
3

+ 3 fxyy (0,0) xyztfyyy Cady ]

e così via

+ nn CX, Y)
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dove

rncx, y ) = 0 ( (TÈ)
"

) = ocpn) (resto alla Peano)

oppure analogo con resto alla Lagrange .

OSSI I termini di grado K che compaiono nello sviluppo sono

analoghi a quelli che compaiono calcolando Cxty )?

÷ È (F) greco ,
a xiy
"

cosasuccedeiu3-iab.li?fC-,y
,
Z) = f (0,0, 0)

+ f-× (0,0 , 0) × + fy (90,0) y + fz (0,0 ,a) 2-

+ È [ fxx C- - ) È + fgy C- . . ) y
'
+ fzz C- . . ) 2-

2

+ zfxy C- --) ✗y + fxz C. .. ) ✗2- + fyz C- . .) yz]

+ È [ - - . ]
← come se espandersi (✗+yxz)

3

Con p.to base diverso dall' origine non cambia nulla , ad esempio

f- Cio+Q , yotk ) = f- Ciao, yo )

+ f-✗ Cxo, yo) a + fy Ciao , yo)K

+ È { fxxcxo,yo)è+ zfxycxo, yo) ate

+ fyycxo , yo) K2}

+ o (è+ K2) ← resto alla Peano

= f- CXO, yo)

+ a Df (Xo, yo) , CQ >
K) >

+ È (a)K) Hfcxayo) (E) + o carità)
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In notazione vettoriale possiamo scrivere Taylor - Peano come

-

fcxoi-QJ-fcxdtepfcxohhstz-lttlfcxdbtoc.ua/p
Osa . se ci fermavamo all' ordine e diventava esattamente

la definizione di differenziale .

comecalcdoglisuiluppidizeglord.LT come ad Analisi 1
,
a parte

se dagli sviluppi delle funzioni elementari .

Esempio fcx, y) = (xtzy) sia Cxy ) + y coste)

voglio Taylor di ordine 8 .

(xtry ) (xy - È xsy
'

) t y ( i - È ×
"
toexe ) to yr)

")

-

Sint et - zero tolta)

= xay t 2 xy
2
- È ×

"
y
'
- § xsy 4 +y - I +

"

y t
0 ((ndtyz) ")

=

y t xrytzxy
'
- § ×"y

- È ×
" yo - § ×3g " to ccihy2)4)

Domanda : chi è HFCO, o) ? È HFCO , o) = (8 § )

Infatti fax co, 01 , fyy (0,0) e fxy lo, o) compaiono nel polinomio
davanti a x2

, yr, xy , ma questi
"
non ci sono

"

, quindi i coeff .

sono nulli .

Taylor di ordine 6 della stessa funzione :

=

y txy t 2xy
'
- È ×"y t 0 (Citya)3)
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Esempio fcx , y) = è' sin (x - y3)

Taylor di ordine 5

Ricordiamo che È a itttzttf.tt . . .

Sint = t - % Ed +È ts - _ . .

e sin Cx-ys) = ( it xyt È xay
?

) ( - f (×
'

-3×33 ) t ¥5 )
- 7
- § to tÈ t

= × - yo- È ×
'
+ È xry

'
+¥5 + x} - xy 4 - fa

"

y t E xsy
2

+ 0 (Cxztyy%)
se ci fossimo limitati all' ordine 3 -

tutti gli altri termini
trovavamo sono dal grado 6 in poi

-

chinaz.ysj-x-fxs-ystxaytoccxtyr.IT
Calcolare le seguenti derivate fxy (0,0) , fxxy Co, 01 , fyyy Coso)

fxyy (0,0) .

fxy lo, o) = fxyy caso) e 0 (nello sviluppo
"

non ci sono
"

xy e xy4

per le altre 2 ricordiamo il termine di ordine 3 nello sviluppo

f- CX , y) = . . . t È [ fxxx (0,0) xst 3 fxxy Coso) Hy t
+ 3 fxyy (0,0) Xy

2
t fyyy (0,0) y3) t- - .

= . . . - È +3 - y
3 txy

Confrontando troviamo

fxxx Coso) = - 1, fyyy (0,0) e -6 , fxxy (0,0) e 2
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AIG ! Questa comodità vale SOLO in Cao) ,
o comunque

nel p.to in cui si sta sviluppando

Enseeeepio] f- cx,y) = log ( ltxy ) . arctael Citya)

Ordine 7

Ricordiamo log Citz) = t -{Et Itis - È É t. . .

arctant = t - It' +È ts - . . .

Quindi

f- Cx ,y) = ( xay - È x
"

y
'

) ( xty
'
- § (x

'

tsxy
?

) ) to

= xsytxay
'
- § xsy - x

"ys - È xsy' toccxrty9
!
)

.

OI . Il p.to (0,01 è stazionario e NFCO , o) = (88 )
-
-

Non ci sono i Non ci sono i

termini di grado 1 termini di grado 2
- 0 - o -
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ANALISI 2 - LEZIONE 23

f- Goth) = fcxo) t e itfcxo) ,a s t È 9 (a) + 0 (dalla)
+
forma quadratica
associata a tlfcxo)

Fattoli se tfcxo) eo e Hfcxo) >0 , allora xo è p.to di min . loc.

Dalla formula abbiamo che fcxotl) = fcxo) + { 9 (a) trend

dove
r.ca)

line - eo

Eso
Hall'

limite in n
variabili

ora la forma q è coerciva , cioè esiste m > o tre
.

9cal a me nella tacita
"

ma allora

f- Gota) - fcxo) = È q ca) t roll)

= 7- nella tale)

= Italia { Fat III }
Dal limite precedente sappiamo che

7 roso t.c.FI?-az-I- se Kali era I
e quindi

f- Kota) - fcxo) z Italia { NÉ } zo fa con Hall Eho

Quindi ficcate ) z fcxo) in B ( xo , ro) , con > fuori dal
centro
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Fattore se tfcxo)⇒ e MFCXO)e 0
,
allora xo è p.to di max . loc.

Come prima fcxota) = fcxo) + { 9cal t rca)

-

Analogamente a prima q (a) E↳ nella con me so

F- grande autovelox di tlfcxo)

e quindi

f- Nota) - fcxo) = È 9 ca) t rca)

E - Èmultietnica)

= Italia { - II-III }
Ora scegliamo lo so te .

1cal Va con delle ro ca FOJ
→

e ±
4

e concludiamo che

f- Cxota) - f- Ceo) E Italia C- 7- ) 70
se 11h11 Ero

da cui f-Cota) E fcxo) con a stretto se Leo e Hall E ho

Fattosi se tfcxo) -0 e tlfcxo) è indefinita, allora io non è

nè p.to di max , né p.to di min .

Per ipotesi sappiamo che esiste e , e IR
"

te
. 9 Cei ) so

ed esiste la C- Di te
. qcaa) - o

consideriamo gli omini xot tai e xoxtlez

f-Gotta) = fcxo) t f- altri) to (Il tai 112)

= fcxo) t È Eq Cei ) t o (E)-
>O
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Per Analisi 1 abbiamo che f- Gotti ) > fcxo) per t €0
piccolo .

(questo omino vede un minimo che xo)

Analogamente fcxottlr) = fcxo) +{ Equa) tolti)
÷

da cui fcxottlz) e f- caos per t ¥0 piccolo (questo omino

vede un max )

OI In maniera del tutto analoga si ottiene che
→ se c'è un autovalore t

,
allora xo NON può essere p.to di cuore

→ i -

,
i

"

min
.

- O - o -

Funzionino f : IR
"
→ pif più variabili in

arrivo

(come dire che f ha nu

componenti
f- = (fi ) . . . , fm ) )

La definizione di differenziale non cambia molto .

Diciamo che f è differenziabile in xo se esiste una matrice A te.

+

m righe
-

⇐⇒eEeÈof venire in colonne

T / Iettare n dire
.

M- dimensionale
vettore un

dimensionale

le righe di A sono i gradienti delle componenti di f.

Def . La matrice A si dice JACOBIANA della funzione f
in xo e si indica con

A = Jfcxo)

100 Modulo di Analisi Matematica 2 – A.A. 2020/2021

Lezione 23



-

CHAINROLEAualisie-datafi.IR
→ IR e g : IR

→ IR
,
allora

[gcfcx»]
'

= g
'
Cfcxs) . f

'

cxs

Analisi data f : IR
"
→ IR
"

e g : IR
"

→ IR
'

,
allora

--

Jcgcfcx») =I-5ft¥
÷

n

h . L In

Caso MOLTO SPECIALE : sia data f : IR
?
→ IR

Poniamo funzioni date
E a

qlt) = fatti , y Lt))

chi è la derivata di q ?

q
'
Lt) = fx (xlti , ylt) ) i Lt) t fy Cxlti , yltt ) è Lt)

Proseguendo si trova che

q
"

LEI = [fa Cxcti , ylti ) )
'

I Lt) t fxcxlti , ylt» iilt)

+ [ 7g (x lei ,ylt) ) 3
'

jlttfycxcthyltdy.lt)

= fxxcx LEI , ylti) I ttf +2 fxycxltt , gltt) gi Lt) di Lt)

+ fyycxltl , glti) § Lt)
'

+ fxcxcti , y ch) E LEI tfycxlti , ycti ) È Lt)

Esercizio Interpretare in termini di Chain reale .
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-
Dalla Chain Reale a Taylor-

consideriamo alti = fltxsty) , in cui pensiamo xeg
fissati e t variabile .

Allora
, per Taylor- Lagrange di Analisi 1 :

htt) = ce (a) t l' Cost t È @
"

(c) È

e ponendo tal si ottiene

44) = ceco) t q
'

co) t § q
"

cc)

{

f.
¥

,y) = f
{
0,0) t fico, × tfy Lady

alt) = fltx , ty) → 4
'
Lt) e fxltx , ty ) x tfy Ctx, ty) y

4
"

(te, ty) = fxxltx , tg )è t 2 fxyltx , ty ) xy tfyyltx, ty) y
2

e quindi È 4
"

(c) = È [ fxxc. . .) è tzfxyc . - -) xytfyyE.) y)
t

(ex, cy) che è un punto del

segmento che congiunge cosa
con cani .

Procedendo allo stesso modo con le derivate di µ si ottengono
gli sviluppi di f- di ogni ordine con resto di Lagrange .
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ANALISI 2 - LEZIONE 24

-

STUDIO LOCALE DI PONTI STAZIONARI-

E-senepiojfcx.yj-xi-ys-xydet.ip.fi star . e classificarli

Tlfcx,y) = (0,0) ⇐ 1 - 2 2=0

{
sya - axay⇒

→
y⇒ → incompatibile con 19 equo

zaequ : y (3g
- 2×9=0

→ y . § +2 → sostituisco nella la

| e sexy
'
e 2×45×4 = § Xs → xs = ¥

→ × =% y = ÉTÉ → esiste un unico p.to star .

- 2g
?
- 4xy

Classifichiamo il p.to . Hf Cna) = (→ +y gy -2×2
)

Det = -12g
>

tlxy
2
- 16 Xry

?
= -12yd - 12 xay

?

Sostituendo il porto stazionario , che ha × >o eyao , troviamo

Det ro ⇒ autoveicoli e t- ⇒ il punto è una sella

QES .
Finché la matrice Hf ha antovalori Io ,

il metodo funziona
I problemi nascono quando ci sono autovalori nulli

Esempio fcx , y) = siucxy) tcosy . Dimostrare che caos è

stazionario e classificarlo .

Taylor : fcx , y) = xy ti
- { y

?

tocxrtya)

= i txy - Eye to cxatyr)
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(0,0) è stazionario perché non ci sono × e y .

Hf (o , o ) = ( ? ! ) . . . t xy - È y
'
t. . .

- . .
t È [fxx .

Ht 2 fxy XY t
date o ⇒ caso) è p.to di sella . fgy.gr ]

Per esercizio provare calcolando le derivate !

Esempio] fcx, y) = è sing t xyarctancxr)
Dim

. che l' origine è stazionario e classificarlo .

Taylor di ordine 4 per esercizio :

f- cx , y) = Xay t iy t 0 (Cxatya)
' )

In particolare vediamo che Pf coso) = (0,0) I tif non ci

HE caos = (88 )
e
dice
nulla

usiamo un omino f- (t ,t) = tsiutt t' arctan LE)

= foto Cts ) z flat)

→ f- Ct, ti ha un flesso ascendente nell' origine .

Questo basta per concludere che cosa) non è

y
p.to di maxi min

"

tifarese NE è nulla , f- ×

ma i primi termini non nulli nello

sviluppo di Taylor sono di grado
DISPARI

,
allora TI p.to non è

max o min
.

Basta mandare omini

del tipo (t , at) per scoprirlo .
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Esempio fcx, y) a xy
'
- yxtt siucxyr) t log Cities )

taylor : fcx,y) = to Cps)

ordine 3

ftp.t) = Ed _ foto Cts) = Arcate ! !

f. (f) 2T) = Gts - at to Cts) = stato Cts)-
+
cambia seguo come prima

Esempio ( lezioni precedenti) xaty
"
(Mf cade (% ) ,

ma il comportamento è
diverso

Esempi fece, y) = xsiuxtarctanlyly + y
?

(0,0) è stazionario → classificarlo

Iayear fcx ,y) = x2 - f- ×
"

ty
"

ty
'
tolga)
+oca»

Dflo , a) eo tifa (78 ) % (mai pensare tlfzo ⇒ p.to un'u .)

Mando un omino parabolico

f- leit) = tilt t' t t
'

tolti a tstoct")
+
cambia seguo

⇒ caos non è maxi min .

Osso . Anche f cost) = tstoct
" ) andava bene

Esempio ity
"ti cancello è già il Taylor finale)

Ora l' origine è un p.to di mia . locale
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Posso scrivere fcx ,y) = Xtcitx) ty
"

-

>o per × vicini a 0
(anzi , per ogni × > - i )

Quindi per × > -1 vale che fcx ,y) 70 e f- CQO)

e Ìaie il segno di uguale
se e solo se x.⇒ cin

questa zona )

E-seenpi.az Et y
"

txy xatycttxy
?

x2 City ) ty
"

= ètxyt SÌ t ? 84
per ys -1 vale ancora

f- Cxiy) 70 = fcqo)
e (xt II ) staff"

lo

f- (× ,y) 70 e vale il

×
'

tytsxy
?

segno di a se e solo se

CX , y) e (0,0)

Mando f- C-È, t ) = t'tt
"
-st' = - t

"
→ vede un neon

f- Ct , o) = E → vede un min

⇒ caos è un p.to di sella
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ANALISI 2 - LEZIONE 25

INTEGRANDOMI ② come si indicano

② significato geometrico
③ Idea della definizione

④ Come si calcolano

③ Notazioni
funzione INTEGRANDA

÷
% Leitoxdyi
t t variabili rispetto a cui integriamo

zona di

integrazione
Intendiamo che A E Ipi e f : A → IR

Spesso si scrive con un solo integrale fa fcxsysdxdy

Integrali PROPRI → l' insieme A è limitato

→ la funzione fa , y) è limitata , cioè

7 MEIR t.c.lfcx.gs ) E N te,g)EA

(il grafico sta nella striscia - NEZEMJ

Integrali IMPETRI se fallisce una o entrambe lecondizionidi sopra

Esempi se A- = [0,13×50,1] e Q = [Ostro) x [0, to )
,
allora

§ ⇐tsxy ) dxdy PROPRIO % +4¥ dxdy
T
IMPROPRIO PER COLPA

§ ¥5 DX da DELL' INSIEME Cla
+ IMPROPRIO PER COLPA funzione sarebbe limitata)

di fcx, D)
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②

Siguificatogeanetricofcx
)

mais sia⇒ =

!:[÷:L: È
= Area 1 t Area 3 - Alla 2

Analisi § fcx ,g) dxdy =

"
volume con segno tra grafico e
piano base

"

→ se fcx , y) z o in A , allora è il volume della parte di spazio
che sta sopra il piano base xy e sotto

il grafico di fcxsy) ,
ovviamente limitandosi agli cx, g) E A ,

→ se fcx , y) ha parti t e parti - , allora i volumi delle parti
con fcx ,y) zo contano con il segno t, i volumi delle parti

con fcx ,y) EO contano con il segno
-

.

③ Idea della definizione
-

Ci sono 3 casi : → caso banale

→ caso semi - banale

→ caso generale

3.10 Carafa : l' insieme A = [a, b] x [ad] (rettangolo)

f- Cx, y) = a costante) per ogni Cx,g) E A

Stiamo in pratica calcolando il volume di un parallelepipedo

-

ssa fa , ysdxdy = ⑦
a

"

altezza
"

con segno+

Area rettangolo di
base
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se conosciutone A = unione finita di rettangoli cola
si toccano al cuore sul bordo)

f- = costante
,
eventualmente diversa

da rettangolo a rettangolo .

ÌÉÉÉ" ÷:[÷:[÷:÷:::"
rettangolo .

Ii grafico diventa
"
un sistema di edifici o scavi a forma
di parallelepipedo

"

In questo caso si pone

§ fcx ,y) dxdy =

"

somma con segno dei volumi
"

= È
Area (Ri) altezza con segno

Queste funzioni si chiamano
"

funzioni a gradino
"

oppure
" STEP FUNCTIONS

"

OI . le combinazioni lineari di funzioni del caso banale
( funzioni caratteristiche di rettangoli) sono step function.

QES . Se sanno una funzione che vale ds in un lett . Ri e
i i " " X 2 i " " 122

ottengo sempre una step function , anche se R , ed Rz

si intersecano di brutto-
Ri
n / pt

.Basta pensarla scomposta in un
numero maggiore di rettangoli

RI / Rs
R2
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3.30 Caso generale A = insieme LIMITATO qualunque
- -

f = funzione LIMITATA qualunque

In questo caso si costruiscono le SOMME DI DARBOOX

superiori e inferiori e si pone

È LA , f) =
"

integrale superiore di f in A
"

= ing { SI qcx,y) dxdy : q è una step function
B

+
e ce zf in A }

dove q è definita

1- CA , f) =

"

integrale inferiore di f in A
"

= snp { {§ qcx ,y) dxdy : q è una step function
e ce Ef in A } .

^

Emodinamica
;g÷;; Ìone

⇐ f in

÷ Te ,b)
a b

Ad analisi a la situazione è più fastidiosa perché irettangoli
possono dover sforare rispetto all' insieme A .

z
A

÷:io:*:sera
. fftfmenti sono necessari . È

=.

s
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In generale accade che I
-

Cf , A) E I' Cf , A)

se sono uguali , si dice che fcx , y ) è integrabile in A e

il valore comune è l' integrale

§ fcx , g) dxdy = I
+

lf ,A) = I
-

(f ,A)
T

SE questo accade

0¥ Le ipotesi A limitato t f limitata servono per garantire
l' esistenza di almeno uno step function qzf

e i i i i
"

q Ef

Ìone se l' insieme A non è fatto troppo male e
f- è continua in A , allora f è integrabile in A.

Copriteiera

④ Linearità ! CE +g) dxdy = § fdxdy + § gdxdy

¥ ¥ fcx , g) dxdy = A § fcx, g) dxdy
numero

② Monotonia se f- Cx, b) zo per ogni Cx, g) E A , allora

§ fcx ,g) dxdy zo [ quindi se fzg , anche

ssafdxdy a § gdxdy ]
osi intersecano solo al

bordo

③ Additività rispetto zona di integrazione se Anb E-0
,
allora
-.

Io
,
fcx.is) dxdy = § fcx , g) dxdy t {§ fa ,y )dxdy
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ANALISI 2 - LEZIONE 26

④àgeiuegralidoppi

-

SLOGAN : un integrale doppio = due integrali singoli-

FORMOLEDIRIDUZIONE-acasodee.nettangoli✓
→ casa insiemi normali

→ casa generale

④ Formula di riduzione sui rettangoli
-.

Sia A = [aib] × [C) d] . Allora

-

%fcxiysdxdy-sadxfdyfcx.yj-sddysadxfcx.is
Esempio A = [0,1] × [2,4] f- Cx ,g) = Et xy

§ cxatxy) dxdy = { dx È dy cxztxy)
tasto integrale rispetto
alla variabile y , facendo finta che × sia

= fido [ xay + + Egg?;
costante

-

primitiva di xrzxy risp . ay

= {DX { 4×2+8×-27-2×3
= § coito» dx affitto = { +3 =
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In alternativa
,
mettendo la ×

"

dentro
"
:

§ cxatxy ) dxdy = {
"

dy {dxcxztxg)
× e I

= Èdy [ ti + È 's ) ×⇒
= {

"

dy ( f- + È y )
↳ = "

= § +4 - I - i= [ 7- t Èsile
= § +se

QES . I due procedimenti portano allo stesso risultato in maniera
diversa

, quindi È UN OTTIMO MODO PER CONTROLLARE

I CONTI .

Esempio A = [0
,
tt ] × [0,2] fcx ,y) = sina.gl

§ yasiuxaxay = Ìdxsodygasiux = Jax [ jyssiuxzi.ci
a shex

= : Ìanxax = ÷
2

Scritto meglio :

§ yrsiuxdxdy = Ìax¥ = Ìsenxdx { gray
= Ìsuexax [ § g) §! = § . .

.

e da qui come prima

§ yrsiuxdxdy = {dyjdxgfsiux-sgrayjsenxdx-zfyrdy.jo
.

⇒
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Li A = insieme normale rispetto all' asse × o all' asse y

y res)

ht ..÷
"

•

XO

A = { cx ,g) E tra : a = × e b, re cx)
E y ± ce cx) }

INSIEME NORMALE RISPETTO ALL' ASSE X

(fissato un qualunque xo e [a ,BJ
,
l' intersezione di A

con la retta × = xo è un segmento )

B = { (× , y) e IR
'

! c ± y E
d
, 4 (y) E ×

E
q (y) }

INSIEME NORMALE RISPETTO ALL' ASSE y
( le intersezioni di B con le rette dall' asse × sono

seguenti )

Valgono le seguenti formule di riduzione (se A e B sono
come sopra )

5¥

ssaecxssaxageftfa.TN
Porto facendo laprimitiva rispetto ad y
e poi sostituisco ad y gli estremi ceceni e
- I

4shared.ge/dy!%dexfcxiss#
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a

critici che 2
- y - ex
xaty

ee.ie#--::::a./!fr..= .f- Cxiy) = Xay
'

e -

L' insieme A è normale rispetto all' asse x Ì
1-

1

A = { cx , y) e 1122 : 0 E X E 1
,
o e y Ezx }

§ xaysdxdy = { a g
'

= È xadx {
"

gsdy
,
⇐ ,

= È { xaax [ golfÈ = ↳ Ìxax = a LEI ⇒
-

=

In alternativa
,
l' insieme A è normale rispetto all' asse y

A = { cx ,y) e Di : 0€ y E 2 , È y E × E i }

§ xeysdody = ! dy {ydx xags = figsdy SÌ
,

è da

= È fiysdy [ xD È, = È § y' ci - f- ys ) dy
2

= È Ì lgs - I. Jay = È [ tg
"
- f- EHI

.

= 514 - ¥3 = f. È
"

=UÌ ⑤

01 .

Ancora una volta è venuto lo stesso risultato con

due procedimenti diversi
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- ga×Empie a

III.II.
ci " '

%faj-r.eef. CX, y) = CX, y) =)
1 2

Scriviamo A come insieme normale
.

Se lo voglio come normale asse × , devo spezzare in 2

A = Ai 0 As can At a { cx, g) E IR? 0 E × El
, [ E y E × }

Az e { cx , y) e Rt : 1 E × E 2
, ¥ E y E i }

e quindi l' integrale diventa

§ cxtysaxdy ; §
'

dxfjdycxtystjdxj.iq City )
^

additività rispetto zona integrazione

In alternativa posso vedere A come normale rispetto asse y

A = { cx,y) e IR? 0 E y E 1
, y

E × E zy }

¥ cxtysaxdy = { aysgicxty ) da = jay txg) È
"

= § (zyatzy' - { y'- ga ) dy = SE {yrdy = e⑤
[ controllare che venga lo stesso nell' altro modo]

- O - O -
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ANALISI 2 - LEZIONE 27

INTEGRALIDOP.pl/NCOORDlNATEPOLAR1T-
-

¥e⇒wy=§③ÈÈ
pagamentoJ

insieme A descritto funzione finin coordnpdari
coda

. polari

descroziouediiusiemiiucoord.pdari.GL
insiemi che si descrivono bene sono quelli asimmetria radiale

⇐Fà
•
gare

.

OEPEI 0 E @ 12

0 E @ E 0 EO ET le @ EZ

0 E@ EZIT

Esempio A = vista fce ,g) = ×

§ xdadyejdes.EC/pcosoW ⑨
descrizione di

× in pagamento
A iucoord

.

coordipdari

polari

= ! èaesoosoao = { eaae.LT
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Docce .
. potevamo usare gli insiemi normali ? si !!

Normale asse x : A = { (× , g) E DI : 0 E XEI
,
o Eye Fx }

§ xaxay = { ax SÌÉ ×
= si xax {

⇐

ay
-

integrale di 1 su un intero .
= lunga . intervallo

= È × da = [ - § ci .⇒E)
⇒
-

t
×⇒

④

verificare la primitiva
facendo laderivata

Normale asse y ! B = { (x ,y) E DI : 0 E y E 1
,
o ⇐ × ± TÈ }

§ xaxay = {ay SÌ × = È { ay Texas!È
y=/

= È § ci -ya) dy = È [ g- È 8) y⇒

= I - E =⑤ ⑤

Esempio A = insieme al centro fcx , y) = È
-

.

§ yaaxay - Idalia èsiùon ⑤
insieme in coord . y

'

polari
-

2

= § è daÈsita = I S è da
0

=
Io
=

= E [ terga! =Et
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Faitogeneralediltualisieainiscostoda = SI sinodo =

%ÈfgibiaebsaumuHiph7ùdiI
Idea fondamentale : È costo da = Èsterodo perché le

due funzioni sono
l' una simmetrica dell'altra

cosa = sire CE -0)
[ Lo stesso vale qui per ogni potenza ]

Detto I il valore comune di questi a integrali, allora

22 = Ìcoso +sera) da = SÉ eda = È ⇒ I = È

[Qui è fondamentale il quadrato ! ! 3

Lo stesso discorso vale su tutti gli antenati i [ KE , lieti)E ]

Potevamo fare l' esempio a come insieme normale ? SI
, quasi

Normale asse × : A = { CX ,y) e IR? - 2 E × E 2, O E y E TÈ}

§ Eddy = Ìdx ! dy = da [ gss ;

= § fi (4-xD TÈ dx = ad analisi e si fa ,
con un

po
'

di fatica

pongo × e 2Sint dx = 2cost at
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= È {±É 4cos' t cost - zcostdt = ¥ ! cos'tdt =
. . .

Normale asse y : A = { (×,g) e Di

ne

' ° ⇒ -Fax . ,

§ siamo =

sina.fi?axoi--siciaaIi?ax=2jyrtIdg
= con fatica si fa .

E-senpio3-fcx.is) = xty
A- = { cx, g) E IR? ihy

'
± 4
,
× 71 }

y
^

2

A è normale risp . asse x B

A- { cassetta? IEXE 2
,
-ex e- y ± TÈ }

.LÀ
I

1 2 ×

remote A è normale risp . asse y

A- = { cx, g)EIR? - te get, i Exeter )
.}

sonate scrivo A come differenza tra un settore
gag ,
ecircolare se un triangolo T

S in coord. polari Ò o =p €2,
- È ⇐0€ È

µ

T è { lx,y) e IR? OEXEI , - Ex ± y ⇐ Fox } ga -rsx
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seguendo questa idea otteniamo

§ City) dxdy = § City)dxdy - § City) dxdy
-

= Le casatesino] ha pagamento
sincero. polari

| tax

- sax S dy City )
0 -B x

Entrambi gli integrali si calcolano senza problemi .

[
÷

sonate polari dirette . come scrivo * ?

⇒

X 7 I- 5 ⇐ o ⇐È
p cosa 7 ' \÷ E p E 2 pz÷

In questo modo
_

§ City) dxdy = [posatesino] p

Descrizione di A in coord
. polari

[Esercizio : controllare che nei 4 modi venga lo stesso numero ] .

- O - o -
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ANALISI 2 - LEZIONE 28

Ignobili ④ Come si indicano

② significato geometrico / fisico

③ Idea della definizione

④ Come si calcolano

① Notazioni SSS
,
fcx, y, z) dxdydz

-

t talvolta si mette
un solo integrale

si intende che

• A E Ipi è l' insieme di integrazione
• f : A → IR è la funzione integrando .
L' integrale si dice proprio se → A è limitato

→ f è limitata

altrimenti si dice IMPROPRIO .

② significatogeometricità

Pensiamo A come un solido
.

*

se fa , y , Z) 70 , allora possiamo pensare che

sia la densità del materiale che costituisce A.

Fare l' integrale equivale a calcolare la massa totale di A .

se f ha segno variabile , possiamo pensare ad una densità di

cariche elettriche
. Fare l' integrale equivale a calcolare la carica

totale
.

122 Modulo di Analisi Matematica 2 – A.A. 2020/2021

Lezione 28



③ teogonie

⑨ carabattole A = parallelepipedo con lati dagli assi
= [a,b] x [c)d] x [e, 73

fcx , y , z) = X costante in A

$! fcx.biz) dxdydz = Vol (A) . A
-

massa totale del mattone

3.20 Casadei A = unione di mattoni
"

disgiunti
"

f- cx , y , z) = costante eventualmente diversa
+

STEP FUNCTION da mattone a mattone

Issa fa , y , z) dadydz = somma dei singoli integrali

s.se caso generale A - generico insieme limitato
-
-

f- Cay , z) e generica funzione limitata .

-7
• Approssimiamo A con una unione

di parallelepipedi , ovviamente sforando
al bordo dove serve

• su ogni mattone facciamo finta che f- sia costante
la seconda che vogliamo appena .

dall' alto o dal basso

sceglieremo una costante 7 f 0 E f su tutto
il mattone)

• calcoliamo la somma su tutti i mattoni e avremo una

approssimazione dell' integrale
• Cerchiamo di migliorare l' approx . usando mattoni sempre

più piccoli per adattarsi meglio alle variazioni di f .
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più formalmente , poniamo

ÌLF ,A) = ing { {§ qcx ,y ,⇒ dxdydz : Bea è unione di

parallelepipedi e

q è una step function
con qzf in A }

I
-

CLA) = seep { § caca , y ,z) dxdydz : B .
. . 9 E fin A } .

In generale vale solo I
-

(f)A) E siCf , A) .

se vale il segno di uguale (e questo succede
"

spesso
"

,
ad

esempio se A è decente ed f è continua in A) ,
allora il

valore comune è l' integrale richiesto .

La proprietà base , cioè
→ linearità

→ monotonia

→ additivita rispetto alla zona di integrazione
sono analoghe a quelle degli integrati doppi .

④ Tecniche di calcolo
TI

Formulatimi per fare un integrale triplo , si
fanno 3 integrali singoli
1-

→ caso dei parallelepipedi 3 = 1+1+1

integrale doppio di out .Sing .
-

→ integrazione per COLONNE 3 = 2 t 1

Consideri normali) adeguateSing .

di int . doppio
-

→ integrazione per sezioni 3 = 172
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et Integralepiedi

L' insieme A è del tipo [aib] x [ad] x [e , 7J . Allora
-

isssafcx.y.zsdxdydz-fidxsddgjazfcx.az#
Nota bene : ottengo e formule diverse a seconda dell' ordine in
cui eseguo le integrazioni . Ad esempio un' altra formula è
-

SSSafcayihdxdgdz-fdyjdzsadxfa.az
Esempio A = [0,13 x [0,23 x [1,3] fcx , y, z) = ytxz

§ cytxz) dxdydz = {dxjdys.dz Cgtxz)
2- =3

= {da {dy [ yzt tizi⇒
-

primitiva rispetto a z

= {da {dy ( sega 4»
= {dx [ yztcexg]§È = § (4+8 ×) dx e [4×+4×40

'

= ⑧

In alternativa spezziamo l' integrale in 2

SIA

ydxdydztsssaezdxdydzsssaydxdydz-jdxs.azÈ gdy = {da {az [ EgIiÈ
= 2{ DX{dz = 2.2 = 4
mi

sto integrando la

funzione e, quindi viene l'area di [
0 ,DX [1,3]
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§, xzdxdydz
= {

'

dxsidzfdy xz
= § xdx {

'

zdz {dy
-

sto integrando 1 , quindi viene 2

= 2{xdx { zdz = { xdx [ziÉÌ'

= 8{ ×di = [4x4ÉÈ = 4

Sommando i 474 e 8 ⑤

-

FùgaAsùiutegdie
F-

• In una variabile {¥ ( = lunga .
intervallo)

-

• In due variabili %1dxdyeareaCAJC.gemetricamente sarebbe il

volume di un solido con baseA

e. altezza uniforme 1)

-

• su tre variabili

ossa di un oggetto
con densità costante uguale ad

03 . guatemalteca) Il volume di un solido qualunque A si

definisce proprio come l' integrale di 1 ! !!

- O - O -
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ANALISI 2 - LEZIONE 29

INTEGRALiPERONNEN3-2tddef.ua
insieme A E IRB si dice NORMALE rispetto al piano xy

se si scrive nella forma

-

A={Cx,y,z)ER3:Gy)Ed,4Cx,y)EZ±qCX,y)t
bte tap# sotto È sopra

µ (×, y,
÷= =

%÷à÷ .me ». LÌ::
• µ :
r → IR e ce :D → IR

✓
sono funzioni date

è
Geometricamente è una specie di cilindro µ
che visto dall' alto si proietta sud ,

e ✓

le due funzioni q e vi descrivono le
due basi superiori e inferiori |

.

.
.
. .

.
.
.

}
tenere

03 .

L' intersezione tra A e ogni retta

parallela all' asse z è il segmento di estremi q eri .

Formula per colonne

celtismi

5¥ fcx , y , z) dxdydz = § dxdy / dz fa ,y ,z)rect

Stampato integrale delle lezioni 127

Lezione 29



Effie A = { cx , y , z) E 1123 : Xaty
?
E z E i }

f- ⇐ , 9 , z) = xatz aZ

A

Primo passo : capire l' insieme 9µF÷
"

z sotto 1
"

e
"

z sopra paraboloide
"

Quindi A è una ciotola . ÌlyQuesto è normale rispetto al piano xy
×

con base il cerchio

D= { cx ,g) E IR? xaty
'
e i }

Posso quindi scrivere A come insieme normale

A- = { Cx , y, z) e IR
'

? (× ,y)ed , Xaty
?
E Z E i }
-

colonna sul p.to × ,y
Ora possiamo integrare

I

SS! cxatzsdxdydz = §dxdy S (xrtz) dz

xetyz
2- =/

= § dxdy [ Xazt È E) zaino
= § dxdy Città - xacxatya) - È cxatysss )

L' ultimo integrale si calcola in coda . polari e diventa
-

{dafiIoCeTosrotz-eacosro.p2-Ie4J@HFm.it.mn
d- record. polari

⇒ { esaejcosoao-i-ieaajao-jesaejcosoao-tje.jo
← ~ -- -

¥ tt
area cerchio § et { È 2T

-

= È + E - È - È = it (Ì - 5) =
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INTEGRALIPERSEZLONlfuu.ci
usiamo descritto per sezioni è qualcosa del tipo

-

A = {CX, y,z) E DI : a. E z E b , Cx , y) e Sz }

azione di A admin e max quota
dei punti dell' insieme A altezza sz

La formula diventa
-

SI fa ,y, z) da dydz = Sabdz {zdxdy fcx , y, z)↳
*Eseinpiosibisn Tutto come prima µ

Primo passo : descrivere l' insieme per
/

sezioni
.

y
→ chi sono la quota min e max ? ×

0 E Z E I

→ Fissata una quota z, chi è la sezione Sz di A .

z ⇒ ×
,

In questo caso è ovviamente un cerchio . Come

dipende da z il raggio del cerchio ? ¥f#Dalla figura vedo che il raggio di Sz è Fz . -

R X

(proviamo a verificare con 2-=o e 2-⇒ per

evitare errori banali)

Ora siamo pronti per integrare i
.

§! (xatz) dxdydz = §
'

dz §
,

Getz) dxdeg

A parte calcoliamo l' integrale interno

§#tz) dxdy = § xadxdy + {{⑦dady-
= Z . AreaCsz) = Z . It z = ITZZ
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Pasta da fare il P in coord. polari

§
,
xadxdy = SÌde ÌÌO è cos'° - e

a
e.e

= jpsdpffcosrodoattSe3dp--I@4h.o
- O

I
= ZZ

Mettendo insieme i due pezzi

§
,

Cxztz) dxdy = Et ttz
'
= 5g itz

?

resta da fare scifi zraz = fil# JÈÉ eTÈ ⑤

Esempio A = stesso insieme di prima

f- Cay, Z) = zz

^
sezioni di sicuro ! § ztdxdydz = { dz Sssz@dxdy

= { zzdz §
,
dxdy = { z?È dz

= tt § zio dz = §

ttz

Per colonne avremmo dovuto fare

Sssazadxdydz = § dxdy,fz . E = § § dxdy EEIÉÈ.gr
+
descrizione colonna

= È § Ci - cxatya» ) dxdy = § AreaED - È§ cxrayrtdxdy

= ; - IsideÌo e
'

. e = È - ÷ ! èae = -E ⑤
-o - o -
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ANALISI 2 - LEZIONE 30

-
USO DELLE SIMMETRIE NEGLI INTEGRALI-

Analisi • se fcxs è una funzione pari (f C-×) = fcxi ) , allora

È fcxsdx = a [ fcxsax HA 20

• se fcx) è una funzione dispari (f C-x) - - fcx)) , allora

A

| fondi e 0
-A

"

Analisi stessa cosa per integrali doppi o tripli .
Ad esempio

• se A E Ipi è simmetrico risp .
asse y ( cxiy) E A ⇐ C-x. g) E A)

e f è dispari in × (cioè f C- ×, y) = - fcx, y)) , allora

da fcx, g) dxdy ⇒

• stesso discorso invertendo × e y .

tseepi § xdxdy - O (Brutalmente : tanto x

è positivo adx quanto
è negativo a sx)

Formalmente : A è simmetrico risp . assey
f- C- ×, y) = - fcx , y) , cioè f è dispari in ×
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Ssa ydxdy > 0 ( per la proprietà di monotonia)
At

= 25¥ ydxdy ¥-7
Formalmente : A è simmetrico risp . all' asse y

f- C-× ,y) = fcx ,y) , cioè f- è pari in ×

§, xdxdy
= ¥, ydxdy

Qui entra in gioco la simmetria rispetto alla bisettrice yex
(se scambio × e y ,

l' insieme resta lo stesso e gli integrali si
scambiano ) (graficamente si ottengono l' uno dall' altro per
simmetria) .

Esempio § cxtgsdxdg = 25¥ xdady

§ ydxdy = 0

Formalmente : A è simmetrico risp . asse ×

e fcx, -y) = - fcx ,y) , cioè f è

dispari in y .

§ xdxdy = 25¥ xdxdy (se lo facessi come insieme normale
rispetto all' asse x me ne accorgerei )

sopra il piano xy
Esempio] A = { cx, y, z) e Ipi : xatytz Ei , ÉTÒ }
-

z
dentro lasfera

SI lxtytz ) dxdydz #-) A
.

L' insieme A è la semisfera alta ¥7 y
×
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Osserviamo che SI xdxdydz e 8¥ y dxdydzeo persimmetria

→ se cambio x can - x l' insieme non cambia
,
cioè

(× , y, z) e A ⇐ C- ×, y , z) E A

→ la funzione × è banalmente dispari in ×
Questo basta per concludere che

SIA xdxdydz ⇒ ,
ma anche SI È

"

dxdydz ⇒

e anche Issa aretancxsdxdydz ⇒

Discorso analogo vale per la variabile y .

Quindi basta calcolare

SSSA zdxdydz ( e questo DEVE venire 20)

Calcoliamo devo descrivere A per colonne

A = { cx,y , z) e Rs : Cx ,g) E f. ,
0 E Z EFÀ}

gaz ⇐[cerchio base e

÷ .

S! zdxdydz = ssadxdy § zaz È
= § da dy E [⇒È

×
s

= È § ci -E-yrsdxdy = Iside!! Ci-es p
= i file - es ) da = # [ tetto È = IEI
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z

::÷:÷i ¥È
Fissato Z E IO, i] ,

la sezione Sz ad e-i-e.ro#
altezza z è un cerchio di raggio _ _ . =\ y
- - - ×

z

Rz = Azz

(controllino : per zero → Rai

per 2- et vs Rao ) z]€
,

Possiamo ora calcolare l' integrale :
Rz

I _
zttpz = I ns Rz= Izzo

§ zdxdydz = { dzssszdxdy ⑦

= {dz z . AreaCsz) = it § zci-za) da
= # LE E- IEIÈ =e

Esempi A = { cx, 9 ,
Z) E IRB ! Xtytz El , XZO, yzo, ZZO }
--

ottanta con tutto zo

SI cxtrytzzsdoayaz
SIIIIaIIa

µ1⑧Osservazione fondamentale di simmetria :

¥Ìse io permuto le variabili non cambia nulla ,

quindi

e 1
1 s

SSSA × . . .

= SI y . .
.

e sssa z .. . ×
y

e quindi 8¥ Cxtryt 72) dxdydz e lo Sssazdxdydz

Questo lo calcolo bene per sezioni : 0 E Z E i
.
Ad altezza z

ottengo un triangolo . Fatto come ?
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parametro
Dan equazione troviamo 9 ⇒ "Y

⇐ "

[µ,#
È

§! zdxdydz
= { dzssszdxdy⑦ i-z I sz
-

x
e-
1-z= {dz z . Area È

triangolo

= È {dz z ( i -z)a = si fa
potevo farlo per colonne ? si !

§La descrizione di A per colonne è ①A = { cx, y ,⇒ e Ipi : Cx,y) eT ,
OEZE I -×-y }

A
triangolo base Triangolo base

1-×-y
y

§ zdxdydz = Sfrdxdy § dz z

17¥
= È § ci-⇒Eddy È,

= È { da {ÌY «⇒a

1 ×

= si fa , ma è + scomodo di prima
[ vedere per esercizio che venga uguale) .

- 0 - O -
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ANALISI 2 - LEZIONE 31

Integralisti esoteriche

Gordiani 0,0 , Z pagani =p
-

esatti come coord .

pdonicosferi.dep, 0,4 pagam.ee?cos#
èsiuq peri

fisici
× =p cosa cosa y =p costa sino 2- = psiup

OSI Ricordarsi che il pagamento è sempre zo e infatti
cosa 70 per q E [

-Ee , È] .

tennero A = {Cxsy,ZJEIR
'

: itytz E 4 , 2- 70 }

yaz2•SS! zaaxayaz
a

-

×sonate percolanti

A = { Cay, z) : Cx, y)ed , OEZ
E Figi }

Inchino base xrtya E4
FEST

z=F.

S! zadxdydz = {dxdy ! dz È = È§ dxdy [zriz»
= b- § (4-E- ya )

"

dxdy si fa in coda. polari

= tsiaesiao areas: gag .
= ⇒ I acreide

= [ - Ca -ERÌÉ E) IÌ = FF 4
"

=ET
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- ofsonde peeoezionini

,

n
-
-
-
- '

n

.

.A = { Cay ,⇒ e Irs : o ⇐ z ± 2
, } ,¥Sz e cerchio

di raggio te ×

Y

§! zrdxdydz = {dzssszzzdxdy = { za . Area Csz) =

7=2

= § zt It (4 -za) da = it} (42-2-2-4) dz = it [ {È- § ZS?
= # ( 37 - II ) = 32T (f- È ) =

3omodfcoord.sferichecom.es descrive A in tali coordinate ?

-

OEPEZOEOEZTOEQEI-ttseenisferasssazaxas.az
= erose
descrizione di A pagamento
che codoli sferiche

= fièae SÉ Ìsiùq cose da
= ! èiaeiiaoltsiuse ;È
= È } e' deIIa = affilate
= [East EÌ =¥
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-Gonade coordinino (un po
'

buffo nella sfera )

0 E Z E 2 0 E0 E 21T 0 E p E FÀ
-

Questo era Sz

sssazaaayaz--siazsFaoSFIeE@xpag.2lT-.atsiza
!
⇐

e↳ = è [⇒È
= IT§ Zz(4-za)dz
= da qui in poi cena in realtà anche prima)

coincide con il metodo per sezioni)
- O - o -

Esempio sia s tutta la sfera di raggio 2 e centro in CO,0,0) .

Calcolare

Ssss Cxtyjdxdydz = III. it

si vede subito % che è 4 volte il precedente ! !!

§ ⇐ tyatzxy ) dxdydz

SI xydxdydz = o per simmetria (è dispari in × e y )

§ xad . . . = ssss yad. . . = § Ed .. . = 25¥ zrdxdydz
T T

t
per simmetria (se permuto la semisfera di
variabili

,
la sfera rimane prima

la stessa )
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Esempio c = cilindro come in figura fà-Raggio base : 1 / /
Altezza : 20,3] .

-
- - - -

-
n

.
.

x.
SI xacxatytz) dxdydz a

×
Y

tornado coord.ciliuohl.ch#-OEpEl , OEOE 2T , OEZ E 3

ssso . . .

= {aej-aojazj-I.eu
fnuz.eu coord.

'
pagamento

cilindriche

= { e'da SÉ cosa odioso cazza) dz
÷

=! @de [ èztgtz È =! @sciolto) da
= (sestese ) dp e# + f) e

-

sinodo pericolante

Ssso . . .

= § dxdy {dz xacxaxyatz)
r

+base

2- =3
= § dxdy x2 [ zxatzyt §È] z⇒
= § x2 (3×734,2+9)

rit

= { de {da grosso ètg ) p
e da qui è lo stesso di prima
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tpididswzianiiucoad.sfen# ab- t
×

itytzr E2 , X 70
,
Z IO 0 E PETE , -È EGEO , - E EOE?

| E Xrtytzz E3 1 E PETE
,
o EO ⇐ 2T

,
- È E µ E¥

(corona sferica)

o =p E 2 ,
- È EYE È⇒* ⇒ . "

¥ .

{ cx, y ,⇒ E Rs : XIy
? E 5
,
× EO

, lzl E 3 }

In coord
.
cilindriche diventa : OE e EFS,

-3 EZ E3
, È EOE II

- 0 - o -
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ANALISI 2 - LEZIONE 32

CAMBIDIVARIABILEINGENERALETS.cn.

00 la formula per integrali doppi (per quelli tripli è uguale )

-
→ pagamento

ssa fcxsysdxdy = SS
, Lisandro
ti \ funzione f. scrittainsieme A

descritto nelle nuove nelle nuove

coda
.
Ne v coordinate

cis In sforzi

③ Ricavare

② Matrice gacobiana
③ Determinante

Esempio A = { cx,g) EIR
?

: OEXTYEZ, i Ex- y E4 }
y

Calcolare Stacey ) dnndy
'Èx

µ
gara

yex

Volendo
, spezzando in 3 l' insieme g.←4\-\A- diventa normale rispetto all'asse , 1¥/O EX# E a lei?

e- 4 |n v

Eyre City ) Cx-y) = un

-

ssacxa-yrjdxdy-jdnfdvweejcu.rs
stessa fama.

Insieme Anche in mesi

nuove coovd
.
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Procedura per il calcolo di JCU , v)

② Ricavare × e y in funzione di me v
al = xty × = È × = que, v )

→
2

✓ = X -y
y =
te y = re cu, v)
2

② Costruire la matrice yacobiana della trasformazione

1: :)
③ Calcolo il valore assoluto del determinante

Jcusv) = Idati = / - È - È / = È

Nel nostro caso resta

{ ansia uv E fiume [vai:" = ¥-173! = È
- o - o -

Esempio In coda . polari x =pcosa y = e sino

② Ricavare ns già fatto
② Matrice gacobiana

Xp Xq(
go go

) = (
cosa - asino

sino a caso
)

③ Determinante

Jce, = / ecostate sino / =p I

- 0 - o -
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Esempio sia C la circonferenza con centro in C2 , i) e

raggio 3 . Calcolare

$
, yadxdyo

Scrivo l' eq . della circ. 2)7cg -15--9
"

÷
{sina.sa.intÈ 7

,

nuovo insieme
82

=#→g@tanti )
dndv = gite § va dndv

{ \ uatvzeg

0 Area cerchio
simmetria

= get
= si fa .

Giustifichiamo il J

② Ricavare le = ×-2 × = dita

→
✓ = g- i y = vti

② Matrice

Xii Xv

③ idea i.
%. g.) =/ ! ;)

tenera se la trasformazione è una traslazione, allora
5=1 perché la matrice è l' identità

Esempio A = { cx,g) e IR?. 2773g
?
E 4 }

calcolare § ansia,

(txt t (Bg )
'

e- 4
4 il

re v
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B e si cu, v) e IR
'

? di tv
?
E 4 }

§ cxtyidxdy = S! (È
+È )

?

Joe , usando

② Ricavare le =Ex × e ¥
✓ = By y = È

② matrice soacobiana ( j; ;) = ( È È )
③ Dati = È

= È SS
,
(È +È + a% ) dndv

È per simmetria

= È È {§ aidedt
(o va, che è lo stesso)

=È jae Jae ècosto - p
= ¥ it Ì è da
= 657 IT - ¥ = -

. .

Provare per esercizio a farlo come insieme normale .

FATTOGENE-RA.lt se il cambio di variabili è del tipo
di = a × t d

o = by tp
allora la matrice è diagonale e Jen , v ) è un numero .
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Ellenpiote A = sfera con centro in Cl , 2,3) e passante per
l' origine .

Calcolare

µ zdxdydz iatztt32

11

L' equazione della sfera è (x-1)7 (y-2ft Cz -332 = 14
Il 11 Il

n ~ w

Detta B la sfera con centro in caso ,0) e raggio TE , viene

% zdodydz = {§ Cwts) 1 dndvdrv
£ t

Jean ,w ) perché la trasformazione0

è una traslazione

= 3 Volume sfera = 3 . § IT 14Ti = 56 it it

-o - o -

Brutalmente
, perché viene fuori un determinante ?

Supponiamo × = autbv

y
= cu tdv

cioè supponiamo che la trasformazione sia lineare .

Supponiamo che la funzione da integrare sia 1 (costante ) ,
quindi fcx ,y) =L e gcuiv ) = 1 .

Supponiamo che B = { cu , v) e IR? 0 ENEL , o
± ve l }

.

Domanda : chi sarebbe A ? Con un minimo di

algebra lineare , si vede che è un parallelo

grafica
, o,

•

¥ 1 dxdy = Area parati . = Iad- bel • (b,d)

←

SI 1 J dndv = J no J = Iad-bc )
B

Con Taylor e la costruzione dell' integrale il discorso si generalizza
- 0 - o -
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ANALISI 2 - LEZIONE 33

-

Modo alternativo di calcolare J-

Esempio 1 A = { Cxsy) EIR? XEYEZX , i Exy ⇐ 5 } gara-
-

calcolare Areola)

§
'⇒

vederlo come insieme normale è complicato

' ± È ' 2 ' e

;y±s
µ -

Ssasedxdy ⇒ {§ 1 Jcusrsdndv

Be {CNN) e IR? I e- le e- 2
,
i EUE 5 }

② Ricavare in = ¥ y - Tav = Turn

{
a- xy x. Fa = Fa

② matrice gaussiana (
×.

a) =p
È È

ynyv
-Jian)

③ JCUN ) - Ideal =/ # + fate In

conclusione Area (A) =D, G- dndv = {↳ {dv
-

- 4

=zlogµ

Modo alternativo di calcolare j . Parto da me f- v. xy
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⇒ al ⇒
I dati = / - 2¥ / = an

Ora il vero J è 18abusivo = È ④

[ ci sta sotto il fatto che la trasformazione inversa ha come
matrice gacobiaua la creatrice inversa e il det

.

dell' iuoersa è

il reciproco del determinante ]
y

B
•

esempio gighe ¥:[
dell'""se con

×

Q

Chiamo E la figura , che avrà equazione -B

7 (E)
'

e i

4
Il

re v

Area CE) - Sse edxdy = § 1 Jour) dndv
t

t

ultra E I
A . 13

= AB . {§ Ideedi = TABE

01 . Quando A = B = R
,
otteniamo la classica area del

cerchio
.

Oss . In IR
'
il volume di (f)7- (7)

'

+ (E)
?

E 1 è

-

ÉTAT
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-

INTEGRALI CON VALORI ASSOLUTI y-
a

y>x

Esempio A = [0,2] × [0, i]

"°"

ssa , -⇒ *g ¥77
→

×
1 2

-

SLOGAN : SPEZZARE PER TOGLIERE IL VALORE ASSOLUTO-

A+ = { (x.g) E A : y -× 70 }
A- = { Cx, y) e A ! g- × ± o }

Allora § ly -xldxdy = ssa
,

(y-⇒ dxdy + §
.

ex-y) dxdy
+ ti

iy -xlay -× Iy -x la × -y

in Ax
in A-

= Ssa
,

Cy -⇒ dxdy - ssa
.

(y
-⇒ dxdy

( in questo modo l' integrando è

sempre la stessa)

= {dx{dy (y -×) - { dy {dx (g-⇒
--

normale asse × Normale asse y , per non

dovere a sua volta dividere indueparti

armadio partiamo da §

iy-xl.ie?+cy-xJ-Safcy-xJ!cy-xt=SSa+cg-xs-ss*cy-xJ
dalla seconda relazione : ssa

.

(y -x)
= § (y - x) - ssa

,

(y -×)

e quindi , sostituendo nella prima
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-

Iiy-xldxdy-assa.cg-xsdxdy-ssacg-xsdxdy.si
§ dx{dycy -x) - {dx{dy (y -x)

= si fa

Esempi A = cerchio con centro in caos e

raggio 2

§ IN dxdy

§ IN dxdy = ssaaxdxdy - ssa . xdxdy

più brevemente
, per simmetria

ssa ixldxdy = 2 ssa
,
xdxdy
;
4 !⇒ xdxdy =

simmetria

alto 1 basso

= ↳ {da SÉO e cosa . p
= ↳ Siede Ìcoso
-32-8 1

=
- 3
3

Esempio Ssss 1×1 dxdydz s = sfera con centro in co,0,0)
e raggio 1

Sempre per simmetria

§ txt = § iyi = § Izl = a ssss
,

zdxdy da

T semisfera alta, cioè

quella con zzo
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a- zjaeso:[
"

deterge
= zsjesaoffaojsiuqcosqdy-a.iq - art - I = È
--
§ si

[ Esauriti.È
"

÷
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ANALISI 2 - LEZIONE 34

-
CALCOLO DI BARI CENTRI E MOMENTI DI INERZIA-

DA .

Data una figura F e 1122 , il suo baricentro è il punto G

di coordinate ( xa , ya) date da

-

sciabolata
Per i solidi se pi valgono formule analoghe , del tipo

+ a
: ⇒ voi Ssss xdxdydz e idem per ya e zg

Def data una figura F ed una retta r , §si definisce momento di inerzia di F

rispetto ad r l' integrale

§, dist ccx , y) ,sìdxdy
^

F

Esempio Baricentro di un semicerchio #-
1

Per simmetria XG = O

§ ydxdy = {de SÉDO asino - p
= { padre Ìsiuodo = Iri
-

b-si 2

Area E) = Eri ya = In
? fra = Ieri (e E)
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d. Z

Equipe Baricentro di una semisfera

,

s

Per simmetria xg = yg = o =\
×

8

ssss zdxdydz = §:p {ÌOSÉDq psiuy ècosq
= Ipsia Fao È sana cosa da
FÉTTE
= test - rit . È = E- rt

Quindi za =÷,
Ssssz . .

.

= 2¥, - È rt = f- a

cose cui è più alto tra baricentro semicerchio e semisfera ?

§ È 3¥ ⇐ 9T Ì 32 Ok

Questo era prevedibile geometricamente

Esempio calcolare il momento di inerzia di una sfera

rispetto all' asse z

Per definizione % distccx, y) , asse z)
2

dxdydz

= Ssss Cxatya) dxdydz

sinodo coordinate cilindriche Rz=TÈ
di

descrizione della sfera xaty
?
eri

,di
0 E 0 E 2T - LE Z E ho 0 E f E ri- zz
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SI cxztya) dxdydz = {Io fidaste è .

e da
T

= soIo !az ÷ ⇐sagre
"si
'
s

= ¥ {Ìo] dz (ri- za)' = ¥ . 2 §
"

(rt-zstztz4) dz
-

rit

= it [ rtz - J size + È zs ) ÉÈ a Itri ( i - § +¥ )

=
.

sinodo Osserva che

Iss City) da dydz = 2 SI zzdxdydz
t

sinemetri

= sfide SÉDOÈÉ da orsina ècosa
= 2{ l'dp SoIo LÌ siùq cosa da = a. È r? sit . }

ÈETÈRE aerei
=
3

Osso .
Il momento di inerzia viene lo stesso rispetto a
QUALUNQUE retta che passa per il centro

(per simmetria posso sempre mettere gli assi in modo che
la retta sia l' asse z)

Esercizio cercare di capire se per un cerchio in IR
?
la costante è

+ grande o t piccola (e poi calcolarla )
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Esempio calcolare il volume della sfera
,
o meglio del

segmento sferico

e
saio = { Cay ,z) E IR? xatytzr Est , azz Eb}

Si fa equivalentemente in cilindriche o per sezioni

Vd (sano) = ssssa
,

1 dxdydz

b

= { dz Area§» = its -za) dz

cerchio di
a

saggiare
_

=it [ rtz - È zsJÈÌI attrezzata
Ess . Se voglio tutta la sfera prendo bere a = - s e trovo

* { art - f- si} = §#23 z

:

Esempio Baricentro del cono con raggio base a µ
ed altezza h . .

.
. -
- - -

→

#y
Diamo per buono Vdcc) = jtrthi e che ×

Xg = yg = O per simmetria . o
E- lzcr»
e
= a- Fax÷§zdxdydz = [dz z . AreaCsz) z ) ;

a E.

=/ dz 2- ti
Rz ×

O LI z = E- f-Rz
= si fa ._.

-1zt 1h = tlerz

Dividendo per il Vol dovrebbe venire ¥ A Rzarchie
- 0 - o _

a
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ANALISI 2 - LEZIONE 35

-

SOLIDIDIROTAZIONE-TE.TORENA DI GOLD INO PER I VOLUMI÷
<
8=4Cz)

consideriamo una figura piana F / | f |nel piano yz e la ruotiamo

.T y
intorno all' asse z per ottenere un a-

solido V.
y a g-qcxs

Possiamo pensare anche ad una F

fuggiamo;scrematura }
×

Il caso speciale è quello di una \
figura F descritta da

F = { cy,z) c- Di : a. EZeb , o < y Eq Cz)} nel so caso
F = { G)y) E IR? a EXEB , o Eye qcx)} nel 20 Caso.

Equazione del solido di rotazione
-

In coord
. cilindriche diventa a EZ Eb

0 E 0 E 21T

0 E f E cecz)
-

la sezione adaltezza z

è un cerchio di raggio qczs

L' ultima equazione si può scrivere come

xaty E qlz) o in modo equivalente

-

èty2EqÉ[

Nel secondo scenario diventa gazze qcxs
'
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Ù generale F

÷ mia

.OEOEZTCYZJE.FI/
distanza

dall' asse z

-

come calcolo il volume di un solido di rotazione ?-
Nel caso modello vdcvj-tfaqczfd.az#
-

Nel caso più generale volcvseztsspydydz~tdistaur.ee
dall' asse

di rotazione

-

Tematiche vdlhezj.AE
+ /
Vale anche per la lunga .

della cina
.

area della figura
scenario in cui la percorsa da G durante

che ruota

rotazione è intorno la rotazione

all' asse x

dimcasomode.IT
4Cz )

✓
sezioni

VOI (v) = SSS
,
1 dxdydz

È [ Area csz) dz
Idrico di raggio ceczs

= #{ qczjdz
In alternativa si poteva calcolare l' integrale con le coord .

cilindriche:
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b

SSS
,
eodxdydz = { az SoIo {[p pa, = its qczsadz
- a

21T-

Ha

Dimezzare uso ancora le cilindriche

SSS
,
edxdydz = SÉda SS de dz p

✓ (e,z) E F tj
21T

= 2T ftp.pdedz = 2T

ftp.ydydzdimcrnidiuodatoilcasogener#-
Vol Cr) = 2T Ssfydydz
-

= state . Area CF)

" z
Ya a

⇐

Esempio cilindro

Vol = 2T yg . alla CF)
e zitta 1h = tra

→ Y

e

:[÷::* . #÷.
+

calcolato

llz
. prec .

= {Itri
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Enseuepioo Toro (ciambella) a
e-

#÷. a

vol = 2Tyg - Area (F) a 2ITL .# rt = 2¥12R

Y siux

esempio sia ÷ !! %:# sia»

se ruotiamo di 368 intorno all' asse ×
, qual è il volume

Vol = its cecxtdx = TÈ siuxdx = { itz

Determinare le card .
del baricentro del solido ottenuto

Per simmetria sarà Xa= È yg = 0 Zg = o

se ruotiamo di 3600 intorno all' asse y , qual è il volume

Vol = 2T XG . Alla (F) = 2T ¥ . 2 = 21T
?

+
coord

.
× del

baricentro della

figura

stesso scenario
,
determinare le coord

.

del baricentro

Per simmetria Xg = Za eo , cioè il baricentro sta sull' asse y .

Per calcolare ya dovrei calcolare SSS
, ydxdydz
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Uno sarebbe tentato di farlo per sezioni

SSS
, y dxdydz = { dy y . Area Cfs)

sezione ad altezza y
che è una corona circolare

i cui raggi volendo si
calcolano

In alternativa si può fare come insieme normale rispetto
al piano xz o in nord. cilindriche

sin CTÉE)distanza dall'assey
% ydodydz = § dxdz So y dy

Iene è fatta la colonna ?

= È § sin (REEE) dxdy

= ¥ Èda soIo silice) .

7
,

= si fa
- 0 - O -
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ANALISI 2 - LEZIONE 36

Eseuepiiidetic.at

Esempio sia a = [913? Calcolare § txtydxdy
-

valor medio in Q

della distanza dall'origine

conflitto : la funzione è bella in coord . polari
l' insieme è bello in coord

. cartesiane

source Integrare la radice in coda. cartesiane (si fa ad ANI)

e
=L
coso

sonato provare con le polari .
"

Per simmetria
µ
so

§ TÈ dxdy = 2§ FÀ dxdy e⇒

quindi basta descrivere T in coord . polari
Dove varia 0 ? O EO E ¥

Dove varia p ? Abbiamo × EI
,
cioè ecosae , cioè e

±%
-

.

Quindi § residuo = 7
.

ti J

Descrizione di T TG2
in coorol

. polari

= 5- SÉ [e.JIÉÉ = b- SÉ÷ da = Analisi e

S÷ da =SIIIao = Season da = SE
ci-sinossi t Ci -Est

f-sino

a questa si integra come funzione razionale
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Esempio 2 Sia L come in figura .

-
-

Calcolare

§ xdxdy SI ydxdy ¥0
persimmetria

Problema ! vedere L come insieme normale è antipatico

scriviamo le eq .
dei due cerchi

L = { cx,g) E IR
2

: Xaty
'

71
,
(x-Daty

'

e i }
- -

fuori dal cerchio dentro il cerchio

di sinistra a destra

(x-1)7£ E I ⇐ E-Zxtty
'

# ⇒ xzty E zx

Quindi L si descrive come 1 E xaty E zx ,
cioè

1 E fa E 2 ecosa

la quale a sua volta diventa
_

pzi q E 2cosa , cioè IEpe-2cos.lt#zcoso

Dove varia o ? - E ⇐ o < È
,

come ho trovato ? Deve essere

2cosa 71 , cioè cosa ztz , cioè -È EOE È

La descrizione di L in coorol. polari è

- 5 E 0 E ¥ 1 E p E 2cosa

{ xdxdy = Èda {
"

[ coso . p de = È!÷ cosa grossa- 1) da
= si fa . . .
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E-seuepio3.coEsercizio della FOGNA)

A = { CX, y , z) E DI : Xatz E 1
, yrtzz E I }

= intersezione di 2 cilindri con lo stesso

raggio e assi perpendicolari

Calcolare il volume di A

Vol CA) = SIA 1dxdydz ¥ È dz AreaCsz)
sezioni

Capire come è fatta la sezione Sz fissato Z .

Dalle equazioni troviamo Xa E I - za ga e i-za

- te e × e te

- F. ⇐ y ±÷
} '
uadrato concentro in cao,

e
" semi lato

" FEE

(Geometricamente , sezionando ad altezza z , si ottengono due
"

rettangoli infiniti
"

) e

Quindi Area Csz) = 4 Ci-zr) e Vol = 4S ci_zz)dz !!!
- I

sinodi provo a scriverlo come insieme normale risp . al piano xy .
Intanto vol Cv) = 2 Voleva)

II.ti di V con zzo
Chi è la base e, cioè la proiezione di v sul piano xy ?

Chiaramente r = Ei , i] × Ehi] .

Chi è la colonna su un p.to ⇐y ) e d. ? Deve essere
2-2 E i -+2 zr E I-yz Fa

Quindi z e min { Fa ,e }
Chi è il minimo varia da zona a zona

. ,#Indicato con T il triangolo

volevi = 16 § Fàdxdy
theTea colonna è OEZEFa
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= io Ìdxsody FF = io § × da

Xe l

= 8 E- ci-xD
?
53 ×⇒

Controllare che venga lo stesso di prima .

Esempio, B e { CX ,y ,z) e RI : Ivy
'

El
, y7ÉEI , zttx E i }

3 cilindri con assi ortogonali .

Grosso problema : le sezioni a z fisso non sono i quadrati,
ma quadrati n il nuovo cerchio xety

? E 1
.

[si può fare , ma è delicato ! !]

si salva il metodo come insieme normale
,
con l' unica variante

che ora la base non è il quadrato , ma il cerchio XatyrE I

✓
87

Come prima Vol CBJ = 16 § Ex dxdy ⑤÷1-Questo si può fare in nord polari → provare E

oppure spezzando in 2

io { {È mie +sia Èas e }

Entrambi gli integrali si calcolano facilmente ! !

[ controllare che nei due modi venga lo stesso ]

[Domanda : quante sono le facce di B ? ? J

- O - o -
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ANALISI 2 - LEZIONE 37

CORNET ¥ .

Una curva a valori in IR
"

è una funzione
J : [a ,b ] → IR

"

ti
1 variabile in

+
n variabili in arrivo

partenza

Brutalmente
,
una curia descrive la posizione che occupa un

omino al tempo t .

Indichiamo Olt) = (× , Lt) , ✗alti , _ . . , xn (
t))

t t t

componenti di 8 , che sono
tutte funzioni ✗i :[a , b] → R

Deif . Si dice Ptfe della curva l' immagine della curva stessa

cioè

sostegno (8) = { Oct) : te [a ,b] } E R
"

Achtung! Non confondere mai una curva con il suo sostegno
Detto brutalmente

→ il sostegno è il
"

disegno della curva
"

→ la curva è il modo in cui viene percorso .

E-senepio-LLaseeuicircouferenz.ci in LÌì:figura è il sostegno di varie
curve diverse

,
ad esempio

- I

Olt) = (t , FE ) t c- [-1 , i] ← senso orario

ott) = ( cost , Sint) te [Qit] } senso antiorario
o Lt) = (- t, FE ) t c- [- i > i]
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EE-taugeu.LT

Supponiamo che le xict) siano derivabili in [a ,b] .

Per ogni to c- [aib] chiamiamo Uzzanogente il vettore

JYL-oj-JLL-oj-cxslthxzctb.n.si/m(t---
Chiamiamo netta tangente la retta di equ . parametrica

xt»+÷t÷ vettorenullo

parametro L

Questa è ben definita se Ò (to) esiste ed è -70

D-Efwicoueauousdo-i.ccohio alla differenza tra

→ VELOCITY
,
cioè Ò (to) ← vettore

→ SPEED , cioè 118 (to ) Il ← numero

Esempio consideriamo ott) = (t , E) con te [0,3] .

Scrivere l' eq . cartesiana della retta tangente per E- 2

j
"

%
Calcoliamo 8(2) = (2) 4)

8 Lt) = ( 1,2T) È (2) = Ci > 4) [t "
denti

.
delle componenti

patta tangente in parametrica

gg, agg gg , g,,, , , µ , ,, , µ ,µ,

_÷É
"

× È
t = ×-2

, y = Gt 4T
= 4+4 (×-2) = 4×-4
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Curriculare sono curve del tipo

i÷och-ltsfcthconte-laibJI-q.gl'

la prima componente è t

Il sostegno è il pezzo di grafico di = fcx) con ✗ c- [a ,
b]
.

Il sostegno viene percorso da sx verso dx.

Def . Una curva J : [ai b] → IR
"

si dice

• chiusa se 8 (a) = 5lb) (arriva dove era partita)
• semplice se è iniettiva , tranne al più agli estremi , cioè

8 (t) =/ JCS) se t =/S

tranne al più eventualmente se t ed s sono gli
estremi dell' intervallo

(brutalmente : una curva è semplice se non torna su se

stessa
,
tranne al più agli estremi )

- go o
semplice semplice

NO semplice

come capisco se una curva è chiusa ? Basta sostituire gli
estremi %

Come capisco se una curva è semplice ? È complicato !!

Teoricamente devo impostare il sistema 8 (t) = JCS) ( in

generale è un sistema di u equazioni ) e dedurre che E- s,
oppure t ed s sono gli estremi .
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Ci sono almeno 3 scorciatoie :

→ trovare una componente strette . monotona }
Nonfunzionano

se si
→ trovare un invariante monotono Strett . è chiusa
→ distinguere le zone
ultima risorsa

→ risolvere il sistema

Esempio 8 (t) = (É, Sint , t
>
+1 ) te [-4,4]
TT

È
semplice perché la 3" componente è crescente
(quindi la curva non può tornare su se stessa , in quanto
la 30 componente non torna indietro)

E-senep.ie ott) = (anctant, E-t
"
) te [-7,7]

T T
è monotona

Anche in questo caso Olt) è semplice ( e non chiusa)

E-seeeep.io] Oct ) = ( Sint , ts ) t c- [ 1,5 ]

La curva è semplice perché È è CRESCENTE in [I > 5]

E-seeeepio4-ol.tl = ( cost , b-8) te [-1
,
i]

Questa curvaNj è semplice .

Entrambe le componenti sono PARI , quindi ad esempio
Octa) = 0 C- £) (Fatto generale : per negare la semplicità,
basta trovare anche un solo punto di auto intersezione)
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0¥ Nell' esempio precedente
→ sci) = JED

,
ma non andavano bene per escludere

la semplicità , essendo gli estremi
→ se fosse stato t c- [ -100,

- 37]
,
allora Olt) sarebbe

stata semplice ( ts è decrescente nell' intervallo ) .

Esempio Jlt) = (t cost , t Sint) con te [ 10,70]

Prese singolarmente le componenti non sono monotone .

Tuttavia

✗ Lt)
'
+ ylt)

'
= È
tuuouotoua nell' intervallo

Avere trovato una
"

combinazione " di ✗ (t) e yct) che
risulta monotona

, quindi iniettiva , rende tutta la
curva iniettiva !

Se fosse 0 (s) = Ott ), cioè ✗Cs) = ✗ Ct) e y CS)
= y Lt) ,

allora sarebbe 8 = E
, dunque set !!!

Brutalmente : in questo caso è monotona la p .

- o - o
-
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ANALISI 2 - LEZIONE 38

Esempio 8 Lt) = ( È + cos (Es) , cos (Es )) t e [0
,
15]

Determinare se è semplice .

Nessuna delle componenti è monotona , ma . _

.

✗ (t) - y Lt) = ti

è monotona nell' intervallo ⇒ o è semplice

Esempio2- Olt) = (cost , Sint) t e [0,21T]

facesse La curva è chiusa
,
in quanto 0 Co) = 8 (21T) = (1,0)

⇒ di sicuro non funzionano componenti o invarianti monotoni

Distinguiamo delle zone
• Per te [O>it] la curva ha ✗ Lt) decrescente e yct) 70 .

Quindi ristretta a [0,1T] è semplice ! !

• Per te [it
,
21T] la curva ha ✗ Lt) crescente e yct) E0 .

Quindi ristretta a [ it, 21T] è semplice ! !

Achtung ! NON HO ANCORA FINITO ( semplice nel 1° pezzo e

semplice nel 2° pezzo non basta per concludere

semplice ovunque , perché un p.to del 1° pezzo
potrebbe coincidere con me p.to del secondo)

MI
← qui ci sono intersezioni
tra andata a ritorno

• Tuttavia all' andata ylt) ao e al ritorno y (f) Io , quindi

possono incontrarsi solo quando y =0, cioè t
= 0

,
it
, 21T .

Sostituendo troviamo incrocio quando t -0 e s ⇒it, ma
sono gli estremi e sono consentiti !
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E-seeeepiozbis-JC.li) = Cost , Sint) te [0,41T ]

È semplice ?

Il sostegno è quello di prima , solo che viene percorso a volte !!

Formalmente
,
devo trovare TFS (NON ENTRAMBI estremi )

tale che ott) = scs)

OCO) = JCZLT) = Ci >0 ) ← Ok ( il 20 NON è estremo )

OCO) = 0 ( 41T) = (1,0) ← NO (agli estremi è consentito)
o (E) = 6 ( 5¥ ) = (0,1 ) ← Ok

E-seeeep.es Olt) = ( t-È, t -Es) con te [0,1]

Osserviamo che JCO) = Oci) = (0,0) ⇒ curva chiusa

⇒ addio monotonia %

Anche le zone non si vedono subito .

Impostiamo il sistema !

t -E = S- sa t -S = E- sa t-s = (t-s) (tis)

{ t-è = s- soo { t -s = E-ss { t -S = (t-s) (
l-4-tsi-syset-s.ci

va bene . Quindi supponiamo t =/se dividiamo

allegramente :

tts = i t = i-s

{ E+tstsa =/ ( i-SI + ( i -SJS +5=1

¢-8-2s + s#1¥ ns s'-5=0 → SCS-1) =D

µ
5=0 no t=/

↳ sei → tu
⇒ ci sono soluzioni con C- =/s

,

ma sono proprio gli estremi
⇒ la curva è semplice .
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Facciamo il disegno del sostegno Olt) = (t -È, t
-Es ) te [0 , ☐

Disegno separatamente le componenti FÈ FÈ

a
✗ Lt) ay (E)

f-E¥:*. ÷

y
'

Lt) = I-3E si annulla per b-
= ¥ > È

•

t = È

• Per te [E , È] si ha che
⇐ ±

• " " "⇒ crescono sia ✗ sia ,

✗ decresce e y cresce

• per te [§ ) i ] si ha che

✗ e y decrescono

- 0 - o
-

LuNGH[ZZADIUNACURVA__

Setting : sia 0 '
. [a)b] → IR

"

una curva .

µ
""

Una partizione di [a , b] vuol dire scegliere punti @

a-- t÷:÷÷÷Èb
a
Htc)

si
seta)

consideriamo la poligonale che passa per
°

otto) , oCti) , . . . , 8 ltn ) .

Questa avra
'

Cti)

lunghezza ↳ la) = otto)
m

È linkedin.it/-
lunghezza è _ esimo tratto
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Brutalmente : fotografo la posizione dell' omino ai tempi
to e ti e tre

.
. .

e tn

poi unisco i puntini e calcolo la lunga .
della spezzata (o

poligonale) .

DI . Si dice lunghezza della curva il sup delle lunghezze
delle poligonali ottenute come sopra , al variare di tutte le

possibili partizioni di [a ,
b]

.

Es . La lunga .

,
essendo un sup , può venire un numero

reale ( to ) oppure + 0 .

01 , → se due curve hanno lo stesso sostegno, hanno anche
la stessa lunghezza ?

No ! Ad esempio la circ. percorsa 2 volte ha lungh . doppia

rispetto a quella percorsa una volta .

→ se due curve percorrono lo stesso sostegno una volta
"

in maniera continua
"

,
allora hanno la stessa

lunghezza .

coueecakololademgleezr.ee?-TeoreeeE
se si è di classe C

'

( le componenti sono derivabili

con derivata continua) , allora

tmall.%8c.tl/dt-t
speed
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Ose La formula di sopra è una versione raffinata di

spazio = velocita • tempo
+

speed

In due variabili otteniamo

lunga co) = È ÈIyÈ dt
In tre variabili otteniamo

b

lunga (a) =/ FÉE)a+è→ at
a

Esempio se ott) = ( r cost
,
rsiut) con te [0,2T]

allora

8 Lt) = C- rsiut, rcost)

e quindi
ZLT

lunga (6) = ] ÀÈt+co dt = 2ITL %

0

- o - O -
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ANALISI 2 - LEZIONE 39

INTEGRALICURUILINEIDIFONZIONF-Ieetegrall.de una funzione
lungo una curva

② come si indicano

② significato geometrico
③ Idea della definizione
④ Come si calcolano

µ
sempre singolo

② Notazione { f- (x ) DSLT
ti + vuol dire che è un

→ vettore
curva in an integrale curvilineo

si intende che

• J : [aib] → IR
" è una curva CONTINUA

• f : IR
"
→ IR è una funzione LIMITATA (se è continua ,

+
basta che f- sia definita meglio ! )
sul supporto di 8

In 2 variabili { fcx,y) ds

In 3 variabili § fcx, y ,
z) ds

13J IKEa-defiuizeoue-coene.de tradizione consideriamo
una partizione di [aib] :

a = to et, e tre . _ .
< tn - b

o @
⑧

e consideriamo la spezzata che passa per •

Otto)
,
Otti)

,
. . .

,
O ltn) •rea Octa)•

JCti)

•Otto)
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Consideriamo le somme

M

È /I siti) -siti-c) 11 mi E 118 Cti) -Nti -c) 11 Mi
K= i-

✗
lunghi tratto min di
i-esimo spezzata f- nel tratto

(o inf)
dove mi e Mi sono ciuf e sup di f nel tratto compreso
tra siti - i ) e alti )

Man mano che la partizione diventa più fitta, le somme
tendono all' integrale .

④ T-ormulaperilc-oh-s.ee f è continua e si è di
classe C? allora

§fc⇒ds=ÌfOltDHEtHdt__
ti è l' integrale in [aib] di
una funzione della sola t

In 2 variabili :

IFENG.s-sabfcxcthyll-FT-T-yt-dtl-seeee-p.io
8 Lt) = (t,E) con te [0,23

fcx , g) = ×

2

f. xas = ] t FIÈ dt = § t FIEato
t
✗ It)
#

speed
= si fa
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② seguite.ca#geometrico- L' integrale curvilineo e l' integrale
della funzione qcs) che rappresenta
l' altezza a cui si trova l' omino

dopo aver percorso un tratto di

lunghezza si

[ vedi video con GPS ]

Causa speciale se f- cx , y) = 1 costante , allora

b

{ fcx,g) ds = { FÉE dt - lungh (curva)

OI . Se l' omino percorre a volte la stessa curva , anche

andata a ritorno
,
l' integrale curvilineo RADDOPPIA

BARICENTRODION-CURVA-dat.ae una curva J : [aib ] → 1122

definiamo baricentro il p.to G = (✗g , ya) con

xci-ijf-asya-iYfyas-eseeee-p.iq
(Baricentro della

seeuicircoufereuzaj.FI?.Pavaueetrizzianeocome

8 (t) = (s cost , rsiut) te [0, it]

Allora lunga co) = TR. Ovviamente ✗a =o per simmetria

{ yds = S rsiutfEEI-rcosrt-dt-rzffsiutdt-s.siÈ
# ÈÈ ^

jet

Quindi ya = II = f- a →
sopra
la meta

' !!
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se ero in vena di fare conti, potevo parametrizzare come

8 LE) = ( t, TÈ ) con te [-1,2]

Cosi xtt) = 1 , ytt) =
È
7TÈ

⇒ 11 si A) Il = { 1+È}
"

= { ÈÈ}
"

= r Èra
r

{ yds = S yct) Il Jit) Il dt
= Ì FÈ dt = art

- r -r

Potevo usare la stessa parametrizzazione anche per il calcolo
della lunghezza !!

- o - o -

casi-spzz-lmghezzacnrvecartes.name
-

Ttt) = (t, f- (t) )

Ict ) tylt)
b-

amazon.tat-FE-rdtcevwe-dakuapdar-isa.ae
descritte fornendo

plt) e Olt) per
te taib]

Si intende che xlt) = @ (E) cos ott)

y Lt) = pct) siaott)

È (E) = È (E) cos Oct) - @ (E) ÒCE) siaOct)

§ (E) = è (f) siaOCE) + @ CE) ect) cosOct)

Il siltiti = { È cos'0 + l'ÒSino - 2@è#ino
ya

+Esilio + èÈcosa + zpè# sino }
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Quandi

li 81h11 = TÉIÒCTOCET

da cui

lunga co) =ftp.Epctto#dtEs-eeeepio-y-----Y--Yycon te [91DI]

è quella di cui

abbiamo fatto la
semplicità con
l' invariante ¥@ ×

o

""

TÈ dt = con un po
' dilunga co) = S

fatica si fa %
.

- 0 - o -
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ANALISI 2 - LEZIONE 40

FORMEDIFFERENZIAL-Juzuariabi.li
una

_
forzatiffereetziae si presenta nella forma

W=A(x,y)dx+Bcx,y)dy__
t

Omega piccolo
dove Acx, y) e Bcx, y) sono due funzioni date , che si chiamano

COEFFICIENTI della forma .

In 3 variabili è analogo , solo con 3 coeff .

weather.IT/+Bc-,y,z)dy+CCx,y,Z)dZF
In u variabili più in generale

w-%eAp.ci/)d-~tveltoreE-senepi-
ci = (+792) dx + yxdy
w = ✗dx + ydy
w = dy

T in questo caso ACX , y) EO

BCX ,y) E 1

co = zdx+ydz + ✗dy
no = idx + (✗+y ) dy + (2-4-cosa) dz

Brutalmente : cu è una maniera buffa di scrivere i 213

coefficienti
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CAMPIDIVET-R-D.at cu = A cx, y) dx + BCX , g) dy

possiamo pensare che in ogni p.to (× , y) del piano sia

applicato un vettore

È cxis) = (Acx , y) , Bcx, y)) ÌÌÌÌ
In questo modo si ottiene quello che si chiama campo di vettori

Possiamo pensare IN PRIMA APPROSSIMAZIONE che una forma
diff .

e un campo di vettori siano la stessa cosa .

Matematicamente NON È così
,
ma comunque rende l' idea e

salva l' intuizione .

INTEGRALEDIUNAFORMADIFtiotide

⑨ Notazione § ai+ forma in IR? con i coeff .
T

definiti almeno sul sostegnocurva a

valori in IR" della curva

133 D-efiuizioueecalcdo-suppoui.am n -2

co = A cx, y) dx + B (×, y) dy
Olt) = (✗ Cti , yct)) con te [a) b]

Supponiamo che ✗ Lt) e y Lt) siano di classe
C
'

,
o almeno

derivabili . Allora si pone

fw-%fAcxcthyltdx.lt/-BC-ctl,gcti)yctYdt--Bxe
t÷ÈÈf dt

fw-%1E.Arcoitdxrc.ci/dt-
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Elenaios ci = ⇐+g) dx - Edy Olt) = (É, E) te [0, i]

Allora

1

{ W = S { (Ete ) at - t
"

- 3 E } dt = si fa
0 tilt)

I

§ ✗ dy = S È . 3Édt = si fa
o ti
✗ Lt) TÒ Lt)

fxds.LT = Ì È FÉE di
t

° :*,
-

integrale curvilineo speed = È+gÈ
della FUNZIONE ×

② significato fisico sia E il campo di vettori associato alla
- . - -

forma cn = Adx +Bdy

Supponiamo di essere nel
"

caso banale
"

,
cioè

tu
→ E costante ( quindi A- e B costanti )
→ ott) percorre un segmento a velocità costante ofIF.IMsai✗ Lt) = Xo t t v1

te [0, i]
•

È

y Lt)
= yo + tua %-0

(Xo, yo)

Allora facendo il canto troviamo

1

§ W = S (A. vs + B. va ) dt = Avea + Boa
o

= < (A)BJ
> (FI

>

t

Forza spostamento

= lavoro compiuto dalla forza È sul punto materiale
che si sposta lungo la curva .
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Se la curva NON è un segmento e il campo non è costante,
possiamo come al solito prendere una partizione di [ai b]

a = to e ti e . _ , e tu = b

poi approssimare
→ la curva con la spezzata per 0 (to) , 8 Cti) , . . . , o Itu)

→ il campo con una costante in ogni tratto

o

a

°

poi fare la somma

. È[<É (olta)) , Etzel > a sito)

T""

campo nel
"

spostamento
•
%!;

10 estremo cultore ! ) nel

del K esimo K- esimo tratta

tratto

n

= [ A Cxltie)
, yltie) ) • (✗ (tie) - ✗ (trad) + B C. . . ) -cyltk-yctr-iD.kz1
In

(tie- tse- i ) Ì (sie) (tie-tie-i) - Jcar)
n

= I { A (✗ (ta) , yctse)) i Csa) + B C- . . ) è cosa) } (tie - tre-D
Kal

Quando la partizione diventa sempre più fine , la somma

tende all' integrale della definizione .

Iss . Ho applicato il tuo . Lagrange di Analisi 1 :

q (b) - q (a) = (b-a) E
'

(c)
t

p.to mist .
intermedio

tra a e b .
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lNTEGRA4DlFORMEVSlNTEGRA4DlF0NZl0NI
__

i§ W = S { A (✗ (t) , y Lt) ) Ict) + Bcxctl , yct)) J (t) } dt

b

=L { A Alti , ycti) j÷g÷ + BC. . . )! } F. dt

Se ora consideriamo il vettore

VERSORE

Ìct) = (È÷_yÈ ,%) ← TANGENTE

ALLA CURVA

allora

{w=feeyÈ→asi
prod . scalare tra integrale di funzione
campo e versare

tangente

01 .
Per l' integrale curvilineo di funzioni
→ se cambio il verso di percorrenza del so@
l' integrale resta lo stesso

→ se percorso il sostegno avanti - indietro , l' integrale

raddoppia

Per l' integrale curvilineo di forme diff .

→ se cambio il verso di percorrenza del sostegno ,
l' integrale CAMBIA DI SEGNO

→ se percorri il sostegno avanti indietro , i due

contributi si cancellano

MORALE : l' integrale di forme anemiche cancellazioni !
- O - o -
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ANALISI 2 - LEZIONE 41

FORMEDlFFERENZlA4ESATTEÌtsEI

Def una forma diff . ci = Acxis) dx + BCX,g) dy si dice Esatau
se esiste una funzione Vcx,y) tale che

BC-syj-vyc-is-teealkeparde.EC/-,y)=tV(x,y--
La funzione V si dice PRIMITIVA O POTENZIALE.

In 3 variabili richiediamoA-V-isB-vysc-vz-D-f.ca
variabili) ci = A- (×,y) dx + Bcx,y) dy si dice CHIUSA.LT se

( le derivate in croce sono uguali)

Aycxsyj-B-C-sy-C.rs
variabi) stessa cosa

,
ma ora le derivate in croce sono 3 ,

cioè

W = A dx +13dg + Cdz

Ay-Bxltz-C-Bz-cy-0-s.la
essere chiusa una forma deve essere con i coeff .

che ammettono le derive . parziali coinvolte .
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RAPPORTICHIUSURA-ESATTEZZ-s.DE
Satta ⇒ chiusa ( purché i coeff . dico siano differenziabili )

② Chiusa ⇒ esatta SOLO IN CASI SPECIALI

Dialet supponiamo cu esatta , cioè A = Fx e B = Fy .

Allora

Ay = (Fx) y = Fxy } sono uguali perché derivate
Bx = (Fg) × = Fyx Parziali miste

In 3 variabili è uguale : A = Fx
,
B = Fy , C = Fz

Ay = Bx (Fx)y
= (Fg)× E

Az = Cx (Fx) z = (Fz) × E

Bz = Cy (Fg ) z = (Fz) y

Iss . In particolareconduit.HIUSA-SWNONESAT-A-csefos.seesatta
,
allora sarebbe chiusa ! )

Quindi se fallisce la chiusura , allora addio primitiva
se non fallisce la chiusura , occorre vedere se siamo nei casi

speciali di cui al p.to 2di prima
- o
-

CONSEGUENZAFONDAMENTTLEDELÙESATTEZZA

a-lroposizeoue-l-se.coè esatta e V è una sua primitiva ,
allora per ogni curva vale
- →

i fisici direbbero

GO.nl/(5(b))-V(J(a# " il campo è

conservativo
"

Morata : per calcolare
l' integrale lungo una curva > basta fare la

differenza tra i valori di una primitiva agli estremi, indi
.

peudeuteeueeele da dove passa la curva
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DÈI (In 2 variabili , ma si generalizza facilmente)
b

{ ci = S { Acxct) , yct)) Ect) + Bcxct) , yCti) J (t) }dt
a

b

=SÉLÉKA} at
a

§ V Cxct) , yct)) per
la CHAIN ROLE

b

= S d- Vcxct) , yct)) dt
a dt

= V (✗ (b) , y (b)) - V (✗(a) , y (a) )
→

integraledi una
derivata

= V (o (b)) - V (o (a)
- 0 - o -

Esempio 1 cu -
- -

- xdx + ydy

✗ Lt) = (Sint . arctan LEI, sii (t)) t c- [0,21T]

Calcolare § cu
.

souiodoj uso la definizione
21T

§ { (Sint . arctau (Es)) - [siut.arctauc.ES)]
'

+ siust . Giust ) } dt

= auguri ! !

somale osservo che la forma è esatta e una primitiva è

Vcx,y) = È il+ f- y
'

[Fare la verifica ! )

Osservo che JCO) = (qo) = ocra) .
Quindi

{ ci = VCO, 0) - Vco , o) =0 ( non serviva nemmenocalcolarela primitiva)
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.cat/-erizzazioceidell-esattzzaTeoreena~-
Sia cn una forma differenziale .

Allora i seguenti fatti sono equivalenti :

ci) W è esatta (cioè ammette una primitiva)

Cti) per ogni curva J chiusa si ha che { ci = 0

ciii) per ogni coppia di curve si e 82 ,
se hanno gli stessi

estremi cioè si (a) = 82(a) e 0 , (b) = 02(b) , allora

S w = Suo
01 82

Dice (e) ⇒ cii] Questo segue dalla Prop . precedente in quanto

§ ci = V (J (b)) - V Coca)) = o

ti t
uso ovvio se 8Cb) = Oca)

hp ci)

(ii) ⇒ (iii) siano ore 02 due curve con

gli stessi estremi

costruisco la curva 83 ottenuta percorrendo

prima 01 e poi 82 al contrario .
Quindi 53 è chiusa , ma allora

0=5 w = S w + S w = S co - S w
f 03 51 sia al p

01 82

hpcii) contrario
facendo al

contrario
> il

segno cambia

Quindi §
,

w = §
,

no
.
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Cià) ⇒ ci] Devo definire la primitiva .

Scelgo Gago) e per ogni cx , y) definisco

Vcx ,y) = S w
7 curva qualunque che
unisce cxo, yo) e cx,y) ( per hpciii)

il valore

NON dipende dalla
curva)

Devo dimostrare che Vx = A e Vy = B .

Uso la definizione di

derivata parziale
Cx, y) (✗fa , y )

G- [vcxta , y) - Vcx ,y)] = egeueuto§ curva perCxiy)
Per calcolare V Cita , y) uso la curva a

che usavo per Cx ,y) e poi prosegua
⇐990)

lungo il segmento
segmento = (xtt,y)

= è S w con te 20,a]

segmento
a

= È § A (✗ +t , y) 1 + Bcxtt,b) so dt
% Tj

a

= è { A Cxtt , g) dt =p fa
° £ . A (✗ + c ,y)

t
p.to misterioso

teorema media
tra oca

integrale

Ora basta osservare che , quando Q -20, anche c →o e

quindi A cxtc, y) tende ad Acx , g) .

stesso discorso per la 20 componente .
- 0 - O -
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ANALISI 2 - LEZIONE 42

soltoqualiipdesicHIUSA-isESAT-A-sia.SI
un sottoinsieme di Bio Rs ( o in generale IR

" )
.

Si dice che si èCIÈ se
, per ogni coppia punti PEQ di R,

tutto il segmento PQ è contenuto in d.

?⃝ LE ④ qui gli estremi
stanno in R

,
ma segmento NO

SI CONVESSO SI CONVESSO NO CONVESSO

si dice che I e- STELLATI se esiste per tale che , per ogni Q in
R
,
tutto il segmento Pa è contenuto inR

(ora P è fisso e varia solo Q .
Brutalmente : un guardiano posto in

P sorveglia tutto d)

③ i☒ Pg
Non so dove

mettere il

sorvegliante
Efesto vede
tuttor

SI STELLATO NO STELLATO

si dice che rà CONNESSIONI se è fatto da un pezzo solo

- o • o
ti + ~

SI CONNESSO SI CONNESSO INSIEME NO CONNESSO
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si dice che R è SEMPLICEMENTE-NNESS-s.ee ogni
curva chiusa a valori in r può essere deformata fino
ad ottenere una curva che resta costante in un punto .

se non posso

⑤ tagliare , resta⑥ incastrato dal

T
curva chiusa

buca

data

(posso tirare il cordino NO SEMPL
. CONNESSO

fino a farlo
"

sparire
"

in un punto )
SI SEMPL .

CONNESSO

Brutalmente : semplicemente connesso vuol dire
"
senza buchi

"

.

Iss . In 3 dimensioni

→ 1123 meno una sferetta è sempl . connesso ? si

→ IR
>

meno una retta è sempl . connesso ? NO ( una corda che

gira intorno alla retta non
si sfila )

Iss . Valgono le implicazioni

CONVESSO-iss-ELLA-o-JSEMP.CO#--cONNESSff
Teomamisàoso# se ci è chiusa e l' insieme su cui è

definita è sempl . connesso, allora ci è

esatta
.

teoreeuacnis-iosoz-se.co è chiusa , e 8 , e 52 sono due curve
0MOTOPE (cioè si possono trasformare l' una nell'altra lasciando

fissi gli estremi e restando nella zona di def . di d) ,
allora

so
,

w = S.io
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CIELIpoté supponiamo che l' insieme

di definizione di cv sia una corona circolare .

Consideriamo Ji
,
82

, 83 come in figura .

Allora ¥
→ si e 82 sono oueotope
→ 81 e 83 non sono oueotope , e nemmeno 82 e 83

¥::÷:÷÷÷I:÷÷"⇒""e•r*e☐i→✓_
can giorno ce ne sarà una quarta)

Devo calcolare § W .
Come posso fare ?

Sonntag uso bouiuaeuenle la definizione

somale spero che la forma sia esatta (magari dimostro
l' esattezza usando il teo . Mist . 1)

, poi calcolo una

prima e faccio la differenza tra i valori agli
estremi

scomode spero che la forma sia chiusa ,
e poi sostituisco

la curva data con una nuova curva ccuagari più
semplice) che sia oueotopa a quella data , e poi
calcolo l' entegrate su questa nuova curva ( per il

tono
.
Mist . 2 coincide con quello richiesto) .

Eseuipios co = ydx + zdy +xdz in IR? È esatta ?

Ay = Bx 1 = O NO ! % ⇒ No chiusa

Az = Cx ⇒ No esalta

B -2
= Cy
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Esempio ci = xdx + ydy + zdz in IR? È esatta ?

Controlliamo la chiusura
.

Le 3 verifiche danno tutte 0--0,

quindi ci è chiusa % .
Questa è definita su IRS che è

addirittura connesso
, quindi pure sempl . connesso .

Quindi è pure esalta %
.

Una primitiva si vede a occhio

V = { City'+E)

Esempio] W = cjdx + zxydy È esatta ?

?
Controlliamo la chiusura : Ay = Bx no

zy
= ry %

È chiusa
,
ed essendo definita su Pi è pure esalta .

Una primitiva è

Vcx, y) = ✗
y
2
( sempre la verifica ! )

E-seeeepio-4.co = yidx + (zxy +e-5) dy
Oct) = ( t) È-t ) te [0, ☐

Calcolare { W .

samoane uso la def .

§ W = S {(E-t Ìzt + (a ECÉ-t) + è
""") . (at- i ) } dt

"

o +

g. e si y + e
-5

5

= rinuncio %
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Omodei spero sia esatta .

Controllo la chiusura : Ay =
?
Bx no zy = zy

E

Essendo definita su Ri è pure esalta .
Una primitiva è

Vcx ,g) = xy
'
+ ? ?

+ deve avere comederivata e-Y
'

e non lo so trovare %

3°modo✓_ Essendo la forma chiusa , posso usare una
curva oeeeotopa a 8 con gli stessi estremi

Basta usare il segmento congiungente !! [↳Mt )

81 (E) = (t , o ) con te [0, ☐ È
&

JCO)

+
JCI )

§
,

w = S 0 . 1 + 1. 0 = 0 ?⃝i
+ + +

Si è axg +e-
È J

- O - O -
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ANALISI 2 - LEZIONE 43

LASCIAMI consideriamo la forma diff .

w-i-Iy-a-i-jy-ay-omes.la
è definita in i {0,0)} .

La forma è chiusa . Infatti

ay = -
ÈI

= - ÉTÉ( ✗4- y2)
2

Bx =

È
= !÷÷(✗7 yr)

2

Sarà esatta ? Essendo 1122 ' { (qo)} NON sempl . connesso ( infatti
c' è un buco ) , dal teorema generale non si può dire nulla .

La forma NON è esatta . Come si dimostra che una forma
non è esatta ?

Ci sono almeno due modi

→ si fa vedere che non è chiusa (ma qui non funziona)
→ si trova una curva 0 (t) chiusa sulla quale l' integrale
di cu è =/ 0 (se una forma è esatta, l' integrale su ogni
curva chiusa si annulla)

.

^

Prendiamo Oct) = (cost , Sint) con te [0,2-11] ÷§?⃝21T

{ w = / {- siete . c-sint) + 4- cost } at
t t°

ap * (t ) f ytt ) 21T

- ÌÌ +¥g
= S 1dt = 21T =/ O
0
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oss.LT Se considero w come definita SOLO per × > 0 .

Ora la zona di def .

è addirittura connessa
,
e

in particolare sempe . connessa
. [_⑤Quindi essendo co chiusa

,
ci sarà per forza

esatta in questa zona ! !!

In particolare esiste V definita per × so a valori reali te
.

Vx = A e Vy = B

Ad esempio V (×>Y )
= autan (¥? non crea problemi

avendo preso × >o

↳ = ÷÷ C- E) = ×÷ (- ÷ ) = -I✗'ty2
circ

. concentro in (7) 0)
e analogamente per Vy . eyraggio 1

In particolare , se integro lungo
la curva Olt) =

'

Cztcostsiut
con te [0, se ], so già che è integrale viene nullo ! !

lo stesso discorso vale nel semipiano × < 0 , con la stessa

primitiva !

Il discorso vale anche nei semipiani y > 0 e y -o .

Questa volta una possibile primitiva è

V (× ,y ) = - autan G-
e idem per Vy

Infatti
9

↳ casi = :-& . g- =
- !÷ . § =

- là
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Ossia L' esempio precedente mostra che una forma può
→ essere esatta in un certo insieme A

→ i
" " " " "

B

→ NON essere esatta in AUB

( l' esattezza , al contrario della chiusura , è una proprietà GLOBALE) .

¥3 Calcolare l' integrale di cu sulle curve indicate in

figura

i.GE?i::.:t:ai&:.-::v' ^ '

>

> ,

ei.
.

. . ÷ : . . .
-

^^

Curva 0s Curva 82 Curva 03

{ w = o §
,

w = 21T { w = 4T

11

Questo perché l' unica cosa che conta è quante volte la curva

gira intorno al buco
"

,

Essendo la forma , l' integrale su due curve coincide se due
curve possono essere trasformate l' una nell' altra in maniera
continua

"

senza strappi
"

e restando nella zona di definizione .

→ La curva Q si può trasformare in una curva contenuta nel

semipiano ✗ so
,
o anche in una curva costante

→ La curva 82 si può trasformare in Cost , Sint) con te [0,21T],
per cui abbiamo già fatto il conto .

→ La curva 83 si può trasformare in (cost ,Sint) con te [0, 41T],
quindi l' integrale è il doppio del precedente .
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oss.IT Ogni altra forma diff . che sia CHIUSA e NON ESATTA
in R2 \ { caos} è del tipo

co = cose + X wa

t

forma La solita
esatta

Morale : la solita è in un certo senso l' unico esempio .

Idea: data una qualunque cu che sia chiusa ma non esatta,
scelgo ✗ in modo tale che

§ co = ✗ 2T
← integrale della solita

+ solita circonferenza lungo la solita circonferenza
la solita

A questo punto osservo che ,
se pongo cui = W - acui

allora cv , ha integrale nullo lungo tutte le curve chiuse, anche

quelle che girano intorno al buco , quindi cui è esatta .

oss.LT Calcolare { w dove Olt) = lett ) cost, ( i +t) Sint)
con te [0,21T]

o

osserviamo che 0 , intanto che gira ,

si

allontana dall' origine .

1+217→sociale uso la definizione . . . V

"

i

> >

>

_

^^

LÀ Dopo aver percorso 8 , torno in
8

partenza lungo la direttissima .
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Considero quindi 01 (t) = Gtt , o ) con te [0,2T]

e definisco sia come Q percorsa al contrario .

Adesso

21T = S W perché tu sa è equivalente ad un giro
o v82

singolo intorno al buco

= S w - S w perché ora è fare di al contrario .
8 81

Ma allora

§ ci = sit + S w
a

21T

= 21T + S { 0 - È it) + %fE-ya.jo o } dt
°

t t

nullo per
"

colpa
"

ytt)
di y al numeratore

= 21T

[ Usare la definizione come esercizio] .
- 0 - o -
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ANALISI 2 - LEZIONE 44

Esempi01 W = ×⇒ dx +÷dy

verifica chiusura : Ay =

T.es?g?---(::jjBx=I::j:F---iEj:-
Sono diverse

, quindi non è chiusa , quindi non è nemmeno esatta .

E-seeup.ie w = ¥2 di + II dy

Ay = + Bx = ⑦

È chiusa
,
ma essendo definita in pi i { (0,0 )} non è detto che

sia esatta su tutto Di ' {(0,0)} .

Proviamo ad integrare lungo la solita circ .
Ott) = (cost ,sint)

con 0 E b- E 21T :

21T 21T

§ { Off C-sint) + TÈ . cost } dt = § o dt =o

ci sta che sia esatta ! In effetti lo è

V (×,y) = È log City') [ Fare la verifica ! ! ]

t-akogeueralemisteriosj-se.cl' insieme di definizione ha 8 buchi ,
la forma cv è chiusa ,

e l' integrale di w lungo una
curva di comodo che ruota intorno a ciascuno degli 8 buchi

viene 0
,
allora la forma è esatta su tutto l' insieme .

0

( intendo 8 curve, una per buco ) % @
@ % %
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ÈcomecampiaiueHoù_É-

⇐EH .

w = - là da +Èdy w =÷, dx + jàdy

In entrambi i casi il campo È = (A ,B) è costituito da vettori

di norma 1
.

Nel secondo caso il campo è CENTRIFUGO (e in effetti in ogni
punto È di vettore tangente alla solita circonferenza)
Nel primo caso il campo è il secondo ruotato di 900 in verso

antiorario ( Algebra lineare ! )
. ( e in effetti in ogni punto È è

parallelo al vettore tangente alla curva) .

tudou.oretazioueciclisti.cat se faccio un giro in bici (curva chiusa)
e ho sempre il vento contrario ( o sempre favorevole) ( cioè il

prodotto scalare tra il tangente alla curva ed È ha un segno ,
positivo o negativo , fisso) , allora la direzione del vento di
sicuro non è il gradiente di un potenziale .

[ Se fosse È = tv
,
allora l' integrale della forma lungo

ogni curva chiusa farebbe0 , ma questo è l' integrale del

prodotto scalare tra È ed il tangente ] .

Esempio-3 Dire per quali valori di d la forma

(✗ +3y) è
"
dx + ( y4-dx) e

"

dy

è esatta ( in questo caso su tutto R2)
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Su tutto 1122 l' esattezza è sostanzialmente equiv . alla chiusura

Impongo la chiusura :

Ay = 3ÈY + 3g × e
"

Bx = a ÈY + ✗✗ y e
⇒

Quindi la forma è esatta ⇐ a=3
.

Per a =3 una primitiva è

Fcx,g) = { ✗
'

+ 3È + È y 3 [ Fare la verifica ! !]

Esempi Consideriamo la curva 8 (f) = ( È, t
-E) con te [→ , i]

studiare la semplicità e fare un disegno .

Vediamo separatamente le due componenti :
a ^ ylt)

|
✗ in

Brutta notizia : nessuna delle

→ componenti è monotona , quindi
la semplicità va fatta in altro
modo

.

sonde osservo che xltltylt) = t, che è iniettiva ⇒ semplice

solenoide Risolvo il sistema È = s2

t -E
'
= S - sa

Dalla prima otteniamo t -s oppure b- = - S . La prima ci sta bene .

La seconda porta a -S - s'= S- sa
,
da cui 25=0

,
cioè 5=0

e E-→ -0
, quindi in realtà ancora t⇒ .
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✗ it)

p
Y "'

•⇒

Ha ×

b-⇒
→ :|

+Per -1 Et ± o abbiamo che
E = - I

✗ decresce e y cresce
T

Per o a- te { abbiamo che Per { E te1 abbiamo che
× cresce a y cresce 7 × cresce e y decresce ↳

Altra domanda : calcolare l' intersezione / i tra la curva e la

retta y
= 2x

.

Basta risolvere ylt) = zxltl , cioè t
-t' = 2T'

,
cioè rotta

,

cioè

tu no co , 0) b- = § no (§ > §)

se volessi le intersezioni con y
= è

"

basterebbe
"

risolvere

t-t' = LEI?

- O - o -
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ANALISI 2 - LEZIONE 45

GratalenteltaplaclaivosdlvepgevzttpootI

GRADIENTI

twitter.e-sveltore-slgradieu.ieè il vettore che ha come componenti le derivate

parziali di una funzione

»fc⇒=(¥,c⇒È✓
LAPLA.cl/7N# Fcmzioue-st-uuziou.ee#

Il Laplaciano è la somma delle derivate parziali seconde PURE

Afcxs-T.io?!-c-~-
In due variabili Af = fxx + fyy
In tre variabili f- = fxx + fyy + fzz

0¥ .

Il Laplaciano è la TRACCIA della matrice Hessiano .

Divergenzevettore-T-uuziaeee-D.at
un campo

È = (A)B) in due variabili
,
si pone

t t dipendono da xey

dio È = A × + By

In tre variabili
,
se È = (A , B)C) , allora

t t Tdipendono da × > 9> Z

dio È = A× + By + Cz
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si può anche generalizzare a n variabili . In questo caso È
ha n componenti , che a loro volta dipendono da XI, . . . , xn e

dio È = £ DAE
K- esima componentedi É .

K - i
Exe (

×)

Rotore veltore-sveltorf-cc.ORG in inglese)

lo faremo
"

solo
"

in 3 variabili
.

Se È = (A)B
,
C)

,
allora

not É si ottiene sviluppando formalmente il determinante

1 : : :Ox by Oz )rote-fy-Bz-Az-C-Bx-Ay-Ifi.si
ci lo fanno anche in 2 variabili , pensando tacitamente

che la terza variabile sia nulla
, quindi

È = (A ,B) no rotÈ=(qqB×-Ay--
t t

dipendono
solo da ✗ ey

Notaziouideifisia-gradi.eu
te : TI ← NABLA

Laplaciano : 72

Divergenza : to È

Rotore : D ^ È

204 Modulo di Analisi Matematica 2 – A.A. 2020/2021

Lezione 45



Relazionare

divcpfj-A.FI
dio (fx , fy , fz ) = (fx ) × + (fg ) y + (fz )z = Af

rd-CPP-j-n.TT→ vettore nullo

* * *

( Ox 0g Oz ) not f) = (fzy - fyz, fxz - fzx, fyx - fxy )

fx fy fz = CO, 0,0 )

per inversione dell' ordine
di derivazione

La formula vale anche in 2 variabili con il rotore dei fisici

dioGdÈ_
not (È ) = (Cg -Bz, Az - Cx , Bx

- Ay )

dio Crot CÉ )) = (Cg -Bz) ✗ + (Az -G)y + (Bx
- Ay ) z

= ¥-BXz-cj-zy-cf-y-B-z-Ayzfesercizr.IT
calcolare la formula per rotcrot È) .

achtem-g.LI Molte delle formule che uno potrebbe scrivere NON
hanno senso . Ad esempio

not (Af )
,

not (dio È ) Crot vuole in input un vettore)

D (not È )
,

A Crot É ) dia (Af )
t t t

vuole in input un vettore!
voglio in input una funzione
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GRADIENTENUL.to/UGUALE---

→ se ti f- = o e l' insieme di definizione è CONNESS.IT , allora

f- è costante

→ se tifa = tifa e sono definite su un connesso, allora

fa = fa + costante

[Basta osservare che ti è lineare
, quindi ti Cfi - fa) = Pfi-tifa =o ]

ROTORENULLOIUGOA.LK#

rot È = ( cy -Bz , Az - Cx , Bx - Ag ) = o

⇐ Cy = Bz ,
Az = G-

,
Bx = Ay

⇐ la forma ci = Adx + Bdy +Cdz è chiusa

→ se Rot È -0 e l' insieme di definizione è SEMPL.co/vNEss--
allora È = → f- per una opportuna f .

→ se rotÈ = rot Èa e sono su un sempl . connesso, allora
Éa = Èe + Pf

[Basta osservare che il rotore è lineare]

Iss . La stessa cosa vale per il rotore dei fisici

DIUERGENZANULLA-OALE-ssede.ie
È -0

,
e l' insieme di definizione verifica una certa

proprietà (gratis ad esempio per insiemi stellati) allora
È = rot È per un opportuno vettore È .
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Dato È
,
trovare É, lo chiameremo problema di inversione

del rotore
.

→ sedia Ès = dio È
,
e l' insieme è fatto bene, allora

È = Èe + not (qualcosa ) .
- O - O -

Ess . Per tutti questi operatori valgono formule
" simili " a quelle

per le derivate .

Escape die (f- È ) = f dioCÈ ) + <Df
,
È >

Gne
*
vettore

È = (A ,
B
>C)

dio (fa , f-B , f-c) = (f-A) × + (f-B)y + (fC)z

= fx A-+ fax + fy B + f- Bytzei-fcz.no- - -

= f dio(È ) + < Pf , È >

Esercizio Trovare formula analoga per rot (fÈ ) .
- 0 - o -
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ANALISI 2 - LEZIONE 46

SUPERFICI Tre tipi di descrizione (siamo sempre in 1123 )

→ cartesiana

descrivere una→ implicita } !:[µ!.
→ parametrica

CARTESIANAV-da.to f- : D → IR con d. E IR} la sup . è il

grafico di f

S = { (× ,y , z) e IR
>
: (×, y)Ed ,

2- = fcx, y)}

IMPLICITI Data f- : R
>
→ IR possiamo considerare il suo luogo

di zeri
implicita perché non ho

¢ ricavato nessuna variabile

S = { cx,y , z) c- È :FÉE}

equazione della superficie

PARAMETRICAV-dator.IR
'

e data Io : a → IR
>
consideriamo

la superficie

S = immagine di §

Se È cu , v ) = ( X (n, v ) , Y (U, v) , Z (U ,
v) )
,
allora

s-srcxcuivyYluivhzcmvdi.cenvc-D.LI
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Esempi01

"
;S = { (× , y , z) c- IR? x'+y

'
± 1
,
2- = ✗4-y

' }
t - -

cartesiana descrive la fcx , y)

base d. C-Rt

s = { (×, y ,z) E Rio : z - x2-y 2--0,
✗4-y

=
E I }

FÉE
sup . in forma implicita

In maniera parametrica potrei porre

a cuiv) = { tu , o,
cit v2) : cu , a) EI}
f- "

solita base u'+ÙE /
3acoord = somma

dei quadrati delle prime2

Esempi-02 Cilindro con asse 2-

raggio base = e altezza [qs]

y
Descrizione parametrica

C2cosqzsiuggZJOEOEZLTOEZE5-oeq.mu
aleuteenenle

(2cosa , 2Sinn , v ) (te , v) e [Q2ù]x[95]-
a- rettangolo

Descrizione implicita :

C-fcx.qzjc.RS?-2-y2--4,OEz-=5b---
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E-seeeep.io] (semisfera) Raggio =3

centro nell' origine

.

.S = { cx, y,z) e IR
}

: x'ty
'

+2-2=9
,
zzo }

+
implicito

5 = { (×> y,z) e Rs : ✗4-y
'

± -9 , 2- = FÈy2 }
+ -

cartesiana II fcx , y)

La descrizione parametrica la possiamo dare sfruttando la

cartesiana

(n, o, TFT) : u7ù±9✓_ descrizione della base

oppure usando le coord . sferiche

É÷È
Esempio S = triangolo con vertici

in (1)0,0), CO , 1,0), CQQD

S = { (× , y ,z) e Pio : ✗ 70
, y 70, 2- 70 ,

+

implicita IEEE }
eqieaz .

del piano y
×

"""" ÷ .

S = { (× ,y, z) C- 1123 : (×, y) c- T
,
2- = 1-×-y }

1
cartesiano t

{ (n, o, 1 - M - v) : (n, a) E T }
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PIANOTANGENTEEVETTOREIVERSORÉNORMALEf-sup.iuepli.at#
setting :

→ superficie S di equazione g (× , y , z) =o

→ (Xo, yo , zo) E S , quindi gcxo , yo, zo) =0.

Sappiamo che s è una superficie di livello di g , dunque sè
"

perpendicolare
"

a Tig nel punto .

Quindi il piano tangente è il piano che passa per il p.to ed è

ortogonale al gradiente

g×(×ayqzo)X+gy(×9yqzo)ytgz(×qyo,Zo)Z=COstIF
4

quello chesi ottiene
un vettore normale è proprio tgcxo ,yo, zo) sostituendo Cxo

, yo, zo)
al posto di cx, caz) a
sinistra

sup.parametu.CAT setting
→ Data § cu , v) = (✗ cuiv7 , YCU, v), ZCU , 0 ) )

con cui a) C- a ← insieme dei parametri
→ Dato (no, Oo) eI

→ Trovare piano tangente ad S nel p.to tocco, vo)

si tratta del piano generato da Duca , yo) e bio ciao, yo)

{è↳oo)+t%(uqoD+sIFtER_
i

p.to base derivate di 01 rispetto a ee e a

Questa è una descrizione PARAMETRICA DEL PIANO
.

Se voglio l' eq.
cartesiana mi devo procurare un vettore da Qui e Qu

,
e per

questo c'è la
"

formula misteriosa
"

del prodotto vettore
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* * *

( Xu Yu Zu ) no (Yuzo - Zuko, - Xuzv + Zuxu , Xeeiu - Yuya)
✗o Yv Zoo = (Mi,M↳M3)_

vettore dal piano

Quindi l' eq .
cartesiana del piano tangente è deltipo

Mi×+M2y+M3Z=d_-
t scelto in modo che il piano

passi per il punto in questione

Esempio S = { (×, y ,E) C- È : ×
"
+ y
' +22-2 = 7 }

(Xo, yo >
Zo ) = ( 1

,
-2
,
1) c- S

Trovare piano tangente

si tratta di sup. implicita con gcx , y , z) = ✗
"
+y'+22-2-7=0 .

Calcolo

tgcx , caz) = (4×3 , 2g , 47 )

tigli , -2 , 1) =È÷
vaporedal piano tangente

Quindi l' eq .

sarà
(ma lo è anche ci , -1,1»

X-yi-Z-4W-h.imponendo il passaggio per (1)-71 )
E-seeupioz-ocu.cl) = { (n- 0, ci- v2, no ) : cu ,a) c- [-1, ☐ ✗Ehi }
Calcolare il piano tangente in (1) 1) 0 )

Intanto osservo che ci > 1,0 ) sta nella superficie
ll- o = I

{ ci-02=1 . . .
risolvendo trovo le =L e 0=0

allo =O
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Calcolo dei = ( 1 , ZU , v)

da = ( -1 , -20, le)

sostituisco il=L e 0--0 e viene

du ( 1,0) = ( 1
,
2

,
0)

da (1) 0) = ( -1, 0, 1)

Quindi in parametrica il piano è

(h↳o)tt(h2-
Per andare in cartesiana trovo il prod .

vettore

vettore normale alla Serp. in (1) 1,0).
* * *

( i 2 0 ) ma = (Mi , Ma, 143 )

-1 O I

2×-9+22=1--1
imponendo passaggio per C ' > "°)

- O - o -
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ANALISI 2 - LEZIONE 47

AREADIUNASUP-ERFICIEIOC.com
e NON si definisce

② Idea della definizione

③ Come si calcola

setting : SI E IR
'

e IO CU, v) = (✗ (Uil) , YCU , v7, ZCU , v))

(u , a)Ed

②conduit.e-fiui.SI Per le curve si faceva il sup della
lunghezza delle poligonali inscritte

#É Per le superfici questo porterebbe a fare
il sup delle triangolazioni inscritte

Brutta notizia : tolti casi banali
,
il

sup viene sempre +no ! !

Motivo brutale per cui NON funziona :

EFFETTOFISARMONICA-u.su
.

.

ÈÈÉÈ¥ÈÈ.Facciamo una triangolazione come

Quando la distanza ne tra due

semicirconferenza diventa molto piccola , i triangoli
tendono a diventare "

verticali
"

rispetto alla sup ,

µcome quando chiudo una fisarmonica

⇒
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Morale : se infittisce male i triangoli , allora l' unione dei

triangoli non approssima bene la superficie

②

Ideadelladefiuiz.io#:-:-:f.-→ Dividiamo a in rettangolini | |→ In ogni rettangolo prendiamo un p.to
→ Seneca di considerare 0 di ogni rettangolo,
approssimi amo OI con il suo sviluppo di

ordine 1 nel p.to prescelto , e calcoliamo

l' immagine del rettangolo mediante questo
sviluppo , che è una apptic . affine .

Geometricamente
,
sto approx. la superficie con

¥"

pezzi di piano tangente "
È come se stessimo "

piastreHonda
"

la

superficie .

③ Formulapailcakdo#

Area CS) = § ÈÈÌ dudu
t t t

dipendono da meo

Motivo di algebra lineare : cosa succede se sviluppo lo

• "in =

tudou.gg?:jg:Lu-uo)+0ocuawsco-o-
La trasformazione a destra manda rettangoli di area 1 in

parallelogrammi di area FÉIN
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Esercizio consideriamo il piano axtbgtcz =D

Calcolare l'area della parte di piano che sta sopra
il rettangolo [0, ☐ ✗ IO> ☐

.

Facendo il conto
,
si ottiene la formula di sopra

Parametrizzo la superficie (u , o, d-af-bo-j-oc.ci , a)

Calcolo due da

* * *

Du → ( 1 O -§ ) vs ( E- , ¥ ) 1) = (Mi > Ma , M} )

do → o 1 - §

I 1

Area = San {da TEET = ÈÈÌ
0

Allo stesso risultato si poteva arrivare calcolando l' area in

maniera elementare ( volendo si tratta di fare l'area di due

triangoli nello spazio)

casospecialei.sup.com/-esiaua-- Consideriamo

( che , o, fcu , o)) (ll, a) c- d.

(
* * *

1 o fu ) → ( - fu , - fu , 1) = (Mi > Ma , Ms )
o 1 fu

Aaacs)=§FÈdd✓
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0¥ È l' analogo della formula per la lungh .
delle curve

cartesiane

b

(t , f- Lt) ) con te [aib] una lunga
,

= { FÉE dt

Esempio ( Area del cilindro)

(÷Éj O IO E 21T
,
0 E Z ± E

t t t

raggio base dato altezza data

* *

% ( - asino acosa Ì ) no (rcoso, asino, o )
ofz 0 0 1 Mi tlz 143

21T Q 21T A

Area = S da § dz FÉIN] = rsdosdz = sara
0 È

oss.LT Altra formula per l' area

,

Dati in Rs due vettori vent
, pensati

applicati nell' origine , chi è l' area
del parallelogramma di vertici

y
0
,
o
,
no
,
o+ w ?

L' area è FÌNE
,
dove (te, Ma , Ms) = va co

t
prodotto vettore

Altro modo di scrivere la stessa cosa
.
Considero la matrice

M = ( § %;) .
Allora (area}= Det MITV2 V2

matrice 2×2

Esercizio : fare il conto e vedere che viene la stessa cosa !
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" """" = ' "⇐""←

[SCPERFICIDIROT-AZIONEE.IE?----:.Y""
supponiamo di avere una curva

y
nel piano yz con y >o e di

ruotarla di 360° intorno all' assez
.

Ottengo una superficie S.

Obiettivo : calcolare l' area di S .

Se la curva è parametrizzata da

Olt) = (y Lt) , 2- (t) ) con te [a)b]

allora

areacsj-21-Iyctsty-F-Idt-che.si
può anche scrivere come

AeaG)=luugayoz⑦#-
Gold/ NO 2 (per le

aree )

J tcoadiwatay dellunghezza della

circonferenza
baricentro della CURVA

percorsada G durante

la rotazione

Dalla prima formula alla seconda il passaggio è banale : basta

moltiplicare e dividere per la lunghezza
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b

Area(s) = 21T { ylt)FÈÈltttdt
b

- amano . ⇒È

ftp.ja?dt--lnugaco).2it%eeI-jW
"

yg

Pasta da dimostrare la La formula .

topazi scrivo una parametrizzazione di s

( y (E) coso, yct ) sino >
2- Lt)) 050<-217

,
a ⇐ b- Eb

ÉPÉE»

nel piano yz e lo ruotiamo

intorno all' assez

LESSE calcoliamo Mi
,
Ma
,
Ma

* * * * * *

( Xo Yo Zo ) = (- yle) sino yct) coso 0 )
✗e Yt Zt jet) caso jet) sino Élt)

(Mi
>
Ma
,Ms ) = (Éltylt) coso, È (E) ylt) sino, - yctylt) )

LIPASI nittereute = Vzoltiyltttyctlyct
= yc.tl/zctts-ylt7-
ti

abbiamo supposto la curva nel semipiano y>o
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tlpassoi Integrazione finale
21T b b

Area Cs) = S dos at RÉMIMI = zu-sayctify-T-z.ltdt
÷

a

- 0 - O -

a Z

Esempio-1 Superficie laterale cono

AreaG) = lunga . 21Tyg :*:= TÈ . 21T § = itrTÈ

E-seuep.ie Superficie sfera ¥:Area (5) = Quegli - 21T YG

= ltr . 21TÈ
tivedi lezione su

= litri baricentro curva

Esempio3 Superficie segmento sferico

(solo parte laterale) ¢(È§%
Parametrizzo la curva come

(sceso , resina) con OE [9,02]

02

AreaG) = 21T / r cosa Ì+uÌ do
a

T FÈ
02

altri f r cosoda = 2ITL { rsileca - asino , }
01

21in (b-a)
(Quando b- 1 e a= -2 ritroviamo

l' esempio 2)
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lNTEGRALlS0PER-FlClAL@Notazioui_SfCxsy.z)@
^ td SIGMA : indica che si tratta

in

superficie | di integrale superficiale

funzione di 3variabili definita
almeno sul supporto della superficie

④ TIÈ particolare supponiamo di aver parametrizzato S

nel solito modo

(✗ CuiV1 , Y (a)v ) , ZCU , v)) con cui, v) ed E 422

Allora

jfc-syizsdo-%fCxcu.ojtcuwyz.FM?-Ma-Ms-dudv
Dato l' integrale , possiamo anche definire il baricentro di una

superficie come il punto G di coordinate

✗a
=È § ✗ do

, da =È, § ydo , za = - -
-

Esente (Baricentro della semisfera come superficie)

[
Area CS) = 2ITL

'

.
Per simmetria ✗a

= yg = 0 .

y
Resta da calcolare § 2- do .

✗

Devo parametrizzare la superficie

( rcosq cosa , rcoscp sino, Ising ) 0 E 0 E 21T

0 E @ ± È
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Calcolo Mi
>
Ma
,
M3

* * *

( - a cosa sino rcosq coso o

- rsiuqcoso - rsiuqsiuo rcosq
)

vs ( rt cos'q coso, rtcosrqsiuo, rtcosqsiuq)

✓teittlzttlsi = rtFÈSrqsiuq = stcosq
21T I /z

Allora § 2- do = S dos da rsizuj-r.co?9-0 0

E È
= zitto § siuqcosqdep = ITL3 [siviq ] .

= ITL3

A questo punto Zg =È§ 2- do = Èra tris = %
- 0 - O -
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ANALISI 2 - LEZIONE 49

INTEGRALIDIFLOSS-dueuaria-bii.LI
Ingredienti

→ campo vettoriale È G)y) = (Acx, y) ,Bcx, y))
→ curva 0 (E) = (✗ Lt) , yct)) con te [a, b]

→ scelta del versare normale alla curva è ¥
È⇐ amore uomouserà

ÌÉÉÉ÷ÉÈ:scegliere in 2 modi diversi : una

volta scelto in un punto , ce lo
trascinianco dietro ) (sostegno )

L' integrale di flusso si definisce come

§<È,à>a-
scritto in questo modo è

un integrale curvilineo

Interpretazione " fisica
"

: → È è la direzione del vento
→ il sostegno di 0 è una vela
→ si indica la direzione in cui si vuole

andare

→ l' integrale di flusso è quanto il

vento spinge la vela in quella direzione

coerente con interpretazione fisica : se È è da sì
, allora

il flusso è 0 ,indipendentementedal " segno di
À " '÷ . .
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comecaicd-on-sap.plamo che À e d. al tangente alla curva

Poniamo è = %EF.is#.!I-rj.-i È:Ruotando di 90° in verso orario

à

à = (¥g, ] - TK) + scelta canonica del
versare normale

con questa scelta l' integrale diventa

b

S < È , si >as = / {Acuti , gcti) - Bcxctiiylti) }È÷
o a

b

= {{ A Cxcthgcti ) jct ) - B(✗ lei ,ycti) i (E) } dt

= S A dy - Bdx
0

Abbiamo ottenuto che

integrale curvilineo integrale di forma diff .

feetinsds-SAdy-Bax-iuersore.no
renale canonico

,

ottenuto ruotando di 90° in verso

ORARIO il versare tangente a 6

OS-s.se il versare in dato non è quello canonico , allora basta

cambiare i segni .
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Travasate Ingredienti
→ campo di vettori

È - (A ,
B
,c)

(tutto ora dipende da ×,yiz)
→ una superficie S E Pio

→ Una scelta È del versare normale ad S

+ ( tra le 2 possibili , posto che esistano )

Anche in questo caso l' integrale si definisce come

§ e È
,
è > da

+
integrale superficiale

comecalcdoinjsu.to
poniamo di avere parametrizzato la superficie con

§ (4) V) = (XCU ,
v )
,
YCU ,

v )
,
ZCU ,

v) (u , v)ED E RZ

Calcoliamo ( M ) ,
Ma

, Ms) con la formula misteriosa Iona Iov

Allora il versare normale canonico è

MiÉÈµÈ ( " " Ma , Ms)

Da questo si ottiene

integrale superficiale Integrale doppi
L{nÉàw=§⇐m→m+ÌÌÉ✓_

I t
se si è il versare A- (XCU, v ) , YCU , v1 , ZCU , v )) Mi CU , v ) t - - .
normale canonico
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TEOREMADELLADNERGENZA-dueuariab.ITIngredienti
→ un campo di vettori È = CA ,B)

( tutto dipende da cxis))
→ un insieme D. E IR?

Allora vale la formula

%←è→=s÷ÌÌ÷÷÷è:÷;
III

curva che percorredaintegrale doppio di bordo di normale

una funzione
R USCENTE

lasciando dalla

dar propria SINISTRA

←
It or0-ss.se la curva è percorsa lasciando %

raIstra , allora la normale è

esterna è al cor si ottiene ruotando
→

a
Ève è

di 80° in verso orario il tangente alla
curva

y
y

" <

Nel caso in cui a ha dei ↳

buchi
,
occhio ai versi di

←ÈÉÌpercorrenza nei bordi interni

,
>

÷
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trovandone Ingredienti :
→
campo vettoriale

È = (A ,
B
,c)

→ insieme V E R?

Allora vale la formula

integrale triplo di una funzione

%C0-EY.zy.e.si?;dees----av=§yµ,+,µ,+gµ,yggµ
t
si ùuteude che R E R2 e Io : a → 1123 è

una parametrizzazione di OV per cui

il versare normale canonico è proprio in .

Achtung ! Fare attenzione a 3cosa :

② L'orientazione

② L' orientazione

③ L' orientazione

- O - O -
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ANALISI 2 - LEZIONE 50

TEOREMADiGAUSS-GREEN-CA.kz formula di integrazione per
parti in n variabili )

dueuariabi.IT Ingredienti
→ un insieme d. E R2

→ un campo di vettori
È = (A)B)

→ una funzione f- : a → IR

Allora vale la formula normale esterna

%faioeaxay-sag.E.si?aFIs?IaiEs*ag-tJ ' +
integrale in 2 variabili integrale integrale in 2 variabili

curvilineo suius
bordodir

"^

Analiste La formula di integrazione per parti era
b

✗ =D
b

{ ifcxgcxdx = [ fcigc»] ×, - { Àcxgcxdx

treuariab.in# Ingredienti
→ Un insieme V E IR

}

→ Un campo di vettori
È = (A ,B)c)

→ una funzione f : V → IR

§fdivÈdxdydz=§feÈY>do-µ<Pf,È>dxdyd÷-
-

normale esterna
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GG-is-eodellade-geuza-bas.to prendere f- = 1 costante,
per cui tf =o e si ottiene

il tuo . della divergenza

TeodehadiaimpÌa_ Scriviamola in RZ

Ipotesi § dioÈdxdy = S e LÌ , in >ds
or

Tesi § f dio È dxdy = §
,

f- È ,
in > ds - § -Bf , È > dxdy

Basta applicare l' ipotesi con Èe = f. È (questo è un campo) .

Abbiamo dive
.
in una llz . prec . che

dio (És) = f dioÈ + - Pf , È >

Si ottiene che

SS (f- dio È + IEEE ) dxdy = S@È
,
in > as

or

basta portarlo
= S f- È , È > ds

a dx
cosa

os-s.GG è come l' integrazione per parti di Analisi 1
Il tuo

.
della dio è come dire che l' integrale di una

derivata è la differenza tra i valori agli estremi .

In tre variabili è tutto uguale , solo con gli integrali

superficiali invece che curvilinei .
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/wùcazioueiuduevaùabiÙ:iutegraisuiusiemidesriHiF

t-mediauleillorobordoesene-pios.co
usìderianeo la curva

Jlt) = ( t+È
,
t-E) te [91]

Facciamo un disegno approssimativo

Disegniamo le 2 componenti
a
Y Lt)

"" ""

[
"" "°""

! ⇐ È*÷

; ×
+
componente monotona jet) = 1-3¥ zzo te

⇒ curva semplice È+ Le

consideriamo l' insieme a limitato dall' asse × e dal sostegno
della curva ( insieme descritto mediante il bordo) .

Calcolare le coordinate del baricentro di R
,
cioè Area (a) e

§ ✗ dxdy § ydxdy

Gwssoguaio:NoNabbiamoumadesaizioaedirmegf
-

insieme normale

Idea : il teorema della divergenza trasforma integrali
all' interno di D in integrali sul bordo !!

$ dio È dxdy = S < È , è > ds = {+ Ady - Bdx
a

oggi
or

se questa fosse =L ,
a sx avrei l' area a
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scegliamo È con dio È =L
,
cioè A-✗ +By =L ,

ad esempio

È = (×, o )

Area (a) = § dio È dxdy = S xdy - odx

:
curva che percorreor

lasciando da sinistra

a

La curva È che ci serve è uguale a

un pezzo di asse × seguita dalla curva t.EE
.

data PERCORSA AL CONTRARIO

81 (f) = (t, o) con te [0,2] ← pezzo di asse×

82 Lt) = (t+ Est-t}) con te [91] AL CONTRARIO

Quindi Area (a) = § xdy = S xdy - S xdy
si f 82

percorsa al
contrario

2 I

= S to dt - S (t + Es ) ( i -3E) dt = si fa . . .
O ti & o ti t

✗CE) iylt) ✗ Ct) jet)

In alternativa
, potevo scegliere È = Co , y) e quindi

Area (a) = § dio Èdxdy = S Ady - Bdx = S - ydx
se già stessa di

prima
2 I

= - §
,

ydx + S ydx = - Jo - Idt + S ( t -E) (1+31-2) dt
p
82 0 t t o t t

2 segui - Gtt) i Lt) y Lt) i Lt)

=
_. . si fa e viene uguale a prima Csi spera %)

Stampato integrale delle lezioni 231

Lezione 50



se sei R voglio integrare × ,
basta scegliere È = ( {×? O )

oppure
È = ( o, ✗y) oppure È = (arctany + ehi , xy + Sina ×)

o qualunque altra cosa con dioÈ - × .

Ad esempio , utilizzando il secondo viene

§ xdxdy = § dio Èdxdy = {+ Ady -Bax = - S xydx
a OÌ solito

1

= - S xydx + §
,

xydx = § (txt} ) (t -Es) ( 1+3E)dt
01
f ✗ Lt) y Lt) Elt)

o sei 81
= si fa _ _ .

Analogamente per integrare y posso scegliere

È = (xy , o ) oppure
È - (o, Egr)

o cose più creative %
.

- o - O -

232 Modulo di Analisi Matematica 2 – A.A. 2020/2021

Lezione 50



ANALISI 2 - LEZIONE 51

FormulaperèareadimsoHoiwàemedelpiamdatoilbaF

Areacrs-L-xdye-L.gl#-
dove se è una curva o una unione di curve che percorreor

lasciando d. a sinistra .

Dice usare Teo . della dia con É = (× , o) oppure
È = (o , y) -

01 . Valgono anche formule creative del tipo

AreaCr ) = { {+ xdy -ydx = b- {+ ✗ dy - 3- {+ ydx

(si ottengono con
É = ({ × >E y ) oppure È = (§ ×, } y) ) .

In maniera analoga possiamo ottenere formule per il volume di

solidi data una parametrizzazione del bordo .

Esempio Calcolo volume semisfera con teo divergenza
V = { (×,yiz) e Rs : ity

'
+ z
'
E 1
,
2- zo }

Per il tuo
.

della divergenza scelgo È = (0,0 , z) e ottengo

voi (v) = SSS
,
dio Èdxdydz = S e È

,
in > do

a

2-

ov

Occorre capire come parametri rotare il bordo ,

, y

,

che è fatto da 2 pezzi .
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Si si parametrizza come (a)↳ 0) con cittàE I

÷

Quindi * * *

da 1 0 O no Ch , Ma, 143) = (0,0 , 1) = ÙP
te

la 0 1 o è la normale interna
,

ma a noi serve quella
ESTERNA

Quindi

se È , À > do = S < 0,0 , z) , ciao, -1)> do
= O

si T si t

(Mi > Mr, Ms) cambiato
⇒ scesi

di segno

52 si parametrizza in coord. sferiche , quindi

[cosa cosa , cosa sino, since ) con 0 c- [0,21T ] e qe [0>È ]

Per gentile concessione della lez . 48 troviamo che

(Mi , Ma ,Ms) = ( rt cos'q coso, rtcosrqsiuo, rtcosqsiuq)

È la ingiusta o bisogna cambiare segno ? vediamo che succede
al polo Nord , cioè a = È e non va benissimo ÷

Proviamo all' equatore, ad esempio in (1,90) cioè quo eo -0

(Mi > Ma , M} ) = (1) 0,0)

quindi è la À giusta, quindi
21T Il Cf=

S e È
,
è > da = Sdosdq siuq cosa
a-→

= 2T [ jsiuiqfq,
52 0

descrizione A-Mi +Btlztctts
= 2J ⑤di dove variano i

parametri
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TECNICADISOSTITUZLONEDEL.LA#eRt-cE- (negli integrali
di flusso )

a

2-

Escape s = { cx, y , z) e Pio : è+ y
'

+ z
"
= 1
,
zzo)

orientazione
"

verso l' alto
" EÈ = ( ×, autaux + z} siuy + 2- )

calcolare § e É
,
è > da

Somatoline se voglio usare la definizione , devo per forza
parametrizzare S .

Un possibile modo è cartesiano

(n, ↳
"
FEE ) con %ÈÈ-

Con un po
'
di pazienza calcolo Hi

,
Ma

, Ms e infine

§ (A M ,
+ BMa + CM} ) dndv

Auguri , sono un po' di conti ⑨

zainetti consideriamo il solido V che ha come bordo
la superficie S data e la sua base a .

Il tuo
.
della div ci dice che

§ dio È dxdydz = S e É
,
sì > do

→
or

= S < È , si >do + S e
É
,
si > da

÷se

② = ② -③
, quindi se so fare ① e③, allora so fare ②,
che è quello che voglio .
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dio È = 2
, quindi § dio È dxdydz = 2 V01 (v )

e questo si può fare per sezioni lungo asse z :

I l

V01 (v) = S dz Area (Sz) = IT S ( i -È ) dz = si fa
o ti 0

cerchio di

raggioTÈ

③ = § e É
,
sì > do = { (siuytz ) dat è
vettore (99-1)
ti crea

deve essere la

normale esterna aV
= S sing dxdy
a

d. si parametrizza come (uomo) - o per simmetria I

Moray : S e È
,
È > do = 2 V01 (v ) = si fa facile ! !

S

⇐ se fosse accaduto che dio È -0 , allora avremmo avuto

che

§ e È , si > da = -S - È
,
in > do

51

dove SI è unaÈEsuperficie che insieme ad S

costituisce il bordo di un solido V ,
di cui si è la normale

esterna .

teorie : dioÈ -0 vuol dire che nulla si crea a nulla si distrugge
all' interno di V

, quindi ciò che entra das è

uguale a ciò che esce da se e viceversa
- 0 - O -
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ANALISI 2 - LEZIONE 52

ORlENTAZ①NEDELB0RDODlUNAS0PERFlClEI_
_

Data una superficie con una orientazione fissata (cioè una

scelta del versare normale in ) vogliamo definire la
5

corrispondente orientazione del bordo .

÷: ÷sidiceorieutaziouediosiudottadan-iluersodiper.coMenza di un omino che >

ti +0s
orientazione

sua sinistra e rimanendo in piedi secondo indotta sul
l' orientazione stabilita da À bordo

E-seuepi.si
:/÷ÉÉ÷←

← a < %÷÷÷É:÷.

.

+
orientazione

indottada sì

Matematicamente come posso
" vedere " tutto ciò ?

• scrivo una parametrizzazione Io :D → IR> della superficie ,
con I c- IR?

• verifico che è ottenuto a partire da Qua la sia proprio
l' orientazione voluta dalla superficie

• Parametrizzo or cual piano) con una curva che lasciar a

sinistra
.

L' immagine della curva percorre 0s nel verso giusto .
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E-mail [cilindro)
c- { cx ,yiz) e 1123 : xity

'
= 4
,
2- c- [0,3] }

con orientazione verso l' esterno §%§È÷,La
*
⇐⇐⇐
,←

② Parametrizzo il cilindro 0s

y
l

( 2COSO , asino, s ) OEQE2itgOESE.ba S
insieme a dove variano

i parametri B
3§ÉgiDev D forÉTÉ

.
②

[ [ [ ) ma focoso > asino ,
o )

°'( - asino 2COSO 0
(Mi

,
M2

,
Mrs )

Dividendo per la nonna viene
in = (coso, sino > 0 )

Domanda: è quello giusto ? SI , perché ad esempio per 0--0 ,
cioè sul semiasse positivo delle × , viene (1)0,0)

③ or è dato da 4 curve che percorrono i lati come in figura
Osce) = (t , o ) con te LO >

2T]

02 Lt) = ( 21T,t) con te [0,3]

83 Lt) = (t , 3) con te [0,21T] percorsa
al contrario

Jul ) = (o ,t) con te [0,3] percorsa al contrario

In alternativa
,
se non voglio dover ricordare di percorrere al

contrario , basta fare

83 Lt) = ( 21T- t , 3) con te [0,21T]

04 Lt) = (0, 3-t) con te [0,3]

Cosa diventano le ↳ curve sulla superficie ?
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TI diventa (2cost , zsiut , o )

83 diventa (zcost , zsiut , 3) percorsa al contrario

82 diventa (2,0 , t)

84 diventa (2,0 ,
t) percorsa al contrario

÷
"

Morale : Js e 03 si ritrovano a

parametrizzare il bordo con
l'orientazione giusta , mentre 02 e 84

.
si cancellano tra di loro

y
× start

TEOREMADELROTORE-t-C.atA FORMULA DI STOKES)

Ingredienti : → una superficie S con un bordo ds

→ una orientazione È di s e la corrispondente
orientazione di0s

→ un campo di vettori È = CA ,B)C)

(tutto dipende da Cx, g)z))

Allora vale la formula

L dii.EE?:::;::i::;::::::
"

s j t
orientazionedella versare tangente

[
una o più curve

superficie al 0s con l'aieeeetaziq che percorrono OS

ne indotta da se nel verso giusto

Detto a parole : il flusso di un rotore attraverso una sup . S

è uguale alla circuitazione del campo

lungo il bordo
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L' ultima uguaglianza è oooia se si pensa alla formula

per = .

Infatti se (✗ CE) , yct) , 2- Ct) ) è una curva che percorre il

bordo , allora

È = ÉIRE (è > 8 >
È)

A questo punto

§ < È
,
È > ds = { (AI +Bj +CE ) TI dt

dsT.EE
-_

= S A dx + Bdy + Cdz

:
= S (A cxct) , yct) , 2- CE)) Ict) + . . . + _ . . ) dt
a
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ANALISI 2 - LEZIONE 53

INVERSIONEDEL-ROTORL.pro
bleena : dato un campo di vettori È trovare , posto che esista,

un campo di vettori È tale che

É=wtCF-
Condizione necessaria è che dio È -0 (cioè se dio È ¥0 , allora
È di sicuro non esiste)

La cond . uec
.
diventa suff . se l' insieme di definizione è fatto

bene
,
ad esempio tutto IR

}

, oppure un insieme convesso o

stellato ( sempl . come .
NON basta)

.

In tal caso , come trovo È ?

Esempio È = (✗ty} y - z , - zz + sia y)
si vede che dice È -0 ed è definito su tutto IR?

Quindi F esiste !

Posto È = CA , B , c)

* * *

8 × dy Oz rot CÈ ) = ( cy -Bz , Az - Cx , Bx - Ay )

A B C

Dobbiamo quindi risolvere Cy - Bz = ✗+y
'

Az - C × = y - 2-

Bx - Ay = -27 +siuy
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Posso porre uguale a 0 cena a scelta delle 3 componenti , ad

esempio C =0 . Il sistema diventa

- Bz = ✗ +y
2

B = - ✗ Z - yrhz + q (×,y)
Az =

y - z ma A = yz - { 2-2 +y(x,y
Bx - Ay = -zztsiuy ti

spariscono quando
deriva rispetto a z

Posso porre uguale a0 cena a scelta tra q e 4 ,
ad esempio cp .

Abbiamo

B = - ✗z - yaz
A =

yz
- È 2-2+4Cx,y)

sostituisco nella terza equazione :

C- xz- yrz)× - (yz - È 2-2+4 (× ,b) y = - Zztsiuy

¥¥ -

zfy = -2-2/-1 sin Y DEVE SUCCEDERE che se

ne vanno tutte le Z
,
come

va rey =
- Sing conseguenza di dive -0

ma µ = cosy .

Quindi una possibile soluzione è

( y z - { È + cosy, - ✗z -ysz , 0 ) = È

[ Costa 30sec. verificare che il rot È sia davvero È )

Esercizio Possiamo fare in modo che la terza componente di É

sia xigz ?

Certo
,
basta ricordare che possiamo aggiungere ad É un

gradiente qualunque ed il rotore non cambia Crot Dg) =D .
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Scelgo g te. gz = xiyz , ad esempio

9 (×, y, z) = { xay È

Quindi un' altra soluzione è

Èe = È + ( ✗yÈ, { +73 x'yz ) [Fare la verifica per
credere ! ]

- o - o -

L-senepioLE-S-s.deta semisfera
= {Cx,g)Z) E IR

>
: Etf+2-2=1 , × = o }

Orientazione uscente rispetto al centro

È = ( xty , y
"

,
2-× )

calcolare § e rot È
,
in >da

•⇒ "" " ". ÷:&: :
y

* * *

( o× 0g Oz ) → (cy -Bz , Az - Cx , Bx - Ay )

iA B C

:#a
rot È = ( o, - z, - 1)

i
>
^

Ora parametrizzo la superficie , ad esempio con le coord .

sferiche classiche

( cosa cosa , cosa sino, sire y ) - È EO ±È , - È =p = È
-

condizione xzo
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Calcolo Mi
,
Ma

,
Ms ( fatto + volte in lla . precedenti ) e

controllo che induca orientazione corretta (e lo fa)

concludo calcolando l' integrale
E I

S dos dq (AM , + BMa + CMS )
+ I

,
-E -È §

-Siulp

dove A , B , c sono le componenti del rotore

roanoke Uso Stokes
componentidi E

← a →

S - rot È , in > do = § Adx + Bdy + Cdz
S

T curva che percorre0s nel VERSO giusto .
z

Una parametrizz .
del bordo è

g

,

<

ftp.
JLO ) = (0, cosa, sino) 0 IO E 21T ✓

^

y

{ Adx + Bdy + Cdz
21T

= § (✗ (a) +yco) ) Eco) + yco)
<

gioco) + ZCO) ✗ (a) È CO) do
io

"

o

21T O = 21T

= S costo (-sino) da = [ b- cos' 0 ]•⇒ = o

0

esenepio-s.br# come sopra , ma con

S = { cx, y ,z) e R
>
: x'ty
'

+2-2--1
, xzo, yzo }

Stesso È e stessa È di prima .
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82
L' unica cosa da capire è come è÷!!!!! :*

... :ÉÌÈÌÈ:
Il bordo è fatto da 2 curve d-

oslt) = (o , cost , Sint) con te [-E >È ] è
Belt) = ( cost , o , Sint ) con te [-È > E]

9
PERCORSA AL CONTRARIO

- o - o -
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ANALISI 2 - LEZIONE 54

QUATTROSTRATEGlEPERCALCOLARE÷NTEGRAlEDlFLUSSO✓

Dati → una superficie S

→ una orientazione di s

→ un campo di vettori È

obiettivo : calcolare

§ e É
,
si > da

Esempio s = { (× , y,z) e R? 2- = xrzy
'
E i }

" " """iene si:* .» ,

s

À - verso il basso (si può dire
y

×

È = (y} y
- z
, xy -z)

ROADMA-pjiusoladafiuizeouj-sparaenetsizr.ro
S con lo :D → ☒

3

→ controllo che si venga quello giusto (altrimenti cambio seguo)
→ calcolo

§ CAM , +Btlz +CM}) du du
s

Nel nostro caso ⑤ cu , v) = ( n , v , n'+ va ) con D= cerchio unitario

* * *

1 O 2h → (Mi ,Ma , M} ) = (- 2h, -2N, 1)

0 1 ZV

Per le>
v ) = o trovo § cu , v) = CO>0,0) e lei , Mr , te}) viene quello

sbagliato , quindi basta cambiare segno
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A Mi B Ma C 173

§ < È , sì >do =-D { va C- zu) + 4-ci-v2 ) C-2h + Cnr-uh1}dudv
7
cambio di segno richiesto

Questo si calcola in coord
. polari nel caso , o =p sino

0 E@ E 1 , 0 E 0 E 21T

- . . si fa _ _ .

[ Commenti : funziona sempre , ma bisogna essere capaci di

parametrizzare la superficie ]

ROAD.tl/tP2--stokescoeeiuoersiaeeed-tore-

→ spero che È sia il rotore di un certo È

→ calcolo È invertendo il rotore

→ uso Stokes riducendone alla circuitazione di È lungo 0s

Nel nostro caso È = (y ? g-z, xy - z ) , quindi div È =0
Essendo definito su IR} posso invertire il rotore

* * *

( O× dy Oz ) → (G -Bz , Az -Cx, B ×
-Ay )

A B C

Cy-Bz =

y
2

Az- Cx = y - z

Bx - Ay = ✗
g-z

Questa volta scegliamo B =o Cy = y
2

A-z -Cx - y -z

- Ay = xy - 2-
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Ricavo Aec : C- § g' + q (×>
2- )

A- = - { ✗ y' + yz + re (×, z)

scelgo di poveri -0, quindi c- { y
>
+qcxiz)

A- = - { xy
'
+yz

Az - Cx -f-% =# 2- ( Buon segno che y se ne vada)

qcxsz) = ✗ 2- da cui A=-È×y7yz- sarebbe opportuno

E B - o dedicare 30 sec.c=§y3+×z✓ alla verifica che
il rotdi questo È

sia proprio É

y

Parametrizziaeuo 0s - (cost , Sint , 1 ) con te [0> 21T]

invertendo il verso ! !

§ < È , si >da = - { C- { xyrtyz )dx + (§ ysotxz)dz"o
*

( - { costsiuiti-s.int ) C-siutdt= - {
21T

= §-{ sicitcost + sin'
tdt = si fa facile
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ROAD.tl/tP3--stokescoeecaeeebio-perfcie-

→ spero che dio
È - a

bordo con la stessa orientazione

→ calcolo il flusso su quest'altra superficie !

→ ⇒→•" """""" "

Nel nostro caso uso come se il tappo sopra .
ORIENTATO COME ?

Devo orientarlo verso il basso
,
cioè con

yÀ = (0,0, -1 )

ora

§ - È , in > do = S e È
,
sì > do

si T
normale aSI

,
cioè (99-1)

Ora se = (× , y, 1) con ihty
'

=/
, quindi

§
,

e É
,
si > da = SS

xrtya± ,
(✗Y- 1) C-1) dxdy
t t

Xy - z 30 comp . din

= Ss
✗raga ± ,

-

✗Y di dy + Area = +it ;

÷
Cosa c' è sotto ? Sia È tale che rot È = È

.

Allora

§ < È
,
in >do = S e rotti

,
è > do = S - È , È >ds

S OS

= S e É , È > ds = S e rotÈ , È >do = §
,

e È
,
È >do

05, si
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RATTI Gauss-GrmaggimegTpp-

→ Aggiungo ad S dei
"

tappi
"
in modo che venga

il bordo

di un certo solido V

→ Applico tuo .
dia

.
in V

±
Nel nostro caso aggiungo Ss come prima

Ora § dio Èdxdydz = S < È
,
in >do

y① or

= § - È , si > do+

+ §
,

- È
,
si > da
te

la normale data la normale è cosa☐

era quella esterna

② ③

② =o perché dio È -0 (ma si poteva calcolare anche se dio#0)

② è quello che cerchiamo , dunque

② = - §
,

e È
,
È > do
t
conclamato (0,0 , ☐

che alla fine è quello di prima !

- O - O -
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ANALISI 2 - LEZIONE 55

INTEGRALIIMPROPRliNPIUVARIABILI-H.fi
(×, y) dxdy SIA f (×,yiz) dxdydz

INT.PRO/0R# → insieme A [zona di integri .) limitato
→ funzione f [integrando) limitata

Intimazione se manca uno (o entrambi ) degli ingredienti
precedenti

to to

Analista §
'

f- ax J È da § È dx
µ

'

ti +

improprio perché improprio improprio per 2 motivi
per colpa della → zona illimitata±, non

è limitata
zona di integro

in cosi)
→ ¥ non limitata

Analisi
gga¥j, dody

• Se A = { Cx, y) e ty
>

± i } allora è improprio perché la

funzione NON è limitata in un intorno dell' origine
(si dice che l' integranola ha problemi in caso) e questo è

l' unico pbue . dell' integrale)
• se A = { (× , y) e IR? ✗

'

ty
'
71} allora l' integrando non ha

problemi , e l' integrale è improprio per colpa della zona di

integrazione NON limitata (l' integrale ha un unico pbcu .
all' infinito )

• Se A = R
'

oppure A = primo quadrante , allora i pbue .
ci sono

entrambi (l' integrale ha 2 problemi )
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comesidefiuisceuuiutegraleiuepsopoiol.fi
a A

Analiste § ¥ dx = line S
*→ +• *

È# (solo pbue . all' infinito)

7 7

§ ¥ dx = line S ¥ dx (solo pbue .
in × -0 )

E →o+ E

7 +a

[% di = § È dx +§ f- dx e si studiano separatamente i

a-
due integrali con un pbue .

solo

il p.to di spazzamento
NON è importante

A-ualisij-sappoui.am intanto fzonekazouadiiutegrazioue.TT
Supponiamo che l' integrale abbia un problema solo

(altrimenti si spezza in un numero opportuno di parti)
Poi si procede in modo diverso a seconda del problema .

Esempio §, ÷syTdxdy ( unico pbue .

a + a)

f- Cxiy) 70

= ein $ ⑧>

R→ tra poco
,py
EÈ dxdy

t

palla con centro in

caso) e raggio R

In alternativa posso usare i quadrati QR : = [-R, R]
<

R R

= line Ss ÷axdy = line Sdxsdy⇒÷
R→ no QR R → to -R -R

In entrambi i casi sto facendo il limite di una funzione di R
crescente

, dunque il limite può fare le IR oppure +0
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es-eeup.io Q = [0,1] × [91 ]

1µg
@

§È dxdy ( unico pbcn . in caos) È:
Qe

= line %Èxd~E-

sola
E fisso è un

integrale proprio

In questo caso sto facendo il limite per E→ è di una funzione
decrescente di E

, quindi ancora una volta è la IR oppure +0 .

OSI Anche in questo caso potevo usare " buchi quadrati
"
o

"

triangolari
"

e non cambiava nulla .

Se f- E 0 nella zona di integrazione , allora è tutto uguale
(si può pensare di

"

portare fuori un segno -
"
e si ricade nel

caso f 70 .

Se f- ha segno variabile , allora si pone

A-+
'
- = { cx, y) e R2 : f Cx,y) 70 }

A- '
- = { Cx, g) C- È : f (×, y) Io }

Poi si studiano separatamente i due integrali

¥
,
f- cx,y) dxdy ¥ fcx, y) dxdy

e poi si traggono le conseguenze . Se il primo fato ed

il secondo fa - •, per CONVENZIONE si dice che l' integrale
se A è INDETERMINATO

.
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OI. Un integrale improprio ha 4 possibilita
'

le IR ± a indeterminato
.

Se f 70 , allora restano solo le IR oppure +0
-

necessariamente lzo

studiare la convergenza di un integrale improprio = capire in

quale caso ci troviamo .
- o - o -

Analiste Ricordiamo i seguenti integrali fondamentali

caso con

{÷ ax =

→ coniuge se a < i

↳ diverge a +o se a = , } pbue .
in ×-0

+a

§ È dx
=

ti converge se a > ,

pbue .all' infinito↳ diverge a mo se a ± ,
} °o°
"

Gli 1 negli estremi possono un qualunque numero so .

Eseeeipioa §
BCQI)

dxdy

| 21T I 21T I

= { da { do ¥ . p = § de § do = 2*50%-1
5 ÷

Questo è un integrale con pbue .
in p -0, che converge se e

solo se a- I < 1
,
cioè se e solo se a < 2

$Bca☐(¥yàdxdy=9Mugesea«F→ divagato se azz
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ese-eup.io-2

É#¥
E.me#aaoI:aIa:::..(-

tra 2T tra

= { da { da fa . p = 21T {¥di
-

converge ⇒ a-i > i ⇐ a > 2

Formalmente nel so caso avrei dovuto integrare su corone

circolari che escludevano l' origine

§
.

a
"" ?⃝→1 2T

= { de { da÷
I

= 21T { dp a quando e →o
+ diventa proprio

21T & dp

- O - o
-
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""""°" ° " """⇐

[
a

INTEGRALEGA-st-NI-o.EEE.AE
Calcolare La e-

⇒
dx

Indichiamo con I il valore dell' integrale .
Consideriamo l' integrale doppio improprio (per colpa della sola

zona di integrazione)

{§, e-
"""

dxdy

Proviamo a calcolarlo in due modi
.

somodoi.coordiualecartesiauetohg-ja.gg e.jjj-i.ci
"

+0

fa, e
_ '"YI

- o

+O |-O

= S e-
"
ex {

•

e-"ay
÷-
= Il

20ueodoi.coord.pdari.to 21T
- pa µ

J

%, e-
"T'

dxdy = S de Sodo e _ p
O

tre
_è

= 21T S pe dp laurei dovuto fare
0

+o §
'
e poi

= it [ - e-
è} = li

mandate R→ to )

Ne segue che
I' = it

,
cioè I = TE

.

- o - o -
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ES-eeeepios-sfjy-dxdy%Ea.rs
.

dove A = {(×,y) c-È : ✗ 20
, yzo,

x'ty
'
E 2}

L' integrale è improprio perché fcx ,y) non è limitata in un
intorno dell' origine (considero fct ,t) e mando t → è )

Brutalmente fcx,y) ~ § = § e quindi converge perché
esponente e 2 .

Formalmente
, passiamo in coord . polari

ora
"2

p cosa

¥NÈdody = Jdpj da g-
. p

"
>

0

E %

= S dp So cosa da = E
, quindi converge

÷

Esempio-2 § ÷ dxdy con A come prima

Brutal mode : fcxiy) ~ § , quindi dovrebbe convergere .

Formalmente
,
in coord

. polari diventa

II ITL2 II Tg

{ ds ! doÈe - P = { da § cosà da
ltz

= E § ÈÈ da

Adesso possiamo procedere in 2 modi
,
sostanzialmente equivalenti .

somale osservare che l' integrale in do è un integrale PROPRIO,
quindi viene un numero
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Perché è un integrale proprio ? Per il solito discorso di inizio

corso : la funzione gco) = cosa + sino ammette minimo per

Weierstrass nell' intervallo [911-12] . Questo mia . è il valore in

un certo io e non può essere nullo perché sia 00=0 e costoso ,
ma non possono essere contemporaneamente nulli .
[ Volendo in questo caso il minimo si calcola pure ]

sounder con il solito discorso si ottiene che
cosa +sino = nn so 70 e [0,11-12]

e quindi
1T/z Iz

§ cosà da ⇐ S è da = ÷ ;
t
°

demone
. più piccolo .

Esempio-3 § È÷dxdy con lo stesso A di prima

Brutal mode : f Cx, y) ~ È , quindi DIVERGE ( perché esponente
2 è il primo che va male)

Tel coord. polari diventa

Fz Ma
ècosasino

le %
cosasino

{ defoo- - e = Spia ! do

p
"
Costo +Sicilia) o

QCO )

come prima osserviamo che

E

§ ceco) da = ✗o > o (
si trattadi un integrale
proprio per il solito discorso

demone z mi >0 )
TI

= ✗°§Ì
µ per Analisi

1
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E-semp.ie § %?YyÈ÷ dxdy con lo stesso A- di sempre

Brutal mode : fcx, y) ~ ÈI ~ ¥ ed è come prima .

Quando passiamo in coord . polari troviamo

E +12
autan(ècosasia0)

§ des da__
. p

o p
"(cos'0+ silicio)

problema : non è che posso semplificare i p
!! !

secouda-id.ca : provo a scrivere f- cx, y) z qualcosa , sperando
che l' integrale di qualcosa divenga a +0
Ora il numeratore si annulla sugli assi , quindi
la ricerca del qualcosa non è ovvia

Terzaideai : restringa la zona di integrazione in modo da
restare lontani dagli assi

Fisso o < 0 ,
< Ora e § e considero la zona IÉÈ.B : 0 E p E TE 0 , so e-02

.

Ora

§ fcx , y) dxdy z § fcxis)dxdy
BÉNI

ora in B vale che sina.coso z ne >o per il solito motivo

quindi

autan (cupa)

:::!:÷ * ÷-

t
num + piccolo

demone
.
+grande
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A questo punto è fatta perché
E 02

§ adY = § da Sao avg.FIa

fa
arctancueez)

= (02-01) § -2ps da
-

Diverge in quanto per p →o si

comporta come II ~ mz {

Fatto generale : non solo si possono stimare gli integrali
facendo disuguaglianze tra funzioni, ma
anche considerando insieme più grandi o

più piccoli .
- 0 - O -
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ANALISI 2 - LEZIONE 57

a
B

Esempio; § FIÈ dxdy te.
B = { (×, y) e IR? xzo, yzo , ✗Eyez 1 }

Brutal mode : f- cx, y) ~
È
F-

= €3 ) dunque CONVERGE (3 >2)

Passando in coord. polari viene

+a +12 Non potendo semplice:

{ aesao.EE?s!f-saiot e aerei e , facciamo
0

disuguaglianze

tra 92
@
4 tra I

⇐ { È da § Lao⇐ Sae Soo
TÈ÷ '0

t
'

ZM >o per il solito f-FÈ
nun + grande discorso
demone

.
+ piccolo converge perché

2 > 1

Quindi l' integrale converge .

01 . Questo non ci dice a cosa converge
! se proprio cakolassiueo

me , avremmo una stima dall' alto del valore a cui converge .

In molte applicazioni però basta sapere che converge , senza

trovare il valore
.

Tra l' altro
,
una volta nata la convergenza , esistono

algoritmi per trovare in maniera approssimata il valore .

B
'

tseupiosbis Lo stesso
,
al di fuori di un quadrato ⇒y,converge , basta osservare che

Ipo , fcxisdxdy E Sspofcxis)dxdy
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Esempio sia Q il so quadrante . Studiare la convergenza di

( int , improprio con unico

§ -41¥ dody problema all' infinito )

Brutal mode : cosa metto al denominatore ?

pe vs diverge IO
p
"
no converge

SLOGAN : cambio variabili in modo da PAREGGIARE gli esponenti

poniamo ✗ = le e y
= v2

.

La zona di integro resta le zo e v70 .
Occorre calcolare J :

(
1 °

) J = ldetl = 20
0 20

Quindi

to to

§¥4 dxdy = § da SdoÈ -20

0

Brutal mode : uÌ÷ ~ È

L' integrale converge e si vede al solito modo

+p +12

zpsino

§ da { daÉire %
J delle polari

+o tra

= ! èaa So oao ± ÷ . E { è ao
"

%fa.to
discorso

che converge .
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A-pproccioalteruatiu-i.nu ,
Yaz ×" ⇒ yzx

a

chi comanda al denominatore ? Dipende dalle zone !

Studiamo separatamente l' integrale in Q , eQz a 8=+2

y
2

§
.
È dxdy ± $Èdxay Lti comanda

sacrifico y
' perché -04%conta meno

tra x2 + O

=] dx § dyÈ = § dx = converge per Analisi 1
0

~ ÷

§
,
¥7,

dxdy ± §
,

dxdy
ti

sacrifico ×
"

to Ty +a

= So dy § dxÈ = § ¥1 dy = convenga

T ~÷ e I > 1

Normale

assey

Esempioztois lo stesso con zona di integrazione
A = { cx, y) C- Di : ✗ 20

, y 70, è+y
'
71 }

Quando pongo ✗ = u e y
= v2

,
la nuova zona di

integrazione diventa
A

'
= { (u ,v) e R? il 20, v20, n'+v' = i }

"e III.÷A A
'

× u

Ma ancora una volta posso sostituire con un insieme A
"
che

contiene A
'

e
"

fatto meglio
"
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Achtung! Quando si fanno i cambi di variabili negli Uutegrali ,
occorre che il cambio di variabili sia iniettivo , altrimenti

alcune parti contano doppio ! !

Esempio § dx Pongo ✗ = y
2 da cui dx = zydy

=§ segg . rydy I nuovi estremi sono Le 2

Se avessi imposto 1 E ✗ E 4 → 1 E y
'
± 4 no y c- [1,23 e

y c- [-2, -1]

Considero solo y
' definita per y e li , 23, cosi il cambio di

variabili è iniettivo .

"

isEsempio] § Ì⇒ dody

÷
dove S = { cx ,g) c-È : ✗ 71 e 0 e- y E 2}

Brutal mode : fcx,y) ~ È → all' infinito diverge alla grande

Infatti converge %

tre 2

§ :#saxay = S axsas :#
1 0

+0
2

= S
,

✗ des des !⇒ ⑤
O

num + grande
Torniamo indietro demone +piccolo

+a 2 I to 2
to

2

{ da { des ÈI ± S da {dy %- = 25 axsay
i 1- If

converge
- o - o -
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ANALISI 2 - LEZIONE 58

Empiristi B = BCO> 1) SI
, jfy.IT dxdydz

Brutal mode : f- cx,y, z) ~ §,

= § quindi coniuge perché 2 -3

Oss 1 : l' unico pbue. dell' integrale è in caso, o]

Ossa : il segno non è costante , quindi dovrei spezzare in varie
zone a seconda del segno di xy
Per simmetria basta studiare per × zoey zo ns B+

su B+ usiamo coord . sferiche

e % È # cos'q cosasino
% fdxdydz = { des dos dag- Fasce
Bt o - Iz

1 Ia E-

=] de S do cosasino S cosaqdq
° 0 -Ig

Quindi coniuge e volendo si calcola il valore esatto

A questo punto l' integrale su tutto B fa o per simmetria

EEG! Non posso fare compensazioni prima di averstabilitola convergenza ( potrebbe venire +0 - O )

eseuepios-bis.LI Stabilire per quali valori di at IR converge

SSS
,

àdxdydz

Brutal mode : f ~ §a =÷ che converge ⇒ za-2 e 3

⇒ a < E
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Rigorosamente occorre dimostrare 2 Cose (ENTRAMBE)
→ per a- § converge
→
per a z TE non coniuge ( in questo caso è indeterminato)

Gesù B+ come prima . . .

SI
,+

. . .

= §ÈsoàuoaoÈÈ✓
aa -4 -1 Numero positivo
La < 5

a < G-

Quindi per a
e La cauoevge see B+ un> fa o see B

a>E Con lo stesso conto otteniamo SSS,+ .. .
= +0

e quindi SI,
è indeterminato

.

eseeu-piozssfe.fi?y!z-o-axayaz0ss1-fzo
ovunque , quindi ok con i segni

oss.se Potenzialmente ci sono 2 problemi : nell' origine a all' infinito
dividiamo l' integrale in 2 :

B = solita palla A-= esterno della palla

p
81-9

e divenga in #Brutale : f ~§
= g÷ µ

se a > 1 converge in B

↳ se a a , divenga in B
e converge in A[

se a = , allora diverge
ovunque

La dimostrazione è come prima :
la parte trigonometrica è

un numero positivo , quindi decide la potenza di @ .
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Eseeupioa-bij-SSL.FI?yIfIjY-dxdyaz
Oss 1 e 2 sono come sopra

@
seta

Brutal mode : f- ~ I
→ questa è corretta solo vicino a 0

µ converge
se a > 1

quindi come prima SSSB → diverge se a -9

Per il pbm all' infinito f ~ Èe e quindi nessun pbue .
in A

a%Ef.LI?I-axayazaawageu-aeRsofaHoW-SSS
+

esterno della

palla

Infatti SSS
,+
. .

.

± È ¥ a÷→j dxdydz
che convenga perché 12 > 3

✗

letali SSS
,

_
. . converge seare

tongani uso che aiutano) E b- per ogni zzo
È"

e ottengo che

ssspo . . . ± §} dxdydz = studiato prima in
coord . sferiche

legata SSS
,

- . . diverge a no seET

sinodali osservo da aiutante { t per ogni te [0,2
Ma allora ✗

•

Iyl
"
E r in un intorno dall' origine B Caro )

Ma allora

§§ . . .

z È SSS
,caro,

axdydz = studiato prima e

diverge per a El
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zombie uso direttamente le sferiche
i E autan ({

+• cos'q cos'0 cos'cplsiuola )

SSG . . .

= {des dos dupro
-Il

Zm>o
• è cosa dep

i ± È
z {da /

•

do S da •ct%% cosa da
-

È ° Zm>o

ti
←

Queste scelte Per il

Queste scelte lasciano cosq
SOLITO DISCORSO

lasciano caso esina lontano da 0
lontani da 0

= s' ara-ayjem-mffaos.TW0

÷ numero positivo

Diverge per Analisi 1 essendo ~
m È"

⇒
= :-,

per AEI DIVERGE

Es-eeupio-a-kr-fcx.az) = YÈfy¥¥%
Domanda : → per quali valori di a è limitata in B ?

(e quindi l' integrale in B NON è improprio)

→ per quali valori di a ammette limite nell' origine

Risposte : limitata⇒ a = 4
f ~

=fiammellelimite⇐ a > 4

Entrambe si dimostrano passando in coord. sferiche .

FE@4unnnnnnnununvalaidiaSSfg-.toSssa+0 T + la funzione →o cechi
•

int . non è origine e
improprio SSS, non

è improprio
(line . N.E.) quindi converge
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ANALISI 2 - LEZIONE 59

LEICHT sia Q il primo quadrante in IR?
Studiare la convergenza di

§ÈÈj dxdy

cose f 70 e l' unico pbue . è all' infinito

Brutalueod-i.fr ma sembra Losco in quanto y
' è

nullo sugli assi , e quindi la stima è

MOLTO brutale

0g .

Se non ci fosse xryr al denominatore , il resto non basta

per avere convergenza .

Dividiamo ① i" """e
'

° { °• In A l' ontegrate è PROPRIO , quindi te
NO PROBLEM

1
• In D abbiamo buone speranze , poiché

xry
' sta lontano da 0

.

E infatti

§ État *da ± § È, dxdy
to

to

= { È dxs, È dy = converge
la 1) %

• In B otteniamo

tra i

§,→j dxdy ± §, È dxdy = { È dxsdy0
= coniuge

• In C stessa cosa salvando y
' al denominatore %
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01 .

Potevo sostituire è ey
'

singoli al denominatore con

esponenti > i

DE-seeupiozsso.it/-+y-+jrdxdy i:#
le zone A e D funzionano come prima .

Vediamo la zona B ( la zona C è analoga )

I itxiyxryz dxdy ± I ×÷y dxdy
B B

p
da solo non basta, ma

insieme all' altro fase si
1

to to

= { Èdi [ È arctaucrxy)]
&"

= { f-di §È 9
y-0

-

Qui si sa fare la
+•

arctancrx )

primitiva rispetto ay
= § ÷ dx

E I {
"

÷ dx = converge E

t-aitodiauoais-i.la primitiva di ÷ è tra autore Cray )
per a >0

Esempio-3 § ,÷y dxdy
Brutal mode: ancora una volta f ~ # ma in maniera LOSCA

a

Zona A- e zona D come sempre

vediamo la zona B t.si#
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sonate con la primitiva
tra

%È dxdy = Sax Ìdy÷,

1 O

tre

= S dx [ f- arctaeecxy) ]
• = '

l y-0

= § dx = +0 per confronto
asintotico con ¥

~ E ¥

zinnie Introduciamo la zona

Bs : - {cx,g) c- IR? ✗ 71
,
o e y e ¥ }

±
.

÷÷!
Sfg
,

yadxdy Z §
,

f- dxdy

t
nella zona B, abbiamo che

xfysn E I
tre

= { {{ dxdy = { § da {dy = E STÈ dx

Esempio § È dxdy

focose A = so quadrante Brutale : f- ~ £3 = È no DNERGE
ti

sia per il pbm ino
sia all' infinitoQui funzionano le coord . polari

|-O È

% Ego dody = S da § daecosolsccossoi-ge.ie#ldO:--si-aeEaoII-soaj.-
integrale di funzione continua e

Diverge per 2
F-

positiva , quindi è numero ao >o
motivi
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recasse A = { (×, y) e R? O E ✗ e- 1
, o

a-
y = ×
' }

Brutale : f- ~ è , ma l' insieme è molto i.
stretto vicino all' origine

Proviamo a sperare nella coeeoergeerza
I ✗

2 | ✗
2

§ È dxdy = Sax § dy È, ± §di { 4 È
0

TI
volendo potrei fare
la primitiva

1 è 1

= § ¥ dxs dy = { dx = 1
, quindi converge

0

20caso-bis.LI A come sopra § È dxdy Quando

converge ?

Come prima
1 ✗

2 I ✗
2 I

§È dxdy ← § da{ da ÷ -

{ È { dy = § ax

+

sacrifico
÷

e questo converge se e solo se a-3 -1 , cioè a < 4 .

Quindi ho dimostrato che per a- 4 l' integrale dato converge .
RESTA da dimostrare che per a z 4 diverge .

Per az 4 ho dimostrato che l' integrale dato è e +a ⑨
I ✗

2 I ✗
2

0§ yàdxdy = S di Jody È = § dx{Èra dy
ti

metto y
a x2

= § Èze .

È dx a questo diverge per az 4 perché si comporta
come Ìa .

VOLENDO è 7 ÈÈ

272 Modulo di Analisi Matematica 2 – A.A. 2020/2021

Lezione 59



ANALISI 2 - LEZIONE 60

E-seuep.in#Eleeughezz-aiufiui-taEse-eepio1-si tratta di una curva cartesiana

che è grafico di una funzione come in

figura a

⑧sui→"" "• :|: Ècome base l' intervallo

È > è }
e come altezza % ÷¥ÌÉ

Il disegno è il grafico di una f : [0 > i] → [0> ☐ continua
.

La curva ha come parametrizzazione
8 Lt) : = ( t , f- Cti) con te [0 > i]

Dico che lunga co) = +0 . Devo dimostrare che la possoapprossimare
con una spezzata lunga a piacere .

Come spezzata uso quella che passa per i vertici dei triangoli
osservo che i due lati obliqui del triangolo K- esimo hanno

lunghezza z f- per il tuo .

di Pitagora (ipotenusa a cateto) .

Quindi la lunga di una spezzata che
"

segue
"

i primi re

triangoli è

2 È £ e tende a +o quando n → to perché
la serie armonica diverge .
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Esempio ott) = (t
,
t Sint ¥ ) con te lo> ☐

TÈ
capiamo come è fatta f- Cti .
Si annulla

,
oltre che per t =D, quando f- = kit , cioè per b- = ¥

a

come prima voglio costruire una

spezzata approssimante congiungendo
i punti di annullamento con i punti
in mezzo in cui siè ¥ = 1

,
cioè

+ = :*.
÷÷É÷À÷

cioè t = EEE
cosa posso dire della lunga .

della spezzata ?

I lati obliqui sono z dell' altezza dei corrispondenti triangoli .
Le altezze sono f- Lt) con t scritto sopra .

Poiché sia vale uno

in quei punti , le altezze sono proprio t , cioè

Se mi fermo dopo re triangoli Gioè 2m segmenti) ottengo

lungh . Spazz . z 2 È 1-
K=p [+KLT

e ancora una volta questo diverge quando n → to .

Essendo lunga (8) = seep lunga spezzata, questa fa |-O

ELKO (hard ! ) cercare di capire per quali a >o posso ottenere

lo stesso fenomeno con il grafico di
[ sia ¥
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DIMOSTRAZlONeTEoDiv.NELCAsFEREANGOf

% dio E dxdy = J < È
,
È > ds = § Ady - BdxOR

t
curva che percorreOR

lasciando R a sinistra

La seconda uguaglianza l' abbiamo dive. a suo tempo, non solo

per i rettangoli ( è sostanzialmente la def . di À ) .

Dimostriamo che Ssp (Axtby) dxdy = { Ady - Bdx

anzi dimostriamo separatamente che

%13ydxdye-GB.io#-
Dimostriamo la seconda R = [a)b] ✗ [ad]

83SS By Cx, y) dxdy
R

• a

"

[ ÉTÉ! "=/ dx {dy Bycx ,y)
a +

.

devo fare la
primitiva in y !

b y=D b

= S dx [ Bcx, y)]
y = e

=ftp.cxsdj-BC-sc#a
Adesso riscriviamo § Bdx .

Chi è 0 ? Sono 4 curve

• 8s (E) = (t,c) con a et ⇐ b
.
Quindi

b b

§
,

Bdx = S B (t, c) 1 dt = {Blt,c)dt
a te + tilt)✗(t) gct)
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• Salt) = ( b , t) con Cet ed .
Quindi

d

§
,

Bdx = S B ( b , t) o dt = 0

o

ti (E)

• Per lo stesso motivo S Bdx = 0
.

64

• 83 Lt) = (t , d) con a= t ± b percorsa al CONTRARIO

b b

§
,

Bdx = -S B (t,d) 1 dt = - { B (t ,d) dt
fa

percorsa
al contrario

sommando i 4 pezzi ottengo esattamente quello che serviva .

Quando devo dimostrare la parte con la A , parto con

la b d
✗ =b

§, A× dxdy = { dy Sdx Axcx ,y) = {dy [ Acxis)] ×,
a +

devo fare la
primitiva iux

d

= { { A (b)y) - A (a)g) } dy

Facendo il conto con le 4 curve, questa volta i lati orizzontali

hanno contributo nullo
,
mentre i 2 lati verticali cui danno

quello che serve .

oss.LT Il caso con solo B si generalizza facilmente a insiemi
normali rispetto all' asse × . Per questi insiemi invece

il caso con A richiede un' idea inpiù ( non è detto
che le sezioni a y fisso siano dei segmenti ) .

- 0
- O -
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