
ANALISI 2 - LEZIONE 55

INTEGRALIIMPROPRliNPIUVARIABILI-H.fi
(×, y) dxdy SIA f (×,yiz) dxdydz

INT.PRO/0R# → insieme A [zona di integri .) limitato
→ funzione f [integrando) limitata

Intimazione se manca uno (o entrambi ) degli ingredienti
precedenti

to to

Analista §
'

f- ax J È da § È dx
µ

'

ti +

improprio perché improprio improprio per 2 motivi
per colpa della → zona illimitata±, non

è limitata
zona di integro

in cosi)
→ ¥ non limitata

Analisi
gga¥j, dody

• Se A = { Cx, y) e ty
>

± i } allora è improprio perché la

funzione NON è limitata in un intorno dell' origine
(si dice che l' integranola ha problemi in caso) e questo è

l' unico pbue . dell' integrale)
• se A = { (× , y) e IR? ✗

'

ty
'
71} allora l' integrando non ha

problemi , e l' integrale è improprio per colpa della zona di

integrazione NON limitata (l' integrale ha un unico pbcu .
all' infinito )

• Se A = R
'

oppure A = primo quadrante , allora i pbue .
ci sono

entrambi (l' integrale ha 2 problemi )



comesidefiuisceuuiutegraleiuepsopoiol.fi
a A

Analiste § ¥ dx = line S
*→ +• *

È# (solo pbue . all' infinito)

7 7

§ ¥ dx = line S ¥ dx (solo pbue .
in × -0 )

E →o+ E

7 +a

[% di = § È dx +§ f- dx e si studiano separatamente i

a-
due integrali con un pbue .

solo

il p.to di spazzamento
NON è importante

A-ualisij-sappoui.am intanto fzonekazouadiiutegrazioue.TT
Supponiamo che l' integrale abbia un problema solo

(altrimenti si spezza in un numero opportuno di parti)
Poi si procede in modo diverso a seconda del problema .

Esempio §, ÷syTdxdy ( unico pbue .

a + a)

f- Cxiy) 70

= ein $ ⑧>

R→ tra poco
,py
EÈ dxdy

t

palla con centro in

caso) e raggio R

In alternativa posso usare i quadrati QR : = [-R, R]
<

R R

= line Ss ÷axdy = line Sdxsdy⇒÷
R→ no QR R → to -R -R

In entrambi i casi sto facendo il limite di una funzione di R
crescente

, dunque il limite può fare le IR oppure +0



es-eeup.io Q = [0,1] × [91 ]

1µg
@

§È dxdy ( unico pbcn . in caos) È:
Qe

= line %Èxd~E-

sola
E fisso è un

integrale proprio

In questo caso sto facendo il limite per E→ è di una funzione
decrescente di E

, quindi ancora una volta è la IR oppure +0 .

OSI Anche in questo caso potevo usare " buchi quadrati
"
o

"

triangolari
"

e non cambiava nulla .

Se f- E 0 nella zona di integrazione , allora è tutto uguale
(si può pensare di

"

portare fuori un segno -
"
e si ricade nel

caso f 70 .

Se f- ha segno variabile , allora si pone

A-+
'
- = { cx, y) e R2 : f Cx,y) 70 }

A- '
- = { Cx, g) C- È : f (×, y) Io }

Poi si studiano separatamente i due integrali

¥
,
f- cx,y) dxdy ¥ fcx, y) dxdy

e poi si traggono le conseguenze . Se il primo fato ed

il secondo fa - •, per CONVENZIONE si dice che l' integrale
se A è INDETERMINATO

.



OI. Un integrale improprio ha 4 possibilita
'

le IR ± a indeterminato
.

Se f 70 , allora restano solo le IR oppure +0
-

necessariamente lzo

studiare la convergenza di un integrale improprio = capire in

quale caso ci troviamo .
- o - o -

Analiste Ricordiamo i seguenti integrali fondamentali

caso con

{÷ ax =

→ coniuge se a < i

↳ diverge a +o se a = , } pbue .
in ×-0

+a

§ È dx
=

ti converge se a > ,

pbue .all' infinito↳ diverge a mo se a ± ,
} °o°
"

Gli 1 negli estremi possono un qualunque numero so .

Eseeeipioa §
BCQI)

dxdy

| 21T I 21T I

= { da { do ¥ . p = § de § do = 2*50%-1
5 ÷

Questo è un integrale con pbue .
in p -0, che converge se e

solo se a- I < 1
,
cioè se e solo se a < 2

$Bca☐(¥yàdxdy=9Mugesea«F→ divagato se azz



ese-eup.io-2

É#¥
E.me#aaoI:aIa:::..(-

tra 2T tra

= { da { da fa . p = 21T {¥di
-

converge ⇒ a-i > i ⇐ a > 2

Formalmente nel so caso avrei dovuto integrare su corone

circolari che escludevano l' origine

§
.

a
"" ?⃝→1 2T

= { de { da÷
I

= 21T { dp a quando e →o
+ diventa proprio

21T & dp

- O - o
-


