
ANALISI 2 - LEZIONE 41

FORMEDlFFERENZlA4ESATTEÌtsEI

Def una forma diff . ci = Acxis) dx + BCX,g) dy si dice Esatau
se esiste una funzione Vcx,y) tale che

BC-syj-vyc-is-teealkeparde.EC/-,y)=tV(x,y--
La funzione V si dice PRIMITIVA O POTENZIALE.

In 3 variabili richiediamoA-V-isB-vysc-vz-D-f.ca
variabili) ci = A- (×,y) dx + Bcx,y) dy si dice CHIUSA.LT se

( le derivate in croce sono uguali)

Aycxsyj-B-C-sy-C.rs
variabi) stessa cosa

,
ma ora le derivate in croce sono 3 ,

cioè

W = A dx +13dg + Cdz

Ay-Bxltz-C-Bz-cy-0-s.la
essere chiusa una forma deve essere con i coeff .

che ammettono le derive . parziali coinvolte .



RAPPORTICHIUSURA-ESATTEZZ-s.DE
Satta ⇒ chiusa ( purché i coeff . dico siano differenziabili )

② Chiusa ⇒ esatta SOLO IN CASI SPECIALI

Dialet supponiamo cu esatta , cioè A = Fx e B = Fy .

Allora

Ay = (Fx) y = Fxy } sono uguali perché derivate
Bx = (Fg) × = Fyx Parziali miste

In 3 variabili è uguale : A = Fx
,
B = Fy , C = Fz

Ay = Bx (Fx)y
= (Fg)× E

Az = Cx (Fx) z = (Fz) × E

Bz = Cy (Fg ) z = (Fz) y

Iss . In particolareconduit.HIUSA-SWNONESAT-A-csefos.seesatta
,
allora sarebbe chiusa ! )

Quindi se fallisce la chiusura , allora addio primitiva
se non fallisce la chiusura , occorre vedere se siamo nei casi

speciali di cui al p.to 2di prima
- o
-

CONSEGUENZAFONDAMENTTLEDELÙESATTEZZA

a-lroposizeoue-l-se.coè esatta e V è una sua primitiva ,
allora per ogni curva vale
- →

i fisici direbbero

GO.nl/(5(b))-V(J(a# " il campo è

conservativo
"

Morata : per calcolare
l' integrale lungo una curva > basta fare la

differenza tra i valori di una primitiva agli estremi, indi
.

peudeuteeueeele da dove passa la curva



DÈI (In 2 variabili , ma si generalizza facilmente)
b

{ ci = S { Acxct) , yct)) Ect) + Bcxct) , yCti) J (t) }dt
a

b

=SÉLÉKA} at
a

§ V Cxct) , yct)) per
la CHAIN ROLE

b

= S d- Vcxct) , yct)) dt
a dt

= V (✗ (b) , y (b)) - V (✗(a) , y (a) )
→

integraledi una
derivata

= V (o (b)) - V (o (a)
- 0 - o -

Esempio 1 cu -
- -

- xdx + ydy

✗ Lt) = (Sint . arctan LEI, sii (t)) t c- [0,21T]

Calcolare § cu
.

souiodoj uso la definizione
21T

§ { (Sint . arctau (Es)) - [siut.arctauc.ES)]
'

+ siust . Giust ) } dt

= auguri ! !

somale osservo che la forma è esatta e una primitiva è

Vcx,y) = È il+ f- y
'

[Fare la verifica ! )

Osservo che JCO) = (qo) = ocra) .
Quindi

{ ci = VCO, 0) - Vco , o) =0 ( non serviva nemmenocalcolarela primitiva)



.cat/-erizzazioceidell-esattzzaTeoreena~-
Sia cn una forma differenziale .

Allora i seguenti fatti sono equivalenti :

ci) W è esatta (cioè ammette una primitiva)

Cti) per ogni curva J chiusa si ha che { ci = 0

ciii) per ogni coppia di curve si e 82 ,
se hanno gli stessi

estremi cioè si (a) = 82(a) e 0 , (b) = 02(b) , allora

S w = Suo
01 82

Dice (e) ⇒ cii] Questo segue dalla Prop . precedente in quanto

§ ci = V (J (b)) - V Coca)) = o

ti t
uso ovvio se 8Cb) = Oca)

hp ci)

(ii) ⇒ (iii) siano ore 02 due curve con

gli stessi estremi

costruisco la curva 83 ottenuta percorrendo

prima 01 e poi 82 al contrario .
Quindi 53 è chiusa , ma allora

0=5 w = S w + S w = S co - S w
f 03 51 sia al p

01 82

hpcii) contrario
facendo al

contrario
> il

segno cambia

Quindi §
,

w = §
,

no
.



Cià) ⇒ ci] Devo definire la primitiva .

Scelgo Gago) e per ogni cx , y) definisco

Vcx ,y) = S w
7 curva qualunque che
unisce cxo, yo) e cx,y) ( per hpciii)

il valore

NON dipende dalla
curva)

Devo dimostrare che Vx = A e Vy = B .

Uso la definizione di

derivata parziale
Cx, y) (✗fa , y )

G- [vcxta , y) - Vcx ,y)] = egeueuto§ curva perCxiy)
Per calcolare V Cita , y) uso la curva a

che usavo per Cx ,y) e poi prosegua
⇐990)

lungo il segmento
segmento = (xtt,y)

= è S w con te 20,a]

segmento
a

= È § A (✗ +t , y) 1 + Bcxtt,b) so dt
% Tj

a

= è { A Cxtt , g) dt =p fa
° £ . A (✗ + c ,y)

t
p.to misterioso

teorema media
tra oca

integrale

Ora basta osservare che , quando Q -20, anche c →o e

quindi A cxtc, y) tende ad Acx , g) .

stesso discorso per la 20 componente .
- 0 - O -


