Ingegneria Gestionale - Corso di Algebra - anno accademico 2003/2004
SOLUZIONE della prova scritta del 16-01-2004

Esercizio 1. Si determinino le soluzioni complesse del seguente sistema:
e = (24+12V/3) - ¥
|z — 4i] > |z]

Soluzione .
(i) : Poniamo w = (2 4 i2v/3) nella forma esponenziale:

lw| =2 +i2V3| =4+ 12=4
arg(w) =%  (poiche zy, =1/2 ,y, = V3/2)

La prima equazione diventa quindi

Poiche 4 - '3 - 2% = ¢log84+13+27 g]e uguaglianza e verificata se e soltanto se
LTt _ .
z:log4+2§+2z+z2k7r , keZ
Ponendo z = = + iy e uguagliando la parte immaginaria e la parte reale otteniamo:

x =log4 + 2x

y=-2y+ 35 +2knm kel

La soluzione della prima equazione & data da

2k
z:—10g4+i(%+Tﬁ) , keZ

(ii) : Posto z = x + iy si ha
|z — 4i] > |z|

V224 (y — 4?2 > /a2 + (y)?

22+ (y—4)° > 2" + (y)?

S

—8y+16 >0

y <2, x=qualsiasi
CONCLUSIONE: il sistema e equivalente al seguente

z=—logd+i(E+ %), keZ

y=(5+2%") <2

e quindi la soluzione ¢ data da z = —log4 + i(§ + %TW) , con keZ, k<O.



Esercizio 2. Al variare del parametro reale t sia f; : R3 — R? I'applicazione lineare definita da

1 tx1 — txo + 323
el m0 | = | 21+ 22+ 23
T3 tx, + txo + 4x3

(i) Al variare del parametro reale ¢ si determini la dimensione di Ker(f;) e la dimensione di

Im(ft).

I 0
(ii) Si determini per quali valori di ¢ esiste almeno una soluzione del sistema f; [ z, | =] 2
I3 2t

x1
(iii) Dato il sottospazio vettoriale di R3, W ={| z, | € R® : 2z — 629+ 23 =0},

3
determinare per quali valori di ¢ si ha R? = Ker(f,) @ W.

Soluzione .

t —t 3
(i) : Sia A; la matrice associata ad f; rispetto alla base canonica: A, =11 1 1 [|. Calcoliamo
t t 4

il determinante di A; facendo lo sviluppo rispetto alla I riga:
det(Ay) =t-4d—t)+t-(4—t)+3(t—t)=2t-(4—1)

Pertanto se t # 0,4 il determinante & # 0 e quindi il rango di A; € massimo. Ovvero

1204 o [ dmUmU)=Th(d)=3
dim(Ker(f;)) =3 —rk(A;) =0

Analizziamo adesso i casi particolari.

00 3
Per t = 0 abbiamo Ag= |1 1 1 |. Sappiamo che det Ay = 0.

0 0 4
Inoltre osserviamo che se prendiamo il minore M = , det(M) # 0.

Pertanto possiamo affermare che il rango di Ag ¢ 2.
4 —4 3
Per t =4 abbiamo A4 = |1 1 1 |. Sappiamo che det A4 = 0.

4 4 4

Inoltre osserviamo che se prendiamo il minore M = , det(M) # 0.

Pertanto possiamo affermare che il rango di A4 € 2.



Per il teorema della dimensione si ha dim(Im(f;))+dim(Ker(f;)) = 3. Allora possiamo concludere

che

t£0,4 & dim(Im(f;)) = rk(A;) =
dim(Ker(f;)) =3 —rk(A;) =0

=04 & dim(Im(f;)) = rk(A;) =2
dim(Ker(ft)) =3 —rk(A;) =1

(ii) Per il teorema di Rouché-Capelli esiste almeno una soluzione < rk(A;) = rk(A:|b:) dove

0
bb=1 2
2t

Per il punto (i) se t # 0,4 si ha det(A¢) # 0 e quindi rk(A;) = 3.

Poiche rk(A;) < rk(A¢|b:) e abbiamo rk(A¢|b;) < 3 perche (A¢|b;) € una matrice 3 x 4 possiamo
concludere che per t # 0,4 rk(A;) = rk(A|by). Pin precisamente, per questi valori di ¢ esiste un’unica
soluzione.

Analizziamo adesso i casi particolari.

00 3 0
Per t = 0 la matrice ha Ay ha rango 2. La matrice (Ag|bp) diventa: |1 1 1 2

0040

Osserviamo che la colonna by = 2- I col di A. Pertanto i ranghi sono necessariamente uguali.
Allora possiamo concludere che esiste soluzione del sistema e che dim{soluzioni } =3 —2 = 1.

4 —4 3 0
Per t = 4 la matrice ha A4 ha rango 2. La matrice (A4|by) diventa: |1 1 1 2
4 4 4 8

Osserviamo che IIT riga = 4- II riga. Quindi possiamo affermare che anche rk(A4|by) = 2. Allora
concludiamo che esiste soluzione del sistema e che dim{soluzioni } =3 -2 = 1.

CONCLUSIONE: Esiste almemo una soluzione del sistema V ¢t € R.
T1
i) W={| 2, | €eR® : 221 — 629+ 23 =0}. Abbiamo dim(W)=3-1=2.
z3
Per determinare una base di W ossiamo porre in questo caso x3 = s e x5 = t.
Allora 21 = 3t — s/2 e quindi (ponendo t =1,s =0 et = 0,s = 2) otteniamo la seguente base di

Poiche dim(W) = 2 per ottenere R® = Ker(f;) @ W necessariamente deve essere dim Ker(f;) =

Allora dobbiamo prendere in considerazione i casi t = 0 e ¢t = 4. Per dimostrare ’asserto occorre
dimostrare che Ker(f;)NW = 0y o, equivalentemente, che, presa una base {w;} di Ker(f;), i vettori
wy, V1, V2 sono linearmente indipendenti.



Per t = 0, per ottenere una base di Ker(fy) dobbiamo risolvere il sistema

31’3 =0
r1+x9+2x3 =0
4$3 =0

1
e quindi otteniamo Ker(fy) = (Wy) = (| —1 |). I due sottospazi sono in somma diretta se e

0

soltanto se wq, v1, v2 sono linearmente indipendenti, ovvero, se e soltanto se

1 3 -1
det [ -1 1 0 |#0
0 0 2

Poiche tale determinante ¢ # 0 allora Ker(fy) e W sono in somma diretta.
Analogamente per ¢ = 4, per ottenere una base di Ker(fs) dobbiamo risolvere il sistema

4.1?1 — 4562 + 3:63 =0
x1 + x2 + 3 =0
41+ 4xo +4x3 =0

(IIT — III—4-II;I«< I—4-II)Ilsistema & equivalente al sistema

1 +x2+x3 =0

—83}2 —xr3 = 0

-7
Posto x5 = t, otteniamo Ker(fy) = (| —1 |).
8
Come nel caso precedente i due sottospazi sono in somma diretta se e soltanto se

-7 3 -1
det| -1 1 0 | #0
8 0 2

Poiche tale determinante ¢ = 0 allora Ker(fs4) e W non sono in somma diretta.
CONCLUSIONE: R? = Ker(f;) @ W se e soltanto se t = 0.

Esercizio 3. Sia f : R* — R* I’applicazione lineare espressa rispetto alla base canonica dalla matrice

1 05 2
03 320
00 30
1 05 2



(i) Si determinino gli autovalori di f specificandone la molteplicita algebrica e geometrica.
(ii) Si determinino gli autovettori di f.

(iii) Si determini un insieme costituito da 3 autovettori per f linearmente independenti e lo si
completi ad una base di R*.

1 0 5 2
0 3 3
Soluzione. (i) Posto A = il polinomio caratteristico di A € p4(\) = det(A — AId).
0030
1 0 5 2

Sviluppando rispetto alla II colonna e quindi rispetto alla III riga otteniamo:

0 3-\ 3 1-X 2
det = (3—=X)?-det =(3-X3-)

0 0 3-X 0 1 2— A\

1 0 52—\

Quindi gli autovalori di A sono:
A1 = 0 con molteplita algebrica =1 ;
A1 = 3 con molteplicita algebrica = 3 .

Per determinare la moteplicita geometrica occorre calcolare il rango di (A — A\Id).

Per \; = 0, poiche sappiamo che 1 < m.g.(A) < m.a.(\) per ogni autovalore abbiamo subito
m.g.(A1) = 1.

Per \y = 3 analizziamo la matrice (A — 31d).

-2 0 5 2
03 0
(A—3Id) =
0 0 0 O
1 0 5 —1
IT colonna ¢ nulla. La IV colonna = - I colonna. La I colonna e la III sono linearmente indipendenti,

quindi rk(A — 3Id) = 2. Pertanto si ha m.g.(3) =4 — rk(A — 3Id) = 2.
In particolare la matrice non e diagonalizzabile.

(ii) Per Ay = 0 dobbiamo determinare il Ker(f), ovvero risolvere il sistema

r1+ +5x3+2x4 =0
To + 3x3 =0
3x3 =0

r1+ +5x3+2x4 =0

Abbiamo x3 = 0, quindi 2o = 0, pertanto tale sistema ¢ equivalente al sistema



r1+2x4 =0

Ponendo x4 =t gli autovettori per f relativi all’autovalore A\; = 0 sono:

-2

{t- 0 : t;éO}.
0

1

Per A2 = 3 dobbiamo determinare il Ker(f — 31d), ovvero risolvere il sistema (A — 31d) - X = 0,.

Otteniamo percio
.

—2x1+ +bx3+2z4 =0
3$3 =0
0 =0

T+ +5:U3 + 2%4 =0

Abbiamo x3 = 0, x5 qualsiasi, e il sistema ¢ equivalente al sistema

Tr1 — T4 =0
xI9 =S
z3 =0

Ponendo x4 =t gli autovettori per f relativi all’autovalore A\; = 0 sono:

e

(t, ) # (0,0)}.

_ o O =
o O~ O

(iii) L’insieme da considerare dovra essere costituito da 2 autovettori linearmente indipendenti relativi
a 3 e 1 autovettore relativo a 0.

1 0 -2

. . . . 0 1 0
Possiamo prendere pertanto i seguenti vettori: , 0 , 0
1 0 1

Per ottenere una base di R* occorre aggiungere un quarto vettore in modo tale da ottenere 4
vettori linearmente indipendenti. Tenuto conto che tutti e tre i vettori hanno la terza componente

0

nulla allora possiamo prendere in considerazione il vettore

0

Verificando che il determinante della matrice formata dai 4 vettori € # 0 possiamo concludere che
i quattro vettori sopracitati costituiscono una base per R%.



