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Exercise 1 (pt 20, ∼ 4+4+4+4+4) Un’azienda farmaceutica produce da tempo
un prodotto di successo. Il suo tempo di guarigione, misurato in giorni, può
essere ben rappresentato da una v.a. T ∼ N (7, 4).

1. Con che probabilità un generico paziente guarisce in un tempo compreso
tra 5 e 9 giorni? Raffi gurare il calcolo con un disegno.

2. Il farmaco è sempre stato utilizzato per una malattia detta di tipo A. Di
recente si è cominciato a somministrarlo anche per la malattia detta di
tipo B. Non è chiaro se, per quest’ultima, il tempo medio di guarigione sia
lo stesso di quello della malattia di tipo A oppure no. Innanzi tutto, lo
si vuole stimare al 95% con precisione pari ad 1 giorno. Quanti pazienti
bisogna osservare? Si supponga in questo momento che la varianza sia la
stessa, e nota, per le due malattie.

3. L’ipotesi che il tempo medio di guarigione sia lo stesso viene sottoposta
a giudizio. Possiamo rifiutarla, al 95%, se un gruppo di 20 pazienti ha
mostrato un tempo medio empirico di guarigione pari a 6.5 giorni, con
deviazione standard 3? Preliminarmente, scrivere le ipotesi e la regione di
rifiuto.

4. Quali cambiamenti della media sarebbero stati rilevati dalla versione gaus-
siana a varianza nota (pari a 4) del test precedente, con probabilità 0.9?

5. In realtà, osservando un po’ad occhio l’effetto del farmaco in alcuni casi,
il dubbio è che sia cambiata molto la varianza, piuttosto che la media;
precisamente, il dubbio è che la varianza per i malati di tipo B sia maggiore
che per quelli di tipo A. Scrivere le ipotesi e la regione di rifiuto, al 95%,
per un campione di 20 pazienti, partendo dal fatto teorico che la v.a.
(n− 1) S

2

σ2 è una chi quadro a n− 1 gradi di libertà. Si suggerisce il fatto
che la regione di rifiuto deve avere la forma

{
... : S2 > ...

}
. Nel risultato,

lasciare indicato il quantile chi quadro, ricordando che indichiamo con χ2n,α
l’analogo di tn,α, relativo alla distribuzione chi quadro.

Exercise 2 (pt 10, ∼ 3+3.5+3.5) Sia X una v.a. di densità

f (α, x) =

{
Cαe

αx per x ≤ 0
0 per x > 0

dove il parametro α varia nell’insieme dei numeri reali positivi.

1. Trovare la costante Cα per cui la funzione f (α, x) sia davvero una densità
di probabilità.

2. Posto Y = −X, trovare la funzione di ripartizione FY (α, y) e riconoscere
che densità di probabilità fY (α, y) ha la v.a. Y .

3. Trovare lo stimatore di massima verosimiglianza del parametro α.
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1 SOLUZIONI

Esercizio 1.
1)

P (5 ≤ T ≤ 9) = P

(
−1 ≤ T − 7

2
≤ 1

)
= Φ (1)− Φ (−1) = 0.68

2) La precisione della stima, al 95%, è data da

δ =
2 · q0.975√

n
=

2 · 1.96√
n

=
3.92√
n

dove n è la numerosità campionaria. Volendo δ ≤ 1 abbiamo 3.92√
n
≤ 1, ovvero

√
n ≥ 3.92

n ≥ 15.366

quindi bisogna osservare 16 pazienti.
3) H0) nuova media =7, H1) nuova media 6=7. Regione di rifiuto:{

(t1, ..., t20) :

∣∣∣∣ t− 7

3

√
20

∣∣∣∣ > t19,0.025

}
dove t19,0.05 = 2.093. Il valore empirico è t = 6.5. Quindi∣∣∣∣ t− 7

3

√
20

∣∣∣∣ = |−0.74536| = 0.74536

che non supera 2.093. Quindi il test non è significativo, non possiamo affermare
che la media delle due malattie sia diversa.
4) Nella versione gaussiana, la regione di rifiuto è{

(t1, ..., t20) :

∣∣∣∣ t− 7

2

√
20

∣∣∣∣ > q0.975

}
.

Dobbiamo trovare i valori di µ tali che

Pµ,2
(∣∣∣∣T − 7

2

√
20

∣∣∣∣ > q0.975

)
≥ 0.9

ovvero

Pµ,2
(
−1.96 ≤ T − 7

2

√
20 ≤ 1.96

)
≤ 0.1.

Siccome T ∼ N
(
µ, 420

)
, riscriviamo l’identità precedente come

P

(
−1.96 ≤ Z +

µ− 7

2

√
20 ≤ 1.96

)
≤ 0.1
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P

(
−1.96− µ− 7

2

√
20 ≤ Z ≤ 1.96− µ− 7

2

√
20

)
≤ 0.1

dove Z ∼ N (0, 1), quindi

Φ

(
1.96− µ− 7

2

√
20

)
− Φ

(
−1.96− µ− 7

2

√
20

)
≤ 0.1.

Una delle due probabilità è "estrema" ma questo dipende da µ. Ad esempio, se
µ > 7, Φ

(
−1.96− µ−7

2

√
20
)
è trascurabile e dobbiamo risolvere la disequazione

(approssimata)

Φ

(
1.96− µ− 7

2

√
20

)
≤ 0.1

1.96− µ− 7

2

√
20 = q0.1 ≤ −1.29

µ− 7

2

√
20 = 1.96 + 1.29 ≥ 3.25

µ ≥ 7 +
2 · 3.25√

20
= 8.453 4.

Questi sono i valori maggiori di 7 rilevabili col test. Simmetricamente si trovano
quelli minori di 7.
5) H0) nuova varianza =2, H1) nuova varianza >2. Se vale H0), (20− 1) S

2

4
è una chi quadro a 19 gradi di libertà, quindi supera il quantile χ219,0.05 con
probabilità 0.05. Pertanto la regione di rifiuto è{

(t1, ..., t20) : S2 >
χ219,0.05 · 4

19

}
.

Esercizio 2.
1)

1 =

∫ 0

−∞
Cαe

αxdx = Cα

[
eαx

α

]0
−∞

=
Cα
α

da cui Cα = α.
2)

FY (α, y) = P (Y ≤ y) = P (−X ≤ y) = P (X ≥ −y) .

Questa è zero per y < 0, mentre per y ≥ 0

= P (X ≥ −y) =

∫ 0

−y
αeαxdx = [eαx]

0
−y = 1− e−αy.

Quindi la sua derivata è
fY (α, y) = αe−αy

per y ≥ 0, nulla per y < 0. La densità fY (α, y) è esponenziale di parametro α.
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3)
L (α, x1, ..., xn) = αneα(x1+...+xn)

logL (α, x1, ..., xn) = n logα+ α (x1 + ...+ xn)

n

α
+ (x1 + ...+ xn) = 0

α̂ = − n

x1 + ...+ xn
.
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