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0.1 Introduzione

Qui dovrebbe esserci un’introduzione. [3, 1,2, 7, 4, 5, 6]

0.2 Insiemi convessi

Introduciamo in questo paragrafo la nozione di insieme convesso e mettiamo in evidenza
alcune proprieta elementari che discendono dalla definizione. In effetti utilizzeremo qui
alcune nozioni sugli spazi vettoriali topologici di cui parleremo piu avanti — a una prima
lettura si pud supporre che Iambiente X sia RV (in cui comunque le dimostrazioni non
sono banali)

Sia X uno spazio vettoriale.

0.2.1 Definizione. Un insieme K C X si dice convesso se per ogni x1, x5 € K e per ogni
A € [0,1] la combinazione convessa A\xy + (1 — A)xq appartiene a K.

0.2.2 Proposizione. Se Ki, Ky sono convessi e se A\, Ao sono numeri reali, allora

l'insieme
)\1K1 + )\QKQ = {)\1.%’1 + )\2$23£C1 € Kl,iL'Q S KQ}
e convesso.
Se (K;)icr € una famiglia di insiemi convessi, allora K := (] K; é convesso.

€S
0.2.3 Proposizione. Un sottinsieme K C X € convesso se e solo se per ogni n € N, per
ogni n-pla x1,...,x, € X e per ogni n-pla A\y,..., A\, € R, si ha:

=1 =1

0.2.4 Definizione. Dato A C X definiamo 1'inviluppo convesso di A:

co(A) := ﬂ K.

K CONvesso
ACK

Chiaramente co(A) ¢ il piu piccolo insieme convesso contenente A. Non ¢ difficile dimo-
strare che:

co(A) = {Z)\iai:ne N,ai,...,a, € A, Mi,...,\, € [O,l],ZAizl}.
i=1 i=1

Supponiamo ora che X sia uno spazio vettoriale topologico (vedi (2.1.1).

0.2.5 Proposizione. Sia K C X convesso. Allora K e K sono convessi.

0.2.6 Lemma. Sia K convesso. Siano xg,x1 € K e U un intorno di zero tale che
r1+U C K. Set €0,1] indichiamo x; := xo+1t(x1 —x0). Allora per ognit con 0 <t <1
st ha: zy +tU C K.

Dimostrazione. Siat con 0 <t < 1. Prendiamo z € x; + tU; dunque esiste u € U tale che
z = x; + tu. Allora:

z=x0+t(r1 —x0) +tu=(1—1t) zog +t(z1+u) € K.

eK eK

Abbiamo dimostrato che x; +tU C K (vedi anche la figura 0.2. O
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0.2.7 Lemma. Sia K convesso siano x; € [o(, zo € K. Allora il segmento |xg, 1] =
{zo+t(x1 —x):0 <t <1} é contenuto in K.

Dimostrazione. Sia U un intorno di zero in X tale che x; + U C K e sia t fissato con
0 <t < 1. Scegliamo un intorno di zero U’ in modo che U’ sia bilanciato e U’ + U’ C tU
(cfr. (2.1.8) e (2.1.11)). Dato che zy € K esiste ' € K N (zg + U’). Applicando il

Lemma precedente con 2’ in luogo di xy otteniamo che x} := 2’ +¢(z; — 2’) ha la proprieta
xy +tU C K. Se, al solito, z; := zg + t(x1 — x¢) abbiamo x; — x}, = (1 — t)(xo —a') C
(1-t)U' CcU';nesegue zy +U' Cay, +U' +U' C x, +tU C K. Dunque x; € K. O

0.2.8 Proposizione. Sia K un convesso con parte interna non vuota. Allora
K = 0K = OK.
Dimostrazione. Sia o € OK. In quanto segue usiamo la proprieta 9A = A\ A

(a) Vale zg € K. Per dimostrarlo prendiamo z € K e notiamo che, in virtu del Lemma
(0.2.7), il punto z; := xo + t(xr — xy) appartiene a K per ogni ¢t €]0,1]. Dato che
t — x; ¢ continua, se ne deduce che ogni intorno di xq contiene z; per ¢ piccolo,

dunque contiene punti di Ke dunque x( € K.

(b) xy € OK . Segue dalla (a) dato che xy ¢ K.

(c) Siha zy ¢ K. Per dimostrarlo definiamo K := zy — (K — x0) = 2z9 — K (vedi la
figura 0.2). Si verifica facilmente che K ¢ convesso, K = 2x0 — K £ 0exycdK =
219 — OK. Applicando la parte (a) a K si vede che zy € K.

Dico che K e f( sono disgiunti. Se per assurdo y € KN K sarebbe y € K e
j =229 —y € K. Ma allora x¢ = f+ie K per il Lemma (0.2.7) questo contrasta
con g € 0K.

Per quanto sopra zp € K € X\ K = X\ Kela (c) & dimostrata.
(d) zo € OK. Segue dalla (c) dato che x € K.

Dato che 0A C 94 e 0A C 9A valgono per un A qualunque (vedi '), la tesi & dimostrata.
]

0.2.9 Corollario. Dalla propozione precedente ¢ facile dedurre che, se K ¢é convesso e
K # 10, allora:

K=K K=K

0.2.10 Osservazione. Se X ha dimensione finita pari a N e se xg € K possiamo definire

k :=max{i € N:3vy,...,v; linearmente indipendenti con zo +v; € K,j =1,...,i}
(k < N) e M := span(vy,...,v;) con v; linearmente indipendenti e xy + v; € K per
i=1,...,k E facile provare che M e k non dipendono da xy. Allora K C zg+ M e

[
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Figura 1: Proprieta della frontiera di un convesso

K=0seesolose k<N (come si vede facilmente). In particolare le formule 0K = 0K
e K = K rimangono vere (0K = K e K =0).

In dimensione infinita questo diventa falso come si vede prendendo K spazio lineare
denso in X con K = 0.

0.2.11 Definizione. Dato A C X definiamo 1'tnviluppo convesso chiuso di A:

@(A) == N K.

K convesso chiuso
ACK

Chiaramente co(A) ¢ il piu piccolo insieme convesso chiuso contenente A. Notiamo che,

in generale co(A) puo non essere chiuso e quindi non coincidere con ¢6(A). Non e difficile
vedere che €o(A) = co(A).




Capitolo 1

Convessita in dimensione finita

1.1 Funzioni convesse di una variabile

In questo e nel prossimo paragrafo consideriamo X = R,

1.1.1 Definizione. Sia K C X un insieme convesso e sia f : K — R. Diciamo che f e
convessa se per ogni x1,r9 € X e per ogni A € R si ha:

1,9 € K, A€ [0,1] = f(Azy + (1 — N)z2) < Af(x1) + (1 — A) f(z2). (1.1)

1.1.2 Proposizione. 1. f: K — R ¢ convessa se e solo se per ogni n intero, per ogni
n-pla di punti xq,...,x, € K e per ogni n-pla di numeri reali Ay, ..., A\, € [0,1] si
ha:

n

neK, >0V, Y N=1=f (im> < Zn:/\if(xi).
=1 =1

i=1
2. f: K — R ¢é convessa se e solo se il suo epigrafico
epi(f) := {(x,y) eRV iz e K, f(x) < y}
e convesso in X X R.
1.1.3 Proposizione. 1. Se f,g sono convesse, A\, > 0, allora \f + pug é convessa.

2. Se f,g sono convesse su I intervallo reale, non negative e crescenti, allora fg é
convessa.

3. Se f € convessa e se G : R — R ¢é convessa crescente, allora: G o f é convessa.

Nel resto del paragrafo studiamo le proprieta delle funzioni convesse su R. Innanzitutto
¢ ovvio che vale il seguente risultato.

1.1.4 Proposizione. K C R ¢ convesso se e solo se K é connesso se e solo se K é un
intervallo.

A questo punto fissiamo un intervallo I e una funzione f : I — R.
1.1.5 Proposizione. Sono equivalenti:
(a) f é convessa in I;
(b) per ogni terna x1 < xo < x3 in I si ha:

f(%) — f(z1) <

To — X1 T3 — T2

I
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f(x) — f(wo)

T — X9

(c) per ogni xzo € I il rapporto incrementale Ay (x) = ¢ una funzione

(debolmente) crescente su I\ {x}.

Dimostrazione. Dimostriamo che (a) < (b). Per questo notiamo che:

T2 — X1 X3 — T2

<l&0<L <1

T3 — T T3 — T

T9 compreso tra x1 e x3 < 0 <

T3 — Ty — X T3 — X
Dato che zy, = ( 3 2>xl—l—( 2 1)373, chiamando t = =2 2, si ha che f ¢

Tr3 — T T3 — Iq Tr3 — X1
convessa se e solo se:

f(z2) < (f’ — ?) flz) + (ig — i1> f(z3) per ogni xs compreso tra x; e x3
3— 1 3— 21

che, con semplici calcoli, equivale a (1.2).
Dimostriamo che (b) < (c¢). Innanzitutto (c) = (b) perché (1.2) si puo scrivere come

Ay, (x1) < Ay (x3) se 11 < g < T3.

Per il viceversa notiamo che, se x1 # x3:

To — T1 T3 — T2

Am (1’3) = Am (x2) +

Tr3 — T T3 — I

Aa)g (x3)7

dunque A,,(z1) ¢ combinazione convessa di A, (z2) e A,,(z3). Allora da (1.2) si ricava:

flwe) = flan) _ flag) = flan) _ flas) = flas) T <y <3 (1.3)
T9 — X1 o T3 — 71 B T3 — T2

Scegliendo volta per volta xy come uno tra 1, xs e xs si dimostra facilmente la (¢) O

1.1.6 Corollario. Se f ¢ convessa, allora per ogni punto x di T esistono finite la derivata
destra f (xo) e la derivata sinistra f'(z¢). Inoltre se x1,x0 € I con 1 < x3 si ha
fl(xr) < fi(z) < fL(az) < fi(z2).

o
Come consequenza f € continua in 1.

Dimostrazione. Dalla monotonia di A, (z) si deduce lesistenza di f’ (z9) = sup Ay, (2)
x<x0

e fi(xo) = xi;lfo Az, (), come pure la disuguaglianza f’ (z¢) < f (20). Inoltre se 1 < x,

si ha anche f) (z1) < Ay (w2) = Ay, (1) < fL(22), da cui si deduce il resto della tesi. [

1.1.7 Osservazione. E chiaro che f puo non essere continua agli estremi di /. Pero, se per
esempio a = min [ (e I # (), allora ragionando come sopra:

fi(a) = inf F@ =19 o limsup(f(z) — f(a)) = limsup(z — a)f(x) — f(a) <0
r>a Tr—a r—at wat T —a
(se f'(a) ¢ finito il limite viene zero, se f’ (a) = —oo I'argomento del limsup & negativo

per z vicino ad a). Dunque f € semicontinua superiormente in a; lo stesso si verifica in b.
\ o
E anche facile vedere che se f ¢ convessa in [ ed ¢ s.c.s. in [, allora f ¢ convessa in [.

1.1.8 Proposizione. Sia f derivabile in I es.cs. inl. Allora sono equivalenti:

(a) f é convessa in I;
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(b) f’ é crescente in I;

(c) si ha: O
f(z) > fzo) + f'(z0)(z — x0) Vo, z9 € 1.

Dimostrazione. Notiamo che se I = 0 il risultato & banale e quindi supponiamo I £ .

(a) = (b) segue dal Corollario (1.1.6), dato che f'(z) = f_(x) = fi(x).

Dimostriamo (b) = (a) mostrando che da (b) si deduce la (1.2). Siano x; < zy < z3:
usando il teorema di Lagrange si trovano x’ €|xy, z5[ con f'(2') = Ay, (x2) € 2" €]z, x5]
con f'(z") = A,,(x3). Dalla monotonia di f’ si ricava allora A, (x2) < Ag,(x3).

Dimostriamo (a) = (c¢). Supponiamo x > xy: per la monotonia dei rapporti incre-

mentali abbiamo f’(zo) = f/ (zo) < M. Moltiplicando per (x — xy) > 0 si ha
f(x) — f(zo) > f'(zo)(x — x0), da cui lxa_teggi. Nel caso © < zg si ragiona nello stesso
modo: Jlw) = fxo) < f'(zo), e moltiplicando per (z — zg) < 0 si riottiene la stessa
diseguagliarxlz;. 0

Dimostriamo (c) = (a). Siano z1,zy € ite [0,1]. Posto z; := tay + (1 — t)z5 si ha:
f(@r) > f (@) + f'(z) (21 — 24)
flx2) 2 f (@) + f'(@e) (22 — 24)

Moltiplicando la prima per ¢, la seconda per (1 —¢) e sommando:

tf(@) + (1 =) f(x2) =2 fw) + f'(20) (twr + (1= D)y —w) = f(1).

~~
Tt

Dunque f € convessa in Ie per L’Osservazione (1.1.7) f & convessa in [. O

1.1.9 Corollario. Se f e derivabile due volte inlescs in 1, allora f e convessa se e
solo se f"(x) > 0 per ogni x in I.

Dimostrazione. Basta usare la proposizione precedente, dato che f” > 0 se e solo se [’ &
crescente. O

In realta la Proposizione (1.1.8) puo essere generalizzata senza l'ipotesi che f sia
derivabile. Nella proposizione che segue supponiamo [ aperto per evitare di trattare
derivate infinite.

1.1.10 Proposizione. Supponiamo I aperto e f: 1 — R. Allora sono equivalenti:
(a) f é convessa in I;

(b) per ogni punto xo € I esistono finite la derivata destra f’ (xo), e la derivata sinistra
[ (xo), fL < fi ed entrambe sono funzioni debolmente crescenti;

(b.1) In ogni punto xy di I esiste finita la derivata destra f' (xo) (la derivata sinistra
[ (x0)) ed & una funzione debolmente crescente.

(c) esiste una funzione m : I — R tale che:

f(x) > f(zo) +m(zo)(x — x0) Vo, xo € 1.

Inoltre se vale una qualunque delle proprieta sopra, si ha f'(v) < m(x) < fi(x), da cui
seque che m e debolmente crescente.
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Dimostrazione. (a) = (b) ¢ il Corollario (1.1.6).

(b) = (b.1) ¢ ovvio.

(b.1) = (a) Si ragiona come nel corrrispondente passo della (1.1.8), usando la versione
generalizzata di Lagrange (A.1.3) in appendice (per verificarne le ipotesi si noti che la
derivata destra ammette limite sinistro essendo crescente).

(a) = (c) Prendiamo m(z) compreso tra f’ (z) e f’ (x) e ragioniamo come in (1.1.8).

(c) = (a) La dimostrazione ¢ identica a quella fatta per la (1.1.8), pur di usare m(x)
in luogo di f'(z).

E chiaro infine che dalla (c) (espressa in termine di rapporti incrementali) facendo un
passaggio al limite per © — a2y (z — a3 si ottiene f’ (xo) < m(z) (f}(xo) > m(z)). O

1.1.11 Corollario. Se f : [a,b] — R é convessa e continua allora f' :]a,b] —] — oo, +00]
é continua da sinistra e f' : [a,b[—] — 00, 400] & continua da destra (ammettendo valori
infiniti in a e b).

Dimostrazione. Vediamo il caso di f’. Sappiamo che f’ ¢ crescente dunque per ogni
To €Ja,b] f. ha limite sinistro e lim f’ (x) < f(2g). Viceversa dato x < xq in ]a, b] per

il Teorema precedente esiste &, €]z, x| tale che f/ (&) < w < fi(&). Ma
— Tp
f(z) = f(@o) f(z) = f(zo)

allora < fL(2') per ogni ' €]¢,, xo[, da cui < lim f'(z).

Facendo tendere x — z; la tesi ¢ dimostrata.
O

1.2 Funzioni convesse in dimensione finita

In questo paragrafo generalizziamo i risultati in una variabile alle funzioni su RY. Fissiamo
quindi un insieme K convesso in RY e una funzione f : K — R.

1.2.1 Proposizione. Supponiamo f convessa in K. Allora per ogni xy € K esiste p>0

tale che sup |f| < 4oc.
B(o,p)

Dimostrazione. Sia xy € K. Se § > 0 ¢ sufficientemente piccolo il cubo Q(xg,d) :=
[£o1 — 0,201 + 0] X -+ X [xg N — 0,29 N + 0] € contenuto in K. Siano xy,...,xen 1 vertici
di Q(xg,d); allora per ogni x € Q(x0,0) si ha x = Z?;VO Aiz; per opportuni \; € [0, 1] tali

.....

che f ¢ inferiormente limitata in Q(zo,d). Se € Q(xo,d) prendiamo 2’ := zg — (xr — xo)
(il simmetrico di x rispetto a xg). Si vede facilmente che 2’ € Q(x¢,d). Per la convessita:

Flao) < 34(@) + 5 f() = (&) 2 2f(w0) = f(&') 2 2f(z0) — C.

1.2.2 Osservazione. E chiaro che dalla Proposizione precedente si ricava:

F C K, F compatto & sup | f(x)] < +oo.
el

1.2.3 Teorema. Supponiamo f convessa in K. Allora f é localmente lipschitziana in K.
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Dimostrazione. Siano o € K e R > 0 tale che B(zo,R) C K. Sia Ry > R tale
B(xo,Ry) C K. Dati z1 e x5 in B(xg, R) consideriamo la retta per z; e xo definita
parametricamente da r(t) = (1 —t)x; +txe = x1 + (22 — 1) e la funzione p(t) := f(r(t)).
Possiamo considerare ¢ definita sull’intervallo [a,b] dove a < 0 e b > 1 sono tali che che
|lr(a) — xo|| = ||r(b) — zo|| = R;. Possiamo anche introdurre a; €la,0] e by € [1,b] tali che
Ir(a1) — oll = [[r(b1) — 2ol = R (vedi figura).

Si ha:
Ry — R < [[r(a) = r(a)] = (a1 — a)||lz1 — 22|
e quindi (a1 —a)™ < [|z; —23||/(R1 — R)). Analogamente (b—0b;)~! < ||z —x2]|/(R1 — R).

Per le proprieta delle funzioni convesse in una variabile:

plar) —pla) _ 9(0) —¢la) _ (0) =) _ (1) —pb) _ @(bi) = »(b)
ar—a - 0—a - 0-—1 - 1-0 - by —b

(vedi figura) da cui, indicando con S, = S(xzg, p) := {z: ||z — zo|| = p}:

isnff—supf Zupf—iglff
R
R1R1 _Z% —||w2 — @] < flx2) = fla1) < %—_RH:L‘Q — x1]|.

Notiamo che i sup e gli inf scritti sopra sono finiti a causa della precedente Proposizione
(1.2.1), dato che Sg, € compatto. Ne segue che f & lipschitziana in B(zg, R) ]

1.2.4} Osservazione. Nei prossimi enunciati supponiamo K aperto. In generale e utile
osservare che, se K ¢ un convesso e se f : K — R & continua, allora

o
f convessa su K < f convessa su K.

1.2.5 Proposizione. Siano K C RN convesso e aperto, f : K — R differenziabile in K.
Sono equivalenti

(a) f é convessa in K;

(b) z — Vf(x) é monotono in K, cioé:

(Vf(z2) = Vf(21), 22 —22) >0 Vi, 10 € IO(;
(c) si ha:

f(z) > f(xo) + (Vf(xg),x — x0) Y,z € K.
Dimostrazione. Dimostriamo che (a) = (c). Siano zg,x € K. Definiamo «(t) := tz +

(1 —t)xg e @(t) := f(y(t)) per t €|a,b] dove a < 0 <1 < b. Se f ¢ convessa, allora ¢ ¢
convessa in |a, b[. Per le proprieta in una variabile deve essere

o(t) > olto) + ¢ (to)(t — to) Vt, to €]a, b]. (1.4)
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Peraltro ¢'(t) = (Vf(y(t)),x — x) e quindi, scrivendo la disuguaglianza sopra in ¢ =
1,to = 0 si ottiene la (c). Questa stessa dimostrazione puo essere usata nell’altra direzione
per provare che (¢) = (a): fissati x; e x9 e definita p(t) := f(tzy + (1 — t)z1), usando la
(c) si deduce che vale (1.4). Allora ¢ ¢ convessa per la Proposizione (1.1.8), in particolare,
scrivendo t = t1+ (1 —¢)0 si ha o(t) < tp(l) + (1 — t)p(0), cioe f(txe + (1 —t)xy) <
tf(za) + (1 —t)f(x1). Per Parbitrarieta di z1,xq, f & convessa.

Dimostriamo che (¢) = (b). Dati z;, 22 € K, possiamo scrivere:

f(x2) > f(21) + (Vf(21), 22 — 11)
f(x1) 2 f(x2) + (Vf(22), 21 — 22) .

Moltiplicando per t e per (1 —t), e sommando, si ottiene la (b).
Dimostriamo che (b) = (a). Anche in questo caso prendiamo z; e 2 in K e definiamo

Y(t) :=taa+ (1 —t)xy e p(t) := f(y(t)). Dato che ¢'(t) = (V f(7(t), za — x1), si ha:
0 < (Vf(v(t2) = VF(y(tr): v(t2) — v(t1) = (¢ (t2) — ¢'(t1))(t2 — t).

e usando la (b) si ricava che ¢’ & crescente. Dunque ¢ ¢ convessa e per l'arbitarieta di
1,y [ € convessa. O

1.2.6 Proposizione. Siano K C RN convesso e aperto, f : K — R differenziabile due
volte in K. Allora f ¢ convessa se e solo se V2f >0 in K.

Dimostrazione. Se f ¢ convessa allora vale la (b) della Proposizione (1.1.8). Siano zy € K,
v € RN e |h| & piccolo (in modo che g + hv € K):

0 < (V (o + hv) — V f(20), hv) = (V> f(z0) - hv + o(h), hv) .

Facendo tendere h — 0 si ottiene (V2 f(xq) - v,v) > 0 per ogni v € RY (che ¢ la definizione
di V2f(z0) > 0).
Viceversa, se V2f(xg) > 0, presi x1, 7o in K, definite v e ¢ come nella dimostrazione

precedente, si trova ¢"(t) = (V2£(4(£)) - 7/(£),¥/(1)) = (V2F(3(8)) - (w2 — 1), 3 — 1) >
0. Dunque ¢ & convessa, da cui la tesi, per I'arbitarieta di x, zs. O

1.2.7 Controesempio. Non ¢ vero, a differenza del caso unidimensionale, che f e
semicontinua superiormente sul suo dominio. Prendiamo per esempio la seguente funzione:

o sey>a22>0
f(fff,y):{

y
0 sexz=0.

definita su K := {(z,y):y > 2%}.

1.3 Coni normali e sottodifferenziali in dimensione
finita

1.3.1 Definizione (cono normale). Sia K C RY convesso e sia z € K. Poniamo:
Ng(z): {v eRY: (yy—2) <0 VyeK}. (1.5)

N (z) si dice il cono normale a K in x. E chiaro che N (z) & convesso, chiuso, 0 € N (z)
e che se v € Ng(z) et > 0, allora tv € Nk (z) (quest’ultima dice che Nk (x) ¢ un cono).

1.5.2 Osservazione. Se z € K, allora Ng(z) = {0}.
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Dimostrazione. Sia v € Ni(z) e sia p > 0 tale che B(x,p) C K. Prendendo y = z + =
con z € B(0,p) in (1.5) si ha

(v,z) <0 Vze B(0,p).

Se z € RY posso moltiplicarlo per ¢ > 0 piccolo in modo che tz € B(0, p): usando tz nella
diseguaglianza sopra e semplificando poi ¢, trovo:

(v,2) <0 VzeRY
Prendendo —z al posto di z trovo anche la diseguaglianza opposta per cui:
(v,2) =0 VzeRY
che equivale a v = 0. O]

1.3.3 Teorema. Sia K un convesso in RY. Allora per ogni x in OK si ha Nk (z) # {0}.

Dimostrazione. Possiamo supporre K # () e K # RY perché in questi casi 9K = ) e non
¢’e nulla da dimostrare. Se K = ) allora K C zo+ M con zy € K e M spazio lineare
di dimensione minore di N (vedi 'osservazione (0.2.10)). Se v # 0 ¢ ortogonale a M ¢

facile vedere che v € Ng(x) per ogni x in K. Supponiamo allora che K # (. Per la
Proposizione (0.2.8) si ha z € K. Allora esiste una successione (z,,),, in RY \ K tale che
r, — x. Dato che K & chiuso esiste y, € K, y, punto di minima distanza tra K e z,.
Dato che, in particolare, ||z — 2,| > ||y — @], si ha g, — 2. Inoltre per ogni y € K:

||yn - ang < ||y - $n||2 = ||y - yn||2 +2 <y —Yn,Yn — $n> + ||yn - anZ
da cui: .
<y_yn7$n_yn> < EHy_yn“Q vyeK (16)
Prendendo t €]0,1] e y,, + t(y — yn) (= ty + (1 — t)y, € K) al posto di y si ha:

t2 _
t<y_yn7$n_yn>§_Hy_ynH2 VyeK
da cui, semplificando t e facendo tendere t — 0
<y_yn7xn_yn> SO VyEI_( (17)
Tn — YUn

[E
v, — v e passando al limite in (1.7):

Se poniamo v, := abbiamo allora ||, || = 1, per cui, a meno di sottosuccessioni,
(Y= Yn, V) <0=(y—x,v) <0 Vy € K.
Dunque v € Ng(u) e v # 0 dato che ||v|| = 1. In particolare v € Nk (u) \ {0}. O

1.3.4 Definizione (sottodifferenziale). Siano K C RY convesso e f : K — R. Dati
19 € K e w € RY dico che w & un sottodifferenziale per f in xq se

f(z) > f(xg) + (w,x — x0) Vo € K.

L’insieme (eventualmente vuoto) di tutti i w con la proprieta sopra si indica con Jf(zo)
e si chiama (con un leggero abuso di linguaggio) il sottodifferenziale di f in x.
Si verifica facilmente che df(zo) ¢ un sottoinsieme convesso e chiuso di RY.
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1.8.5 Osservazione. Se K e convesso e f : K — R e sottodifferenziabile in ogni punto di
K, allora f & convessa. Infatti presi zq, 29 € K, presot € [0, 1] e posto x; := txg+ (1 —1t)x
possiamo prendere a € df(x;) e scrivere:

flzi) > fxy) + (o, 2 — xy) i=1,2.

Moltiplicando per ¢ (dove i = 2) e per (1 —t) (dove i = 1) e sommando si ha la tesi (stesso
argomento di (c) = (a) in (1.1.8)).

1.3.6 Lemma. Siano K convesso, f : K — R e xg € K tali che Of(xy) # 0. Sia v € RY
e supponiamo che zo+tv € K per |t| < e cone > 0. Poniamo ¢(t) := f(xg+tv), definita
pert €] —e,e[. Se esistono ¢’ (0) e ¢/ (0) si ha:

" (0) < {a,v) < ¢ (0) Vo € Of (x).

Dimostrazione. Se v = 0 viene tutto 0. Supponiamo allora v # 0 e sia a € 0f(zg). Se
0 <t<esiha:

p(t) — (0)
t

f(wo +tv) = [(wo) + (o, tv) = > (@, v),

da cui, facendo tendere t — 0% si ottiene ¢/, (0) > (o, v). Analogamente

p(=t) = »(0)

f($0 — tv) > f(mo) + <Oé, _tv> = —t

< {a,v)
implica ¢’ (0) < («,v). O

1.3.7 Osservazione. Se f : K — R & convessa ed e differenziabile in z, € K , allora
Of (x0) = {V f(xo)}. Infatti V f(zo) € Of(x0) per la (c¢) di (1.2.5). Viceversa supponiamo
a € Of(xo). Per ogni v € RN la funzione o(t) := f(x + tv) & definita in un intorno di
zero ed ¢ convessa. Inoltre esiste ¢'(0) = (V f(z),v). Per il lemma (1.3.6) si ricava:

(Vf(xo),v) = {(a,v) Vv € RY.

essendo v arbitrario si ricava a = V f(zy).
Il seguente teorema dimostra il “viceversa” dell’ Osservazione (1.3.5).

1.3.8 Teorema. Sia K un insieme convesso RY e sia f : K — R una funzione convessa.
Allora per ogni punto xo di K si ha 0f(u) # (.

Dimostrazione. Sia IC 1" epigrafico di f: K = {(w,f RN*L ¢ > f(x } Come gia osser-
vato K & un convesso di RN¥*1, Per il Teorema (1.3.3) per ogni punto (x¢,&) € OK esiste
un vettore non nullo (wg, wy) € R¥*1! tale che

<(w07w0)7 (l’ - ZL’o,f - §0>>N+1 S 0 V(ZL’,f) ek
cioe:
(o, — x0) +wo(§ —&) <0 Vo e K, V&> f(z). (1.8)

Se & = f(xg) sicuramente (zg,&p) € 0K, dato che (z, &) ¢ K per £ < f(xg) e quindi vale
(1.8). Se prendiamo = = zg e £ > & = f(xp) in (1.8), otteniamo wy < 0. Dimostriamo
che non puo essere wy = 0. Se cosl fosse avremmo

(wo,z —x) <0  Vre K. (1.9)
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cioe wy € Nk(zp) Dato che z € K si ha wy = 0, per 'Osservazione (1.3.2). Questo ¢
assurdo perché (wo,wp) # (0,0). Dunque wy < 0 e mettendo £ = f(x),& = f(zo) la (1.8)
si puo riscrivere:

<w_£,;g ~ x0> < f(x) — f(xo).

ciod — 0 ¢ f(xo). O
“o

1.3.9 Proposizione. Sia f : K — R convessa. Allora Of : K — 2®Y ¢ un operatore
(multivoco) monotono, cioé:

YV, zo € IO(, Vay, ap € RY tali che oy € Of (1) i = 1,2 si ha {ay — ag, x1 — 13) > 0.
Dimostrazione. Siano 1, xy € K e siano a; € Of(z;), per i = 1,2. Si ha:

f(za) > f(x1) + (a1, 22 — 1) ,
f(x1) > f(z2) + (a2, 21 — 22) .

Sommando le due si ha la tesi. O]



18

CAPITOLO 1. CONVESSITA IN DIMENSIONE FINITA



Capitolo 2

Spazi localmente convessi

2.1 Spazi Vettoriali Topologici

2.1.1 Definizione. Chiameremo spazio vettoriale topologico (abbreviato S.V.T.) una cop-
pia (X, 7) in cui X ¢ uno spazio vettoriale su R e 7 ¢ una topologia su X che rende continue
le operazioni

s: X x X —= Xdef. da: s(z,y) =z +vy, p: R x X — Xdef. da: p(\, x) := Az.
Conveniamo di indicare .#(zg) = Z;(xo) la famiglia degli intorni di un generico z.

2.1.2 Osservazione. B chiaro che 7 ¢ invariante per translazioni: A € 7,20 € X = 29+ A €
7. In particolare, dato xo € X, si ha U € .Z.(x9) se e solo se U = zq + Uy con Uy € Z(0).

Supponiamo in questo paragrafo che (X, 7) sia uno S.V.T. .

2.1.3 Osservazione. Dato V' € Z(0) esiste U € #(0) tale che U + U € V. Per vederlo
basta applicare la continuita in (0,0) della funzione (z,y) — = + y.

2.1.4 Osservazione. Si ricava facilmente dalla continuita di = — —z che U € #(0) <
-U € 7(0).

2.1.5 Proposizione. Sono vere le sequenti proprieta.
1. Sexpg e X e A€ R\ {0}, allora x — xy + Az é un omeomorfismo da x in x.
2. Se A,B C X e A ¢ aperto, allora A+ B ¢é aperto.
3. Se A,B C X, A ¢ chiuso e B ¢ compatto, allora A+ B é chiuso.

4. Se ACX, allora A= [\ (A+70).
Ues(0)

Dimostrazione. (1) ¢ semplice. Per (2) supponiamo x = a +b € (A + B). Dato che A &
aperto esiste U € #(0) taleche a+U C A. Alloraz+U =a+b+U Cb+AC A+ B.

Vediamo (3). Supponiamo che x ¢ (A + B). Allora per ogni b € Bsihaxz —b ¢ A
ed essendo A chiuso deve esistere U, € #(0) tale che (x — b+ Uy) N A = (). Scegliamo
U, in #(0) tale che U] + U] C U,. Per la compattezza di B esistono by, ..., b tali che

k
b; — Uj, ricoprono B. Prendiamo U’ := (| U € #(0). Dico che (z + U')N (A + B) = 0:
=1

se questo ¢ vero abbiamo provato che z ¢ esterno ad (A+ B) e (3) ¢ dimostrata. Se per
assurdo fosse (x + U") N (A + B) # () esisterebbero a € Ae b € B taliche a+b e z+ U’
ciot a € v — b+ U'. Ma d’altra parte b € b; — U, per un opportuno i da cui z —b+ U’ C

19
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r—b+U, +U Cx—b;+Uy, +U, Cx—b;+ U, e quest’ultimo insieme & disgiunto da
A. Ne segue una contraddizione e dunque la dimostrazione di (3).
Dimostro (4). Siaz € (] (A+U). Allora dato U € .#(0), anche —U € .#(0),
Ues (0
quindi esiste a € A tale che m()E a — U. Questo equivale a dire a € x + U: dunque
YU € .#(0) Ja € A:a € 4+ U. Dunque x € A. Viceversase v € A e U € .7(0) esiste
a€(x—U)NA ciocac Aex €a+U. Dunque z € A+ U. Dato che questo & vero per

ogni Uin #(0)sihaz e (] (A4 U) e questo conclude la dimostrazione. O
Ue.7(0)

2.1.6 Osservazione. Siano zo € X e A € R\ {0}. Dalla (1) della proposizione precedente
si ha che per ogni A C X:

o + A = o + )\/_1, 8(1’0 -+ )\A) =X+ )\6A, o + A = o + )\/(i

Ricordiamo una definzione che useremo piu volte nel seguito.

2.1.7 Osservazione. Sia (X,7) uno S.V.T. e sia # C 2% (una famiglia di sottoinsiemi di
X). Si dice che # ¢ una base di intorni di zero se 0 € B per ogni B € #siha( € B e se
per ogni U € .#(0) esiste B € # con B C U.

Piu in generale, se X e uno spazio vettoriale e 2 C 2%, diremo che % ¢ una base di
intorni di zero se

1. 0 € B per ogni B € %;
2. se By, By € A, esiste B € % tale che B C B1 N Bs.
E facile vedere che, se # ha le proprieta sopra, allora posso definire
F0):={UcCX:d3Be B, with BCU} , 7:={ax+U:xeX Ue€.#(0)}

e in questo modo 7 = 7(%) € una topologia tale che (X, 7) ¢ uno S.V.T., e Z & una base
di intorni di zero nel primo senso detto sopra.

2.1.8 Definizione. Le seguenti definizioni, eccetto 'ultima, riguardano solo la struttura
vettoriale di X e prescindono dunque da 7. Siano A, B C X. Diciamo che:

e A ¢ bilanciato (o cerchiato) se AA C A per ogni A € R con |A| < 1;

e A assorbe B se esiste oy > 0 in R tale che B C aA per ogni « in R con |a| > ay;

A & assorbente (o radiale ) se A assorbe {z} per ogni z € X: Vx € X esiste a, > 0
tale che x € @A per ogni a in R con || > «; questo implica 0 € A (perché A
assorbe 0) e allora A ¢ assorbente se e solo se Vo € X 3¢, > 0 tale che ex € A per
ogni € in [—&,, e,];

A assorbe positivamente B se esiste ag > 0 tale che B C oA per ogni o > ay;

A & positivamente assorbente se A assorbe positivamente {x} per ogni z € X; questo
equivale a dire che Vo € X Je, > 0 tale che ex € A per ogni € € [0,&,];

e A ¢ simmeltrico se —A = A,
o A ¢ limitato se ogni U € #(0) assorbe A.

2.1.9 Proposizione. Ogni intorno di zero é assorbente (se x € X allora {x} ¢é limitato).
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Dimostrazione. Sia V € £(0). Dato x € X, per la continuita di A — Az, in A = 0, si ha
che esiste € > 0 tale che Az € V per ogni A in R con |A\| < €. Dunque V assorbe z. ]

2.1.10 Proposizione. Se V € .#(0) esiste U € #(0) tale che U CV e U é bilanciato.

Dimostrazione. Sia V' € #(0). Per la continuita di (A, z) — Az, in (0,0), troviamo € > 0
e U' € .Z(0) tali che \U" C V per ogni A in R con |[A\| < e. Posto U := |J AU’ si ha che

[A|<e
Ue 7(0),U CVeU e bilanciato (per costruzione). O

2.1.11 Proposizione. Siano X uno spazio vettoriale e T una topologia su X. Allora (X, T)
e uno S.V.T. se e solo se T & invariante per translazioni ed esiste una base %y di intorni
dello zero tale che:

1. se V € #, allora esiste U € %y con U +U C V;
2. se U € A, allora U é bilanciato;
3. se U € Sy, allora U é assorbente.

Dimostrazione. E chiaro che le proprieta scritte sopra sono necessarie affinché (X, 7) sia
uno S.V.T., come si evince da quanto detto sopra. Viceversa sia .#, una famiglia di
insiemi contenenti lo zero e verificante (1),(2) e (3). Se 7 ¢ la topologia generata da
{r+U:x € X, U € H}, ¢ chiaro che 7 ¢ invariante per translazioni e che .%, ¢ una base
di .Z-(0). Rimane da dimostrare la continuita delle operazioni rispetto a 7. La continuita
della somma in (0,0) segue immediatamente da (1); per translazione si passa da (0,0)
a un qualunque (xg,7y9) € X x X. Riguardo al prodotto fissiamo A\g € R e 5 € X e sia
V € 4. Prendiamo n € N tale che 2" > )y + 1. Usando la (1) prendiamo U; € .#; con
Uy + U, C V. Dato che U, ¢ assorbente (per (3)) troviamo gy > 0 tale che exy € Uy per
ogni € €] — g¢,¢0[. Possiamo ovviamente supporre che g9 < 1. Sempre per la (1) (iterata
n volte) possiamo prendere U € % tale che

U+U+---UcCU,.
—_——
2™ addendi

Siano x € g+ U e |A — A\g| < g9. Allora Az = Az — o) + (A — Xo)zo +Xozp. Si ha:

=(%) =(%)

A

A A 1 A
2n<|0|+€0<’0’+ <1l = ——(x—x9)€U

- 2n - 2n 2N

poiché x — zp € U e U ¢ bilanciato (per (2)). Ne segue:
2 2n
(%) :ZQ—NZEO cvcu.
i=1 i=1
Inoltre da A — A\g| < &g si ha (xx) € U;. Dunque A\x € \gxg + Uy + Uy C Agzg + V. O

2.1.12 Osservazione. Se U e V sono come in nella (1) sopra, allora U C V. Infatti se
x € U allora esiste 2’ € U con 2’ € x —U. Ma allorax € 2’ +U CU+U C V.
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2.2 1l funzionale di Minkowski

In questo paragrafo X e semplicemente uno spazio vettoriale.

2.2.1 Definizione. Sia £ C X. Introduciamo pg : X — [0, +oc|, detto funzionale di
Minkowski relativo a E, ponendo

pe(z) =inf{A>0: Vp> A prE}:inf{/\>0: Vp > A %EE}

Notiamo che pg(z) = +00 quando 'insieme di cui si vuole prendere l'inf ¢ vuoto,
2.2.2 Proposizione. Valgono i fatti sequenti.
(a) pr(zr) < 400 per ogni x se e solo se E ¢é positivamente assorbente.

(b) pr(z) = 0 se e solo se tx € E per ogni t > 0. In particolare p(0) =0 se 0 € E
mentre pp(0) = +o00 se 0 ¢ E. Dunque Pg(0) < +00 se e solo se 0 € E.

(c) Se E ¢ simmetrico, allora pp(—x) = pp(x).
(d) pr(tz) =tpe(x) per ogni x in X e ogni t > 0.
(e) Se E ¢ convesso, allora pgp(x +vy) < pe(x) + pe(y) per ogni z,y € X.
Dimostrazione. Nel seguito, se x € X, poniamo:
Ig, ={\>0:Vp>\ z€pE}.

E facile vedere che Ip, CJ0,+00] ¢ un intervallo, che sup g, = 400 e che pg(x) ¢
'estremo sinistro di Ig, (pr(x) = +oo se Ig, = 0).

Dimostriamo (a). Il fatto che pg(z) < 400 equivale a dire che Ig, # 0 e cioe che
esiste A > 0 tale che x € pFE per ogni p > A: in altre parole E assorbe positivamente .
Se questo avviene per ogni x, allora E e positivamente assorbente.

Dimostriamo (b). Dire che pg(z) = 0 equivale a dire che I, =]0,+oo[ e questo
equivale a tz € F per ogni t > 0.

Dimostriamo (c). Si verifica facilmente che I_g _, = Ig,. Se E ¢ simmetrico Ig_, =
I, da cui la tesi.

La (d) si dimostra notando che, se z € X e t > 0:

t
IE,tz:{/\>0: Vp >\ —xEE}:{tX:X>O,Vp/ZX E/GE}:HE@.
p p

Dimostriamo (e). Supponiamo che E sia convesso. Se pg(z) = +0o oppure pg(y) =
+o0o la tesi e ovvia, dunque possiamo supporre pg(r) < +00 e pe(y) < +o00. Sia A >
pe(z) + pe(y) e sia p > A. Dato che |pg(z),+oo[ C Ig. e |pe(y), +oo| C Ig,, allora
esistono p, € Ig, e py, € Ig, con p, + p, = p. Inoltre

x+y:p_$£+&£€E
p PP PPy
Z Y _ Pz _ Py N
dato che — € F, = € E,t:="=€[0,1] el —t == e che E ¢ convesso. Dunque \ €
Pa Py p p

Ig 2y perogni A > pp(x)+pr(y). Nesegue che pp(z+y) = inf Ig vy < pr(x)+pe(y). O
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2.2.3 Osservazione. Se E C X si ha {x € X:pg(z) <1} C E. Infatti se pp(r) < 1
allora 1 € Ig, e quindi z € E. Se E e convesso e contiene lo zero, allora vale anche
E C {x € X:pg(z) < 1}. Infatti se x € E allora x/p € E per ogni p > 1, da cui 1 € Ig,;
questo implica Pg(z) < 1.

2.2.4 Definizione. Ricordiamo che una funzione p : X — R viene detta seminorma se
p(x) > 0 per ogni z € X e

e p(tx) = |t|p(x) per ogni z € X;

e p(z +y) <plx)+p(y) per ogni x,y € X.

2.2.5 Proposizione. 1. Se K ¢ un sottoinsieme convesso simmetrico assorbente di X
(in particolare 0 € K ), allora px é una seminorma.

2. Sep: X —= R éuna seminorma, allora K := {x € X:p(x) < 1} é convesso simme-
trico e assorbente. Inoltre p = pg.

Dimostrazione. La (1) ¢ conseguenza delle proprieta di pg in (2.2.2). Per la (2) con-
sideriamo K := {p<1}. Se x,20 € K, t € [0,1] ¢ y = txs + (1 — t)z;, allora
p(xy) < p(tzs) + p((1 — t)zy) = tp(xe) + (1 — t)p(xy) < t+ (1 —¢) = 1. Dunque K
¢ convesso. Dato che p(—x) = p(z) K & simmetrico. Vediamo che K ¢ assorbente. Se
x € X possiamo scegliere £ > 0 in modo che gp(z) < 1 (se p(x) = 0 ogni £ > 0 va bene).
Allora se € € [—¢, 2| si ha p(ex) = |e|p(x) < 1, cioe ex € K. Infine, se x € X si ha:

ANelg, ©A>0Vp> A epK & A>0,Vp>Ap(x)<pe A>0,plx) <A

Dunque I, =|p(z),+o0[, da cui px(z) = p(z).

2.3 Spazi localmente convessi e seminorme

2.3.1 Definizione. Diremo che X & uno spazio vettoriale localmente convesso se X e uno
S.V.T. che ammette una base di intorni ., di zero tale che U & convesso per ogni U € .%,.

2.3.2 Osservazione. E chiaro che se sostituiamo ogni U € 4, con U abbiamo ancora una
base di intorni di zero. D’ora in poi supponiamo allora che gli U € .#, siano tutti aperti.

E altresi chiaro che, se U € %), allora U’ := U N (=U) & ancora (aperto €) convesso e
U’ C U. Dunque gli U’ sono ancora una base di intorni per zero.

Nel seguito del paragrafo supponiamo X localmente convesso e .%; base di intorni di
zero convessi, aperti e simmetrici e scriveremo (X, %) S.V.T.L.C. .

2.3.3 Osservazione. Se U € ¥, allora U ¢ bilanciato.

Dimostrazione. SiaU € #. Siax € U esiac €]—1,1]. See > 0sihaer = (1—¢)0+cx €
U per la convessita; se e < 0 si fa lo stesso con —z (U & simmetrico). Dunque eU C U. [

2.3.4 Definizione. Sia (X, .#) S.V.T.L.C. . Per ogni U € ., Consideriamo il corrispon-
dente funzionale di Minkowski py (cfr. (2.2.1)). Per la proposizione (2.2.5) py : X —
[0, +00[ & una seminorma. Inoltre U = {z € X:py(z) < 1}, infatti se x € U, per la conti-
nuitd di A — Az, esiste A €]0, 1] tale che 2/p € U per ogni p > A (U ¢ aperto convesso e
contiene 0) e dunque py(z) < 1 (I'altra inclusione segue da (2.2.3)).



24 CAPITOLO 2. SPAZI LOCALMENTE CONVESSI

Vogliamo ora fare il percorso inverso rispetto alla definizione precedente. Consideriamo
dunque una insieme di indici .# e una famiglia (p;);c.» di seminorme su X e poniamo:

Ui(e) :={x € X:pi(x) < &} peri € , ¢>0. (2.1)
Per la (2.2.5) gli U; sono convessi e simmetrici e assorbenti. Definiamo:

I* ={1 C I :#I < +oo} = {{ir,...,ix} :kENi; € L, j=1,... k}
Ur(e) == ﬂUi(s) se [ € 7% ¢>0. (2:2)

el

La famiglia (U;(¢)) e s# 0 € ammissibile come base di intorni di zero, infatti ogni U;(e)
contiene zero e se Iy, Iy € I%, 1,69 > 0 allora, posto [ ;=1 Uy e e :=¢g A £9), si ha
Ui(e) C U (e1) NUp(e2). Dunque (Ur(€))res# >0 induce una topologia su X.
Dico che la somma e il prodotto per gli scalari sono continue rispetto a questa topologia.
Cominciamo dalla somma. Siano xg e 3y in X e sia U un intorno di zg + yo. Allora
esistono I € % ed € > 0 tali che

Z‘0+y0+U1(E)CU = U](&)CU—ZL’o—yO.

Prendiamo x € xo + Ur(e/2),y € yo + Ur(¢/2). Allora, per ogni i € I:

+€_E
5=

DO | ™

pi(z +y) = (zo + o)) < pilx — w0) + pi(y — o) <

(usando la subadditivita). Dunque x +y € x¢ + yo + Us(e) C U.
Dimostriamo la continuita del prodotto. Siano zo € X e A\g € R e sia U intorno di
MoZo. Allora esistono I € .## ed € > 0 tali che

)\0[L’Q+U[<€)CU <~ U[(g)CU—)\()IQ.

Scegliamo 0 > 0 in modo che 5ma1xpi(x0) <e/2ede; >0 con (|[A] +9d)e1 < /2. Se
1€
x € xo+ Ur(er), A €]Ag — 6, Ao + d] si ha, per ogni i € I:

pi(AT — Xozo) = pi(A(x — xg) + (A — XNg)z0) <

E €
[Alpi(z = @0) +[A = Aolpi(wo) < ([Ao] +0)er + 0pi(wo) < 5 + 5 =&
Dunque Az € Az + Us(e) C U.
Quanto scritto sopra dimostra il seguente enunciato.

2.3.5 Teorema. Sia (X,7) uno spazio vettoriale topologico. Allora X é localmente con-
vesso se e solo se esiste una famiglia di seminorme (p;)ic.s tale che (avendo definito T#
e Ur(e) come in (2.2)) si ha:

Uec 7.(0) 3 €% Fe >0 tale che Uy(e) C U. (2.3)

Come conseguenza di questo risultato scriveremo anche (X, (p;)ies) per indicare che X é
uno spazio localmente convesso e che (p;)ics € una famiglia di seminorme che determina
la topologia su X (tramite la (2.3))

2.3.6 Proposizione. Sia (X, (p;)ics) uno S.V.T.L.C. . Allora X & di Hausdorff se e solo
se per ogni © € X\ {0} esiste i € . tale che p;(x) # 0.



2.3. SPAZI LOCALMENTE CONVESSI E SEMINORME 25

Dimostrazione. Dimostriamo =-. Supponiamo X di Haudorff e prendiamo = # 0. Dunque
esiste un intorno U di zero che non contiene x. Per la (2.3) ci sono I € ## e e > 0 tali
che 0 € Us(e) C U. Dato che x ¢ U deve essere p;(x) > ¢ per almeno un ¢ in I.
Dimostriamo <. Se ¢ := p;(x) > 0 posto U := Uy;(e/2) = U;(¢/2) si ha che U ¢ un
intorno di zero e U, := x + U & un intorno di z; dico che UNU, = 0: se xy € U N U, si
avrebbe € = p;(r) < pi(r — o) + pi(20) < €/2 +€/2 = ¢, assurdo. O

2.3.7 Teorema. Sia X uno S.V.T.L.C. di Haudorff. Sono equivalenti:
(a) X e metrizzabile;
(b) esiste un sistema fondamentale di intorni Sy di zero numerabile;

(c) esiste una famiglia numerabile di seminorme (p;)ics con & C N, che induce la
topologia di X mediante la (2.3).

Dimostrazione. (a) = (b) & conseguenza del fatto che, se la topologia di X & indotta da
una distanza d, allora le palle U, := B(0,1/n) formano una base di intorni di zero.

(b) = (c) & conseguenza del Teorema (2.3.5) (prendendo p; := py;, ).

(¢) = (a) si dimostra definendo la distanza d mediante:

zl )
221

+pz a:—y)

Il fatto che d sia una distanza ¢ di facile verifica: in particolare d(z,y) = 0 = z =y
segue notando che p;(z) = 0 Vi € & se e solo se z = 0 (vedi la (2.3.6)); inoltre per
disuguaglianza triangolare si usa il fatto che x(¢) :=¢/(1+t) & crescente ed ¢ subadditiva
(si puo usare il fatto che y € concava e x(0) = 0). Inoltre datii € & e e > 0:

pi(x)
1+ pi(z)

2ip
1—2ip

<2 = pi(x) < <e

d0,z) < p=

per p abbastanza piccolo, cioe By(0,p) C Ui(e) — dunque Uj(e) ¢ un intorno di zero

in d. Viceversa, dato p > 0 posso trovare k tale che > 27" < p/2 e prendere I :=
i>k

{ie #,i<k}eI#*eec:=p/2>0. Con queste scelte:

o0

, A 5
2"'pi(x) 2"'pi(x) € PP
x e U(e) =d0,x) = —_— 4+ - — L
1) = d0.0) =) 1 2 Tim St Z 27277
el i€s i>k =

e quindi Uy(e) C By(0, p). Questo prova che la topologia indotta da d coincide con quella
“originaria” di X. O
2.3.8 Osservazione. Nel Teorema precedente la (a) potrebbe essere sostituita da:

(a) X & metrizzabile da una metrica d invariante per translazioni.

In effetti (a') implica (a) e la dimostrazione fatta mostra che (c¢) implica (a’).

2.3.9 Osservazione. Ricordiamo che (X, d) si dice spazio pseudo-metrico se d verifica le
proprieta della distanza tranne = # y = d(z,y) > 0. E chiaro che le “pseudo palle”
B(z,p) := {2’ € X:d(z,2") < p} sono una base di intorni e inducono dunque una topologia
74 su X (scriveremo (X, d) in luogo di (X, 74)). Naturalmente (X, d) ¢ di Hausdorff se e solo
se d e una metrica. Questa nozione ha un certo interesse: per esempio e facile vedere che
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in uno spazio pseudo-metrico un insieme ¢ chiuso se e solo se € sequenzialmente chiuso (o
che i punti della chiusura sono raggiungibili tramite successioni).

Allora il Teorema (2.3.7) vale senza l'ipotesi che X sia di Hausdorff, purché la (a) sia
sostituita da

(a"”) X ¢ pseudometrizzabile da una pseudometrica invariante per translazioni.

In effetti la dimostrazione e identica, con I'unica differenza che la d costruita sopra e
una pseudometrica.

2.3.10 Proposizione. Supponiamo che X sia uno S.V.T.L.C. metrizzabile e che d sia una
distanza invariante per translazioni che induce la topologia di X. Supponiamo che (p;)ic.s
con & C N sia una famiglia numerabile di seminorme come dalla (b) del precedente
Teorema (2.3.7).

Allora una successione (x,) in X & di Cauchy in (X,d) se e solo se (x,) in X & di
Cauchy per ogni seminorma p;, cioé:

Vi€ #,¥Ye >0 dn €N tale che Vm,n>n  pi(x, — z,) <e. (2.4)

Analogamente

T, — x in X se e solo se pi(r, —x) =0 Vie . 7. (2.5)

Dimostrazione. Facciamo la prima equivalenza (la seconda ¢ analoga). Supponiamo che
(xy,) sia una successione di Cauchy in d e mostriamo che vale la (2.4). Sia i € . e sia
e > 0. Dato che {p;(x) < e} & un intorno di zero in X e che d induce la topologia di X,
deve esistere r > 0 tale che

{d(0,2) <r} C {pi(x) < e}.
Dato che (z,,) ¢ di Cauchy rispetto a d:
d7n € N tale che Vn,m > n si ha d(0, 2, — x,,) = d(xp, Tp) < T

Ma allora ¥n,m > n vale p;(z, — z,,) < € e dunque (2.4) ¢ verificata.
Viceversa supponiamo che valga (2.4). Fissiamo ¢ > 0: dato che {d(0,z) < e} ¢ un
intorno di zero devono esistere § > 0 e un numero finito di indici 7y, . .., i tali che:

Utir..ip3(0) = ﬂ {pi,(z) <6} C {d(0,2) < e}

Per la proprieta (2.4), dato che gli ¢; sono un numero finito, esiste un 7 € N tale che:
Vi=1,....k, Vn,m >nsiha p;(z, — 2,) <9,

da cui segue, per la proprieta sopra, che:
Vn,m > f si ha d(x,, x,) = d(0, 2, — x,) < €.

Dunque (z,) ¢ di Cauchy in d. O

2.3.11 Definizione. Sia X uno spazio vettoriale topologico. Diremo che X ¢ uno spazio
di Fréchet se X e localmente convesso e se la sua topologia e indotta da una metrica che
rende X completo.

2.3.12 Osservazione. In virtu di quanto visto sopra possiamo dire che X € uno spazio di
Fréchet se e solo se esiste una famiglia numerabile di seminorme (p;)icr, # C N che
induce la topologia di X (mediante la (2.3)) e tali che:

1. per ogni z € X\ {0} esiste ¢ € .# con p;(z) > 0;
2. se (z,) ¢ una successione di Cauchy per ogni p;, i € & (cioe se vale la (2.4)), allora
esiste x € X tale che p;(z, —x) — 0 per ogni i € ..

2.3.13 Definizione. Uno spazio normato completo si dice spazio di Banach.
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2.4 Funzioni lineari e continue su spazi v.t.l.c.

2.4.1 Definizione. Se X uno S.V.T. indichiamo con Hx la famiglia dei sottoinsiemi
limitati di X (cfr. la (5) di (2.1.8)).

2.4.2 Proposizione. Sia (X, (p;)ics) uno S.V.T.L.C. . Allora

A € Bx & suppi(r) < +00 Vie J.
€A

Dimostrazione. Sia A limitato e sia i € .#. Dato che U;(1) ¢ un intorno di zero deve

essere A C alU;(1) = U;(a) per a grande e questo significa che p;(z) < a per ogni z € A.

Viceversa supponiamo che K; := sup,p; < +oo Vi € Z. Se U ¢ un intorno di zero
K

esistono I € % e e > 0 con U(e) C U. Sia a := ma;x—l; sei € lesea>asiha
IS £

A C Ui(K;) C Ui(ae)) = alU;(e); dunque A C aU(e) C aU per a > a. O

2.4.3 Definizione. Siano X e Y spazi vettoriali topologici e sia L : X — Y una applicazione
lineare. Diciamo che L e limitata se per ogni insieme B € %Bx 'immagine LB € Hy.
Indichiamo #(X,Y) :={L : X — Y:L ¢ lineare e limitata}.

2.4.4 Definizione. Siano X e Y spazi vettoriali topologici. Per ogni B € Z(X) e ogni
V e #4(0) (intorno di zero in Y') definiamo

F(B,V):={L:X—Y:Le¢lineare, LB C V'}.

Sia _#y C #v(0) una base di intorni di zero in Y. Dico che (F'(B,V))pesy,ve s ¢ ammis-
sibile come base di intorni di zero nello spazio #(X,Y’), infatti la funzione nulla & in ogni
F(B,V) inoltre dati By, By € %Bx, Vi,Va € Fy, se prendo B := BiU B, e V € 7 tale
che V.C Vi NV, trovo F(B,V) C F(By, Vi) N F(Bsy, V3).

Chiamiamo o4 = 0%(X, Y) la topologia indotto da (F (B, V) pesy,ve 7 Essa ¢ legata
alla convergenza uniforme sui limitati.

Lo spazio Z(X,Y) munito della topologia 04(X,Y)) ¢ uno S.V.T. . Infatti:

(a) dati Ly, Ly € B(X,Y), B € Bx e V € _#, possiamo trovare U € _#, tale che
U+ U C V;allorase L')L" € A(X,Y), se (L' — L1)(B) C Ue (L"— Ly)(B) C U,
siha (L' + L" — Ly — Ly)(B) = (L' — Ly)(B) + (L" — Ly)(B) C U+ U C V; dunque
L'e L+ F(B,V),L" € Ly+ F(B,U) = L'+ L" € L1 + Ly + F(B,V) (la somma ¢
continua);

(b) dati Ly € B(X,Y), to € R, B € #Bx eV € _# possiamo trovare V; € _# tale
che Vi + Vi C V, 6 > 0 tale che §Lo(B) C Vi (qui conta che L, ¢ limitato) e U € _# tale
che tU C V; per tutte le t in |tg — d,tg + 0[; allora se t €]ty — d,tg+ [ e (L — Lo)(B) C U
si ha (tL — toLo)(B) C t(L — Lo)(B) + (t — to)Lo(B) C Vi + V4 C V); in altri termini
t€lto—0,to+6[,L € Lo+ F(B,U) = tL € tyLo+ F(B,V) (il prodotto ¢ continuo).

2.4.5 Osservazione. Se A(X,Y) € munito della topologia 04(X,Y), allora per ogni x € X
la mappa L — Lz & continua da #(X,Y) in Y. Infatti preso V nella base di intorni di zero
di Y e posto U := F({z},V) (i singoletti sono insiemi limitati!) si ha L € U = Lz € V.

2.4.6 Proposizione. Se L : X = Y ¢ lineare e continua, allora L é limitata. Se lo spazio
di partenza X e normato vale l'implicazione opposta.

Dimostrazione. Sia B € Bx e sia B’ := LB’. Preso U’ intorno di zero in Y esiste U
intorno di zero in X tale che LU C U’. Ma allora esiste @ tale che B C aU per ogni
a > a@. Ne segue aB' = aLU C aU’ per ogni a > @, cioe B € %y.
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Supponiamo X normato e L : X — Y limitata. Dato che B := {x € X:|jz|[x < 1} ¢
limitato in X la sua immagine LB deve essere limitata in Y. Dunque preso un qualunque
V intorno di zero in Y esiste oy > 0 tale che LB C ay V. Ne segue che L ¢ continua in 0:

1
7| x < — = ayr € B= L(ayz) € ayV = Lr € V.
e%
Dalla continuita in zero si ottiene la continuita in X, usando l'invarianza per translazioni.

]

Il viceversa ¢ falso in generale. Per esempio l'identita i : L2(Q)* — L%(Q2), dove L?(Q)*
indica L?() munito della topologia debole, ¢ limitata (gli insiemi debolmente limitati
sono limitati) ma non continua.

La (2.4.6) permette la seguente definizione.

2.4.7 Definizione. Possiamo dunque dotare lo spazio
Z(X,Y):={L: X —Y:L ¢ lineare e continua}
della topologia 04(X,Y), che viene detta la topologia forte su £ (X,Y).

2.4.8 Osservazione. Se (Y, (p),)ner) € localmente convesso, allora definendo:

Pp (L) :=supp,(Lzr) VB € PBx, YVhe H

zeB

si trova una famiglia di seminorme che rendono £ (X, Y) localmente convesso.
Se si aggiunge che X € normato basta considerare le seminorme:

Py(L):= sup p,(Lz) VheH.

Hxnxfl

Se X, Y sono normati, allora Z(X,Y) & normato rispetto alla (ben nota) norma:

”L||$(X,Y) i=sup {[| Lzl : [Jzflx < 1}
2.4.9 Proposizione. Siano (X, (p;)ics) € (Y, (P})ner) S-V.T.L.C . Sono equivalenti:
(a) L é continua,
(b) L é continua in zero;

(c) per ogni h € H# esistono I, in I% e K;, > 0 tali che:

p,(Lx) < K, me}xpi(x) Vo e X. (2.6)

i€l

Dimostrazione. Usiamo nel seguito gli insiemi Uj (¢) e Uj;(¢) definiti come i corrispondenti
Ui(e) e Us(e) di (2.1) e (2.2), quando si usano le (p},)nesr in luogo delle (p;)ic.s-

(a) < (b) segue dall'invarianza per translazioni (non serve la locale convessita).

(b) = (c). Fissiamo h € . Dato che Uj (1) ¢ un intorno di zero in Y, per la continuita
di L, esiste U intorno di zero in X tale che LU C U}(1). Ma allora esistono I € % e
e > 0 tali che Us(e) C U da cui L (Uf(e)) C Uj(1). Se § >0 e x € X si ha:

= eUe)=p, [ L R — <1=p,(Lx) <

Irilgxpi(x) +0 5

Hilgxpi(x) +4

I?gxpi(:n) +0
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Dato che § > 0 ¢ arbitrario si ottiene la (2.6) con Kj = 1/e.
(c) = (b). Sia U’ un intorno di zero in Y. Allora esistono H € % ed ¢ > 0 tali che
Uj,(e) C U'. Per (2.6) per ogni h € H esistono I, € ## e Kj, € R tali che:

p,(Lx) < Kpmaxp;(z) Vo€ X, Vh€ H.

iely

I .= Iy e K .= K, si ha:
Se hLEJH he max K, si ha

ph (L) < Kmalxpz-(x) Vo e X, Vh € H.
S

Ne segue che, se x € Ur(¢'/K), si ha Lz € U} (¢') per ogni h € H, dunque Lz € Uy (e') C
U’. Abbiamo dunque dimostrato la continuita di L in zero. O

Nel caso in cui Y sia normato possiamo aggiungere delle caratterizzazioni valide per
un generico S.V.T. X.

2.4.10 Proposizione. Siano X uno S.V.T. e Y uno spazio normato con norma |-||y. Sia
L: X =Y. Allora sono equivalenti:

(a) L é continua;
(b) L é continua in zero;

(c) esiste un intorno di zero U tale che L(U) é limitato in Y (cioé sup || Lz, < +00).
zcU

Sia ora Y = R; altre condizioni equivalenti sono:
(d) L7'({0}) = {x € X: Lz = 0} ¢ chiuso in X;
(e) L7'({0}) non ¢ denso in X o L7*({0}) = X (caso banale);

Dimostrazione. (a) < (b) ¢ ovvia.

(b) = (c). La palla By(0,1) ¢ un intorno di zero in Y: per la continuita di L deve
esistere un intorno di zero U tale che L(U) C By(0,1). Dunque L(U) ¢ limitato.

(c) = (b). Sia Uy un intorno di zero tale che K := sup,gy, ||Lz||y < +o00. Se U’ ¢
un intorno di zero in Y esiste € > 0 tale che By(0,¢) C U’. Ma allora preso U := U ¢
chiaro che L(U) C By(0,e) C U".

Supponiamo ora Y = R. (b) = (d) ¢ ovvio dato che {0} & chiuso in R e L & continua.

(d) = (c). Supponiamo che H := L™'({0}) sia chiuso. Se H = X allora L = 0, che
e continua. Se H # X allora ¢’ un xy in X \ H. Dato che H ¢ chiuso X \ H ¢ aperto
e dunque esiste un intorno U di zero tale che (zq + U) N H = (). Possiamo prendere
U bilanciato, Dico che L ha segno costante su xq + U’. Infatti se ci fosse x € xq + U’
tale che L(x)L(zy) < 0, allora avrei L(zg + t(z — x0)) = L(zo) + tL(z — x9) = 0 per
t = ﬁ. Notiamo che 0 < t < 1 = zo + t(x — x9) € x¢ + U’ poiché U’ &
bilanciato: abbiamo trovato un punto in (xo + U’) N L71(0) che & assurdo. Supponiamo
per esempio L(z) > 0 per ogni x € xo+ U’, cioe L(y)+ L(xy) > 0 Yy € U’. Per simmetria
vale anche L(—y)+ L(zo) > 0 da cui L ¢ limitata in U": —L(zy) < L(y) < L(xo) Vy € U".

(d) = (e). Dato che L™'({0}) ¢ chiuso, allora se ¢ denso coincide con X.

(e) = (d) Supponiamo che H = L~*({0}) non sia chiuso. Allora esiste z, tale che
L(xo) # 0 (e dunque H # X) con la proprieta che H N (xzg + U) # () per ogni U intorno
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di zero. Sia z un qualunque punto di X \ H e sia U un intorno di zero. Si ha che

L
U= L((xo)) U ¢ un intorno di zero e quindi esiste y' € H N (xg + U’). Ne segue:
T
L(z) > L(x) : ( L(z) ) L(z) ,
r+U=|2——Fx | + xo+U)> |2 ——Fx0 | + =:
(7= Thage) * Ty o+ 03 (2= o) + gy =

L
ey € H perché L |z — %xo) = 0= Ly'. Dunque per ogni U € .#(0) si ha H N (z +
Lo

U) # (. Ne segue che H ¢ denso. O

2.5 1l Teorema di Hahn—Banach

2.5.1 Teorema (Hahn-Banach). Sia X wuno spazio vettoriale e sia M wun sottospazio
vettoriale di X. Sia ¢ : M — R una funzione lineare e sia p : X — [0, 400[ tale che:

p(tx) =tp(x) Vo e X, Vt >0,
pz+y) <plx)+ply) Vr,yeX

e che p(x) < p(x) per ogni x € M. Allora esiste ¢ : X — R lineare e tale che () = p(x)
per ogni x € M, ¢(x) < p(x) per ogni x € X.

(2.7)

Dimostrazione. Sia o € X \ M e estendiamo ¢ a {z +txg:z € X,t € R}. Per questo
prendiamo @(z + txg) := () + at per a € R da determinare. Per avere ¢ < p su
{z +txg:x € X,t € R} occorre e basta che, per ogni x € M et > 0:

o(x)+at <plx+try) e  px)—at < plr—txg)

che equivale a:

o(r1) — p(o — tix0) <a< p(x2 + tawo) — p(2)

Vxl,xg c M, th,tz > 0,
tl t2

o anche (ponendo 2’ := x1/ty, 2" := x9/ts) a:

sup (p(z') — p(a' — x9)) < a < inf (p(z" + x9) — ("))
z'eM z"eM

Il fatto che un tale a si possa trovare segue allora dal fatto che, se 2/, 2" € M si ha:
oz’ +2") < p(2'+2") < p(x’ —x) +p(a” +x0) = (') —p(a’ —x0) < p(z” +x0) — p(2")

Dunque ¢ si puo estendere a M + t{zo}, mantenendo la disuguaglianza con p.

A questo punto chiamiamo P linsieme di tutte le coppie (¢’, M') dove M’ & un sot-
topazio vettoriale di X contenente M e ¢’ : M’ — R estende ¢ : M — R conservando la
proprieta ¢'(xz) < p(z) Yo € M’'. P & non vuoto dato che (M, p) € P ed & parzialmente
ordinato dalla relazione:

(@', M") =2 (", M") seesolose M cM", o"(z)=¢'(z) Ve M.

Se C ¢ una catena (cio¢ un sottoinsieme totalmente ordinato ) in P e definiamo:

M = U M, pr)=¢'(z) e (Y,M)eCexec M.
(M g")eC

E chiaro che (M, ) & ben definita ¢ (M’,¢/) = (M, ) per ogni (M’,¢') € C (ogni

catena ammette un elemento massimale). Per il Lemma di Zorn esiste (M, ®) tale che
(M, ") = (M, @) per ogni (M',¢") € P. Per la prima parte della dimostrazione deve

essere M = X e quindi ¢ e 'estensione cercata. O]
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2.5.2 Definizione. Se X = (X, (p;)ie.r) € uno S.V.T. poniamo
X*:={p: X = R:yp & lineare e continuo}

X* ¢ chiaramente uno spazio vettoriale e si chiama duale di X (duale continuo qualora
lo si voglia distinguere dal duale algebrico X' che contiene tutti i funzionali lineari su X).
Vedremo nel prossimo paragrafo le topologie che si possono considerare su X*. Notiamo
per ora che, se X ¢ localmente convesso, per la Proposizione (2.4.9), si ha:

peX < Jiy,...,ip € F,IK > 0 tali che |p(x)] < K 'Ir%axkpij(x) Vo € X.
j=1,...,

Se poi X & normato, allora:
p € X" & JK > 0 tale che |p(z)] < K|jz||x Vo € X,

e si puo definire allora la norma di ¢ come:

ol == inf {K > :|p(z)|] < K|jz||x Vz € X}.

Dunque X* e normato se X & normato.

2.5.3 Teorema. Sia X uno S.V.T.L.C. e sia M C X un sottospazio di X. Sia ¢ : M — R
lineare e continuo. Allora esiste ¢ € X* tale che ¢y = @. Se X & normato, possiamo
supporre anche che ||p|| = ||¢]|-

Dimostrazione. Dato che (a) = (c) in (2.4.10) esiste un intorno di zero U tale che (U N
M) ¢ limitato (sto considerando M con la topologia indotta da X). Dato che X & L.C.
posso supporre U aperto, convesso e simmetrico, di modo che py € una seminorma. La
limitatezza di (U N M) implica la disuguaglianza:

o(zr) < Kpy(x) Ve e M

per K := sup (U N M)(come si verifica facilmente). Da Hahn-Banach si deduce che
esiste un’estensione @ di ¢ a tutto X tale che:

o(x) < Kpy(x) Ve e X

Dunque @(U) ¢ limitato e allora, dato che (c) = (a) in (2.4.10) si ha ¢ € X*. Se poi X &
normato ¢ chiaro che si puo prendere U = B(0, 1), da cui py(x) = ||z||, e K un qualunque
numero con K > [|¢||. Se ne ricava facilmente che ||¢| = ||¢]|- O

2.5.4 Teorema. Sia X uno spazio vettoriale topologico. Siano C' e K due convessi non
vuoti tali che C'N K = (. Supponiamo C aperto. Allora esiste p € X*, ¢ # 0 e tale che

o) < p@”) Vi'eC, Vi" e K.

Dimostrazione. Facciamo la dimostrazione per passi, passando per dei casi particolari.
Caso K = {zo} e 0 € C. Sia p = p¢ la funzione di Minkowski per C. Allora si
ha C' = {z € X:p(x) < 1}, mentre p(zo) > 1. Dato che C' ¢ convesso p verifica (2.7).
Definiamo M := {tzg:t € R} e ¢ : M — R ponendo ¢(tzg) = t. Sia z = tzy. Allora se
t > 0siha p(x) =t <tp(xyg) = p(txy) = p(z), mentre se t < 0 si ha p(z) =t <0 < p(x).
Per il Teorema di Hahn-Banach si puo estendere ¢ a tutto X in modo che p(z) < p(x)
per tutte le x in X. In particolare:

o(x) <plz) <1=¢p(xH) Vo e C.
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Rimane da vedere che ¢ € X*; questo si deduce prendendo un intorno U simmetrico di
zero contenuto in C' e notando che:

o) <pz) <1 Vo e U,

e quindi, per simmetria, |p| < 1in U. Ne segue che ¢ ¢ continua, usando la (c) di (2.4.10).
Caso K = {xo}. Prendiamo x; € C' e definiamo Cy := C — x1, y; := 29 — 1. Per il
caso precedente c¢’e un ¢ € X* che separa C e y; cioe:

olx —a1) < plrg—x1) Yrel e px)<p(ry) Veedl.

Caso generale. Poniamo (] := C' — K. e facile verificare che C'; ¢ un convesso aperto
che non contiene lo zero. Dunque esiste ¢ € X* tale che p(z) < ¢(0) = 0 per ogni z € C}.
Ne segue facilmente le tesi. O]

2.5.5 Osservazione. Se C' e K sono convessi con C' £ (e C'NK = 0 allora si trova p e X"
tale che:

o) < ") Vi el Vi"eK.
Infatti in queste ipotesi CNK = (), e quindi si puo applicare il Teorema (2.5.4). Passando

alla chiusura si ottiene la disuguaglianza debole (si ricordi che C = C).

2.5.6 Teorema. Sia X uno S.V.T.L.C. di Hausdorff. Siano C e K due convessi non
vuoti disgiunti in X con C' chiuso e K é compatto. Allora esiste ¢ € X*\ {0} tale che:

su x) < inf .
xelgw( ) yecw(y)

Premettiamo un lemma.

2.5.7 Lemma. Sia X uno S.V.T. di Hausdorff. Siano K,C C X con C # 0, K #
0, CNK =0, K compatto e C chiuso. Allora esiste un intorno di zero U tale che
(K+U)NnC =0.

Dimostrazione. Dato © € K esiste U, € #(0) tale che (x + U,) N C = 0 (perché C &

chiuso). Al solito esiste W, € #(0) tale che W, + W, C U,. Dato che K & compatto
k k

esistono y, ...,z in K tali che K C | (z; + W,,). Prendiamo W := (| W,,. Dico che

i=1 i—1

(K +W)NC = 0. Infatti: )

k k k
KE+Wc|J@+We)+W @i+ W, +We,) C @i+ Us,).

i=1 i=1 i=1

Ne segue:

k k k
(K+W)nC c (U(a:thIi)) nC=J@+U,)nc=Jo=0
=1 =1 =1

O

Dimostrazione di (2.5.6). Prendiamo U € .#(0) tale che (K + U) N C = {). Dato che X &
localmente convesso possiamo supporre U convesso e quindi K + U & un convesso aperto
disgiunto da C. Per il Teorema (2.5.4) esiste ¢ € X* tale che:

plx+z)<ply) VeeK, VzeU, Yy e C = supp(r)+supp(z) < inf p(y).
zeK zeU yel

Ne segue la tesi, visto che ¢ non ¢ identicamente nulla e quindi sup;; ¢ > 0. O]
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2.5.8 Proposizione. Supponiamo X normato. Allora per ogni xy in X con xo # 0 esiste
p € X" con |pllx- =1 e (o) = [|l20]|x-

Dimostrazione. Si prende p(z) = ||z||x e ¢ definito su {tzo:t € R} da ¢(tzg) = t||zo||x.
E immediato che p(t2g) < p(tao) per ogni t € R. Per mezzo di Hahn-Banach ¢ si estende
a tutto X con la proprieta p(z) < ||z||x, da cui ||¢||x» < 1. Dato che ¢(x¢) = ||zo||x deve
essere ||¢l|x = 1. O

2.5.9 Definizione. Sia X S.V.T. Diciamo che S C X e un semispazio chiuso se esistono
p € X* e c € R tali che:
S =9, ={xeXp()<c}.

Osserviamo che abbiamo ammesso anche 'intero spazio X tra i semispazi (in corrispon-
denza di ¢ =0 e ¢ > 0) e il vuoto (in corrispondenza di ¢ =0 e ¢ < 0).

2.5.10 Proposizione. Sia E un sottoinsieme di uno spazio X localmente convesso. Allora

Co(F) = m S dove S(E):={S semispazio chiuso con E C S}.
Ses(E)

Dimostrazione. Poniamo % (E) := {K C X: K & convesso chiuso e E C K}. E ovvio che
S (F) C #(E), dunque:

wE)= () Kc () S=(E).

Kex (E) Ses(E)

Dato che £ C ¢o(FE) si ha che co(E) = ) implica £ = () ¢ a sua volta ¢o'(E) = () (perché
il vuoto & un semispazio) e dunque la tesi vale in questo caso.
Sia allora ¢o(E) # () e supponiamo per assurdo che esista xy € ¢0'(F) \ co(E). Allora
esiste K € ¥ (E) tale che xy ¢ K # (). Per (2.5.6) esiste p € X* con ¢(xy) > sup ¢(x) =:
zeK

c. Maallora g ¢ S, e quindi z ¢ ¢o'(E) che € assurdo. In definitiva ¢o'(E£) = co(E). O

2.5.11 Osservazione. Se X e localmente convesso M C X & un sottospazio lineare chiuso

e g ¢ M, allora esiste ¢ € X* tale che p(x) = 0 per ogni x € M e p(xy) # 0. Infatti

per il Teorema (2.5.6) si trova ¢ € X* tale che m := sup p(z) < p(zo). Se ci fosse x € M
zeM

con p(z) # 0 allora m > sup ¢(tx) = +oo, assurdo. Notiamo che se X ¢ normato, per la
teR

linearita, si puo supporre ||

X*:]_.

2.6 Topologie sullo spazio duale

2.6.1 Definizione. Siano X; un insieme e sia X; un insieme di funzioni da X; a valori
reali. Indichiamo:

o(X1,Xz2) := la topologia meno fine su X; per cui ogni xs € Xy & continua.

Useremo questa nozione esclusivamente nel caso un cui X; C X con X spazio vettoriale e
Xy C X' (funzionali lineari su X). E chiaro allora che: o(Xy, X2) = o(Xy,span(Xsy)) e che
o(X1,X2) ¢ la topologia indotta su X; da o(span(X;), Xs) (su span(X;) ).

2.6.2 Proposizione. Siano X; uno spazio vettoriale, Xo C X} e sia 0 := (X1, Xz). Allora
(X1,0) ¢ localmente convesso e o € indotta dalla famiglia di seminorme (p,)sex, definite

da py(2) := |p(2)].
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Dimostrazione. Innanzitutto ¢ chiaro che p, ¢ una seminorma per ogni ¢ in Xy; chia-
miamo o7 la topologia indotta da questa famiglia di seminorme. Se ¢ € Xy chiaramente
lo(z)| < py(z) e quindi ¢, considerata da (X;,01) — R, & continua dato che vale (c)
della Proposizione (2.4.9) (nel caso particolare in cui Y ¢ normato). Ne segue o C 0.
Viceversa, se @1, ...,pr € Xg e € > 0, 'insieme:

Upr,.gi(€) = {z € Xi: (@) < ef -0 {z € Xy : fpp(2)] < e}

¢ un intorno di zero in o, per la continuita delle ¢;, ¢ = 1,...,k: dunque U, ., (¢) € 0.
Dato che gli Uy, ., () costituiscono la base di intorni per oy se ne ricava che oy C 0. O

2.6.3 Definizione. Sia X uno spazio vettoriale topologico e ricordiamo che X* indica il
duale topologico di X: X* := {¢ : X — R con ¢ lineare e continuo}.

Chiameremo topologia debole su X la topologia pit debole (meno fine) per cui tutte le
@ € X* sono continue. Indicheremo questa topologia con w.

Chiameremo topologia debole star su X* la topologia piu debole (meno fine) tale che
v = (), da X* in R, & continua per ogni x € X. Indicheremo questa topologia con wsx.

E evidente che:

w = o(X, X"), w* = o(X*, J(X)).

dove J : X — X" indica la (ben nota) mappa lineare da X in X" = (X')" C (X*)’ tale che
J(x)(p) = p(x) per ogni ¢ € X".

Dalla Proposizione (2.6.2) si ricava la seguente caratterizzazione di w e w*.
2.6.4 Proposizione. Sia X uno spazio vettoriale topologico. Allora:

o (X,w) é localmente convesso e w ¢é indotta dalla famiglia di seminorme (p,)pex-
definite da p,(x) == [p(x)|;

o (X*,w*) é localmente convesso e w* ¢ indotta dalla famiglia di seminorme (pk)zex
definite da py(p) := [p(2)].

2.6.5 Osservazione. Per motivi di omogeneita e chiaro che per generare la topologia w
bastano le seminorme p,, con ||| < 1 e analogamente per la w* bastano le p% con ||z|| < 1.

2.0.6 Osservazione. (X*,w*) & sempre uno spazio di Hausdorff. Se X & uno spazio localmen-
te convesso di Hausdorff anche (X, w) ¢ di Haudorff. Per dimostrare la prima affermazione
basta notare che se ¢ € X*\ {0} deve esistere un x € X per cui p(z) # 0 = p.(¢) # 0; la
tesi segue allora dalla Proposizione (2.3.6). Per quanto riguarda (X, w), preso x # 0 in X,
si ha che {0} € chiuso (perche X ¢ di Hausdorff) e, usando la la seconda versione geometrica
di Hahn-Banach (vedi (2.5.6)), si trova ¢ € X* tale che p,(z) = ¢(x) # ¢(0) = 0.

2.0.7 Osservazione. Siano (x,), una successione in X e x € X. Allora (z,), — « in (X, w)
se e solo se per ogni ¢ € X* si ha ¢(x,) — ¢(x). Questo si verifica facilmente utilizzando
la (2.5) e l'espressione delle seminorme in (X*,w). Analogamente una successione (),
in X* converge in (X*,w*) a una ¢ € X* se e solo se per ogni z € X si ha ¢,(z) = ¢(x).

2.6.8 Osservazione. Siano X e Y spazi vettoriali topologici e sia L : X — Y lineare e

continua. Allora L : (X,w) — (Y,w) ¢ continua. Infatti sia V' un intorno di zero in wy.
AlloraV O V':= (N A{l¥iy)] <e}peryl,...,¢, € Y*ede > 0. Poniamo p; := ¢;oL,
k

i=1,...,

peri=1,...,k. Allora ¢y,...,¢r € X*dacui U := [ A{|pi(z)| < e} ¢ un intorno di
i=1,..k
zero in wy. Si vede immediatamente che LU = V' C V da cui la tesi.

2.6.9 Proposizione. Sia X localmente convesso e sia K un sottoinsieme convesso di X.
Allora K é chiuso se e solo se K é debolmente chiuso (cioé chiuso in (X, w)).
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Dimostrazione. Se K e debolmente chiuso, allora e chiuso, perché w e piu debole della
topologia di X. Notiamo che se ¢ € X* e ¢ € R il semispazio chiuso S, . ¢ debolmente

chiuso (perché ¢ ¢ debolmente continua). Per la chiusuradi K siha K =¢(K)= [) S
SeS(E)

(vedi la (2.5.10)), dunque K ¢ debolmente chiuso (intersezione di insiemi debolmente

chiusi). ]

In quanto segue, nel caso di X normato, indicheremo con % la palla unitaria chiusa
in X. Indichiamo anche con #* la palla unitaria chiusa in X* dotato della topologia forte
(#* ha senso dato che X* risulta normato).

2.6.10 Teorema (Banach-Alaoglu). Sia X normato. Allora * é compatta in (X*, w*).

Dimostrazione. Per ogni z in X consideriamo l'intervallo I, := [—||z]|, ||z||] e definiamo
=:= [] L., dotato della topologia prodotto 7. Per il teorema di Tychonov = & compatto.
rzeX

Ricordiamo che gli elementi di = si possono vedere come le funzioni f : X — R tali che
—|lz|| < f(z) < ||z|| e che la famiglia degli intorni in = di un generico elemento f; ¢
generata dagli insiemi U;(fo,e) := {f € Z:|f(z) — fo(x)| <& Vz €I} al variare di [
tra i sottoinsiemi finiti di X e di € in ]0, 00]. E chiaro che, livello insiemistico, %* =
{f € =: f & lineare}. Inoltre, guardando la definizione della topologia w*, & immediato
che w* e m coincidono su A*. Se dimostriamo che #* ¢ chiuso in = il teorema e dimostrato.
Per questo sia fy nella m-chiusura di #*, siano x1,29 € X, A\;, A2 € R e ¢ > 0. Poniamo
I := {x1, 29, \yx1 + Aaz2}. Dato che Uy(fo, ) ¢ un intorno di fy deve esistere f = fr. €
Ui(e, fo) N A*. Ne segue:

| fo(A@1 4+ Xowa) — A1 fo(x1) — Aafo(xe)| =
|fo(Mz1 + o) — A fo(w1) — Aafo(w2) — f(Aimr + Xawa) + A f(w1) + Ao f(22)] <
| fo(Arm1+Aaza) — f(Arm1+Aaxa) [+ A1 | fo(21) — f(21) |+ A2] fo () — f2)| < (1+A1+A2)e.

Dato che e > 0 ¢ arbitrario si ha fo(Ax; + Aaxe) = A fo(x1) + Ao fo(xe), cioe fo € £*. O

2.6.11 Definizione. Dico che uno spazio topologico X & separabile se esiste un sottoin-
sieme di X numerabile e denso in X.

2.6.12 Osservazione. Se E C X ¢ numerabile, allora span(E) := (] M & separabile.
ECMCX
M lineare
M chiuso

Si puo infatti vedere che span(F) = {Z Ai€ii A, ..., \ €Q,e1,...,e, € E k€ N}.
k=1

2.6.13 Proposizione. Sia X uno spazio normato con X* separabile. Allora X é separabile.

Dimostrazione. Sia (p,), densa in #* (nella topologia forte). Per ogni n posso scegliere
z, € X tale che [|z,||x =1 e ¢n(xn) > |l@nllx</2. Sia X; := span(z,,n € N) C X: X,
¢ separabile per 'osservazione (2.6.12). Dico che X; = X. Se non fosse vero esisterebbe
T € X\ X;. Per la (2.5.11) (X & normato) si troverebbe ¢ € #* con p(z) > 0 = ¢(x) per
ogni x € X;. Sia (ny) tale che ¢, — ¢ in X*; allora:

HSOnkHX* < 290711@(:67%) = zlgpnk(a:nh) - @(xnk)‘ < ”Sonk - QDHX* — 0.
Ne seguirebbe ¢ = 0 che ¢ assurdo se ¢(z) > 0. O

2.6.14 Teorema. Sia X normato. X ¢é separabile se e solo se (*,w*) é metrizzabile.
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Dimostrazione. Supponiamo X separabile e sia (Z,), una successione la cui immagine e
densa in 4. Introduciamo la distanza d su %* ponendo

d(e1,92) 22 "1(2n) — @2(2n)| per o1,y € B,

neN

Dimostriamo la topologia 7,5 indotta da su #* coincide con w*. Dato che d ¢ invariante
per translazioni basta verificare che gli intorni dello zero sono gli stessi.
(a) Siano x € X con ||z|]| = 1 e € > 0. Mostriamo esiste p > 0 tale che By(p) C

Ui(e) = {p € B :|p(x)| <e}. Per questo prendiamo k € N tale che ||Z; — 2|, < e

2
definiamo p := ———. Se d(p,0) < p:

19
2k +1°

o(@)] < lp(x) — p(@e)] + e(@)] < o —2ll +2° D 27"p(@n)| < 5 +2’““p E.
neN

(b) Sia p > 0 e mostriamo che esistono I sottoinsieme finito di X e ¢ > 0 tali che
Ui(e) :=={p € B*:|p(x)| <eVx €l} C Byp). Possiamo infatti prendere n in modo che
Y2 < g, I:={&,...,25} ec >0taleche > 27" < 2ﬁ Se ¢ € Uj(e) si ha:

€

n>n n<n

= D2 pl@)| + D2 el <e D2+ 2 <

n<n n>n n<n n>n

La (a) mostra che (usando la (2.6.5)) w* C 74 — la (b) che 74 C w*.

Viceversa supponiamo (%*, w*) metrizzabile. Siano B, le palle centrate in zero di
raggio 1/n — dato che sono tutte w* intorni di zero, per ogni n devono esistere un in-
sieme finito I, in X e g, > 0 tali che U (¢,) C B,. Sia I := |J I, e sia X; =

neN

k —

{Z Nzick €N, \; €Q, x; € I}. Se dimostriamo che X; = X dimostriamo che X ¢
i=1

separabile. Supponiamo per assurdo che ci sia un xg %_71 . Allora per Hahn-Banach tro-

veremmo ¢ € X* tale che supx, ¢ < ¢(x9). Dato che X; ¢ lineare ne segue ¢(z) = 0 per

ogni x € X; e p(wo) > 0. In particolare p(z) = 0 per ogni x € I da cui ¢ € Uy, (g,) C B,

per ogni n. Ma allora ne seguirebbe ¢ = 0 in contrasto con il fatto che ¢(xg) # 0. [

2.6.15 Definizione. Sia X uno spazio vettoriale topologico. Consideriamo in X* la topolo-
gia forte e definiamo X** := (X*)*. Possiamo considerare I'applicazione J = Jx : X — X**
definita da (Jz)(¢) := ¢(z). E chiaro che J & ben definita dato che .J & lineare in z e che
¢ — p(x) ¢ continua per l'osservazione (2.4.5).

2.6.16 Proposizione. Sia X localmente convesso. Allora J € iniettivo. Se X é normato
allora J & un’isometria, dunque é continua e J(X) & chiuso in X**.

Dimostrazione. Sia x € X e supponiamo che Jx = 0. Dico che x = 0. Se cosi non fosse,
per Hahn Banach troverei ¢ € X* tale che p(z) = 1. Ma allora (Jz)(p) = ¢(x) = 1
e quindi Jx # 0. Se X & normato, usando la (2.5.8) si trova ¢ € X* con |¢||x- = 1 e
o(x) = ||z]|x: ne segue che || Jz|x = ||| x- O

2.6.17 Lemma. Sia X uno spazio normato e sia = {x € X:||z||x < 1}. Allora J(A)
¢ denso in B** = {x** € X* 1 ||x**||x < 1}, nella topologia w*.

Dimostrazione. Per assurdo supponiamo che esista xf* € %™ tale che x{* ¢ J (%’)*
Dunque esiste un intorno U** di zero in (X**, w*) tale che (z§* 4+ U*™*) N J(ﬁ)* = (. Per
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la caratterizzazione della w* vista in (2.6.4) esistono ¢1, ..., @ in X* ed € > 0 tali che

k
(xg* + N {z* € X a2 (¢y)] < 5}) NJ(#) = 0. Questo equivale a dire che:

=1
Vee B Fie{l,....,k} taleche (g;(x) — x5 (¢i)) €] — &, ¢l (2.8)
Se definiamo:
p1(z) x5 (1)
O(x) := : . Vg i= : , KI:{VERkZ|Ui|<E,i:1,...,k7}
P () 25" (px)

la (2.8) equivale a dire che i due convessi ®(A) e vo + K non si intersecano. Applicando
Hahn-Banach troviamo § = (&, ..., &) tale che:

k k
Zfz’%(x) < Z&(xé*(goi) + v;) Vo € B, Vv € K.
=1

i=1

Se allora ¢ := max ¢ | &v; (6 > 0), si ricava:
veK

k

b b
sup Y i) < D &gt (i) — 6 =y (Z &%‘) — 0.
=1 =1

zeR i—1

x+ < 1 si ottiene:

k
Z §ipi
i=1

Ma questo ¢ assurdo perché da ||z§*

k
Ty <Z &%) <
i=1

k
—sup Y i),

X*

]

2.6.18 Teorema. Sia X uno spazio di Banach. Allora X* ¢é separabile se e solo se (%, w)
e metrizzabile.

Dimostrazione. La dimostrazione di “=” ¢ analoga a quella fatta per il Teorema (2.6.14).
Si prende infatti una successione (¢,) densa (fortemente) in Z* e si definisce su £ la
distanza:

d(x,y) = Z 27" gn(x —y)| per ogni z, y in A.
n=1

Ragionando come nella dimostrazione di (2.6.14) (scambiando i ruoli di X e X*) si dimostra
che (#,d) coincide con (A, w).

Per quanto riguarda la dimostrazione di “<”, la cosa & un po’ piu complicata. Sup-
poniamo che (%, w) sia metrizzabile. Allora esiste una base numerabile di intorni di zero
che indichiamo con (U,),,. Per la caratterizzazione di w possiamo supporre che

U, = ﬂ {r e B: |p(x)] <en}

pEln

dove I,, ¢ un sottoinsieme finito di X* e ¢,, > 0. Sia

X := span (U U gp) C X* (chiusura forte).

neN QOEIn
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Per costruzione X & separabile. Dico che X = X*. Se non fosse vero troverei @, € X* \ X.
Per (2.5.11) (X & chiuso) esisterebbe x§* in X** tale che:

Ty () =0 YoeX , §=xy(p) >0 , g’

Sia Uy := {z € B :|po(z)| < 0/2}. Dato che Uy € un w-intorno di zero deve esistere n tale
che U,, C U,. Consideriamo:

Ur .= ﬂ {z™ e X" |z (p)| <en} , Ui :={z" € X * :|2"(po)| <0/2}.

pEln

Gli U* e Ug* sono intorni di zero in X**. Dato che z§* € #**, per il Lemma (2.6.17),
deve esistere xy € A tale che J(xg) € x§* + U;* N U*. Ne segue:

Vo € L, |p(zo)| = [(J(x0) —257) (@) <en »  lpo(x0) = 6] = |po(z0) — 25" (00)] < 6/2.

La prima disuguaglianza ci dice che ¢ € U,, dalla seconda segue |¢g(zo)| > /2. Dunque

xg € U, \ Uy, ma questo ¢ assurdo, dato che Uy C U,. Dunque X = X* da cui X* &
separabile. O]

2.6.19 Teorema. Sia X normato e sia X* separabile. Sia E C X un insieme limitato.
Allora E ¢é debolmente chiuso se e solo se M ¢é sequenzialmente chiuso (cioé se contiene
tutti i limiti deboli di successioni di suoi punti).

2.6.20 Definizione. Dico che X e riflessivo se I'applicazione J : X — X** & un iso-
morfismo. Se X ¢ normato questo equivale a chiedere che J sia surgettiva, dato che il
resto segue dal fatto che J & un’isometria. Notiamo che uno spazio normato riflessivo e
automaticamente di Banach dato che X ~ (X*)* e che il duale di uno spazio normato &
automaticamente completo.

2.6.21 Osservazione. Se X ¢ riflessivo allora (X*,w) coincide con (X*,w*). Inoltre se
X ¢ riflessivo anche X* e riflessivo. Per dimostrare questa ultima proprieta prendiamo
e X** e definiamo p(z) := z™*(Jxx); non e difficile vedere che ¢ € X*. Dico
che ™ = Jy+p: in effetti preso x** € X** esiste unico x € X tale che ™ = Jyx e
allora o**z** = o**(Jxz) = p(x) = Jxx(p) = v™*(¢) = Jx=p. Questo prova che Jx- ¢
surgettiva e conclude la dimostrazione nel caso X normato. Tralasciamo la dimostrazione
nel caso generale.

2.6.22 Teorema (Kakutani). Sia X normato. Allora X é riflessivo se e solo se B =
{z e X:||lz|| < 1} é compatta in (X, w).

Dimostrazione. Applicando il Teorema di Banach—Alaoglu ottiene che %** & compatta
rispetto alla topologia w.. di X**. Dato che X ¢ riflessivo (e quindi anche X* 1o ¢) wxs+
e wy., coincidono e Jx ¢ un isomorfismo tra gli spazi (X, wx) e (X**, wxs++). Ne segue che
B = JH(P*) ¢ w-compatta in X.

Viceversa supponiamo che # sia wx-compatta. Per ’Osservazione (2.6.8) ne segue
che Jx (%) ¢ wy..-compatta. Dato che X** ¢ di Hausdorff, Jx (%) deve essere chiusa in
(X**, Wk« ). Ma per il Lemma (2.6.17) Jx (%) ¢ wi..-densa in #** e quindi Jx (#) = B**
che equivale alla riflessivita di X. O

2.6.23 Teorema (Eberlein-Smulyan). Sia X un Banach. Allora (B,w) é compatta se e
solo se (AB,w) é sequenzialmente compatta se e solo se (B, w) é numerabilmente compatta.
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2.6.24 Osservazione. Ricordiamo che uno spazio topologico (X, 7) si dice numerabilmente
compatto se da ogni ricoprimento numerabile di aperti di X si puo estrarre un ricoprimento
finito. Questa proprieta equivale a chiedere che ogni sottoinsieme infinito di X ( o ogni
successione in X) ha un punto di accumulazione in X. Si vede facilmente che:

(X, 7) compatto = (X, 7) numerabilmente compatto < (X, 7) sequenzialmente compatto

Ricordiamo anche che se f : (X,7) — (X, 71) € continua, allora (X 7) compatto (sequen-
zialmente /numerabilmente) implica f(X;) compatto (sequenzialmente/numerabilmente).

Per la dimostrazione di (2.6.23) premettiamo alcuni risultati, seguendo le ideee di
http://users.mat.unimi.it/users/libor/Varie/eberlein.pdf)

2.6.25 Definizione (proprieta del doppio limite). Sia X uno spazio normato e siano
A C X, B C X*. Dico che vale la proprieta A(A, B) se per ogni coppia di successioni (x,,)
in A e (¢,) in B tali che esistanto i limiti (in [—o0, +00])

[ .= lim lim ¢,(z,) , l:= lim lim @,(z,),

allora [; = (5.

2.6.26 Osservazione. Sia X uno spazio normato. Siano A C X con (A, w) relativamente
numerabilmente compatto e B C X* limitato. Allora vale A(A, B).

Dimostrazione. Siano (z,,) in A e (p,) in B per cui esistono i limiti Iy e [ della Definizione
(2.6.25). Dato che (A, w) ¢ numerabilmente compatto posso supporre che (z,) abbia un
punto di accumulazione xg, nella topologia w. Dato che B e limitato, allora (B, w*) e
relativamente compatto, dunque numerabilmente compatto e posso dunque supporre che
(pn) abbia un punto di accumulazione ¢y in w*. Se n € N si ricava che ¢,(x¢) ¢ di
accumulazione per (¢, (Z,))m, € dato che siamo in R esiste una estratta (¢, (zm,))r tale
che @, (Tm,) — pn(xo). Con lo stesso ragionamento si trova una successione (phy, (xo))n
tale che (¢, (x0) = @o(zo). Dunque I = ¢o(x¢). Scambiando 'ordine tra le ¢, e le z,
si perviene a ly = @o(xg), da cui (1 = Is. O

2.6.27 Lemma. Sia X uno spazio normato e siano A un sottospazio lineare di X, B un
sottoinsieme di X* tali che valga la proprieta A(A, B). Indichiamo con Ay la chiusura di
A rispetto a o(X, B) e con By la chiusura di B in (X*,o(X*, J(A))).

(a) Sia (x,) un successione in A e sia xog € A. Allora

Ty —x9 ino(A,B) = x,—xoino(A B).

(b) Sia xg € Ay. Allora esiste una successione (x,) in A tale che:

Ty, — g 1n o(X, By)

Dimostrazione. Notiamo che, per la I’Osservazione (2.6.7), x, — x¢ in 0(A, B) (resp. in
o(A, By) ) se e solo se

o(xn) = @(xg) Vo€ B (resp. Vp € By).

Dimostriamo (a) Siano (r,) e wy come in ipotesi e sia ¢ in B;. Consideriamo
Iinsieme A := {x,:n € N} U {zo}. Allora J(A) C J(A) e quindi @ ¢ nella chiusura di B
rispetto a 7; = o(X*, J(A)). Dato che A ¢ numerabile 7; ¢ pseudometrizzabile e quindi

esiste una successione (,,) in B tale che ¢,, SENEN @ (vedi I’Osservazione (2.3.9)). Sempre
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per la (2.6.7), si ha che o, (2) 2= @(z) per ogni x € A. Dato che x,, — x4 in o(A, B),
allora:

lim_ 1 @y (a) = Tim (o) = P(i)

mM—r00 N—00

Sia ora (x,,) una qualunque estratta di (x,,) per cui (¢(x,,)) ammetta limite [. Allora

lim lm ¢, (x,,) = hm o(xn,) =1
k—o00 m—00 k—o00

Dunque per la proprieta (A(A, B) si ha | = @(z); per larbitrarieta di (ny) si ricava
p(xn) — (o).

Dimostriamo (b) Costruiamo (x,,) mediante un procdimento ricorsivo. Per n =1
definiamo Y] := span(zg), W1 = {¢|y, :¢ € B}. Dato che span(W;) ¢ uno spazio di
dimensione uno (o zero) possiamo trovare una successione (@1 ) in B tale che (¢1,1]v; ) ey
sia densa in W;. Prendiamo allora z; € A tale che |¢11(z1 — x0)| < 1 (lo possiamo fare
perché xq e nella chiusura di A in o(X, B)).

Se sono stati definiti z1, . . ., 2,1 definiamo Y,, := span(zg, ..., z,_1) e W,, :={¢ly, : ¢ € B}.
W, € contenuto in Y,* che ha, al piti, dimensione n. Dunque possiamo trovare una suc-
cessione (¢nk),en 0 B tale che (¢nkly, ) ey sia densa in W, (per esempio rispetto alla
norma forte in Y;*, che ha dimensione finita). Scegliamo allora z,, € A in modo che:

S|

| omk(zn — z0)| < Vm,k €Nconl<m,k<n

(sempre perché x € A;). Consideriamo:

B .= {onr:n,keN} CB , Y :=span(x,:ne€N)= UYn

neN

W= {go|y:g0€B} ., W:=A{p|ly:¢p € B}.

E chiaro che vale A(ANY,W). Dico che W & denso in W nella o(Y*, J(Y)). Infatti sia
p € W e sia U un intorno di ¢ in o(Y*, J(Y)). Allora esistono yi,...,y, in Y ed e > 0
tali che

Uyl ~~~~~ yh(g) = {50/ € B: ‘Sol(yi) (yz)‘ <eg i = h} cU.

Per definizione di Y si ha che esiste n per cui y; € Y,, i = 1,...,h. Per costruzione
esiste k tale che ||@nkly, — g0|yn|| < e. Ma questo implica (,an|yn € Uy1 _____ w(€) C U. Per
costruzione si ha che @, k() ——— @(x0), dunque z,, — z¢ in o(Y, J(W)). Ma allora per
al parte ((a)) si ha z,, = zo in o(Y, J(W), che & lo stesso che dire z,, — ¢ in o(X, J(B).
Di nuovo per (a) si ha x, — zo in o(X, J(B). O

Nel seguito indichiamo J* := Jx-.

2.6.28 Corollario. Sia X normato e sia o/ C X tale che valga A</, 2*). Indichiamo
con @™ la chiusura di J(of) in (X, w*) = (X*,o(X**, J*(X*))). Allora per ogni punto
x** di G esiste una successione (x,,) in &/ tale che J(x,) — x** in o(X**, B*). Se
inoltre X é un Banach, allora <y C J(X). Ne seque che la w-chiusura sequenziale di
J() e la w-chiusura di J(&) coincidono con la w*-chiusura di J(A), dato che (con le
ovvie notazioni):

w* seq—w

A" c I(4)

w w*

CJ(A) CJA) . 777
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Dimostrazione. Poniamo A = &/** := J(«/) C X** ¢ B = J*(#*) C X**. E evidente che
vale A(A, B) e quindi possiamo applicare il Lemma (2.6.27) parte (b) e ottenere la prima
affermazione. Per questo bisogna osservare che @** coincide con la chiusura di J(<)
in o(X**, J*(#*)) e che la chiusura di J*(£*) in o(X**, w*) coincide con #*** (Lemma
(2.6.17) in X*). Per la seconda parte basta notare che, se X ¢ un Banach, allora J(X) ¢
chiuso in X** e dunque ¢ chiuso in (X**, w). ]

Dimostrazione di Eberlein-Smulyan. Dimostriamo le parti non banali delle equivalenze.

(i) Supponiamo che o7 sia relativamente numerabilmente compatto. Allora, per I'Os-
servazione (2.6.26), vale A(«7, %*). Inoltre o e limitato in X. Infatti data ¢ in X* e sia
(x,) in & tale che ¢(x,) — sup ¢(&); allora x,,) ha un punto di accumulazione zy da cui
©(xo) € punto di accumulazione per (¢(x,). Necessariamente ¢(xg) = sup ¢(A) € R. Per
il Teorema di Banach-Steinhaus 27 e limitato.

(ii) Supponiamo che & sia limitato e che valga A(<7, %*). Dico che &/ & compatto
in (X, w). Per vederlo poniamo 2" := J(&/) . Allora @/ ¢ limitato (J ¢ un’isometria)
dunque é compatto in (X**, w*) (per (2.6.10)). Dato che w & una topologia piu fine di w*
allora @7 & compatto in (X**,w). Ma per il Corollario (2.6.28) @ C J(X) e dunque
posso considerare & := J~!(@**), che ¢ compatto in X dato che J=' : J(X) — X &
continua da J(X) in X, e dunque & continua da (J(X),w) in (X,w) (per la (2.6.8)). E
ovvio che 7" C o e quindi &7* & compatto.

(iii) Supponiamo che &% = &/  sia numerabilmente compatto. Dico che @ & se-
quenzialmente compatto in (X, w). Dalla (ii) e dall’Osservazione (2.6.26) si ricava che vale
A(ety, #*). Sia (r,) una successione in 7 ; allora esiste un punto zy € 4 di accumu-
lazione per (z,) (in o(X,w)). Sia Y := span(zo, z2, 2, ...). Lo spazio (B*NY* w*) =
(B*NY* oY, J(Y))) ¢ compatto (per (2.6.10) e metrizzabile (la topologia ¢ gene-
rata da una famiglia numerabile di seminorme, ¢ di Hausdorff per la (2.6.6)). Dunque
(B*NY* w*) e separabile: sia allora Z* C %*NY numerabile e denso in A*NY* rispetto
a o(Y*, J*(Y)). Allora (& NY, o (Y, B*)) & metrizzabile per (2.3.7) (Hausdorff segue dal
fatto che X & di Banach). Dunque esiste una successione estratta (z,, ) tale che x,, — xg
in ¢(Y,B*). Per il Lemma (2.6.27) parte (a) si ha che z,, — z0 in o(Y,B*), e dunque
anche in o(X, w). O

CHECK

2.7 Alcuni esempi

Tutti gli esempi mostrati nel seguito considerano funzioni di una variabile fissando I =]a, b]
intervallo in R. Nel seguito useremo anche gli intervalli [, := }a + %, b— %[ che hanno le

proprietd I,, C I,y C I,;q C I, e I = |J I, (conveniamo che Iy = ().
n>0
Si potrebbe facilmente considerare funzioni di piu variabili sostituendo all’intervallo
un generico aperto limitato di RV.

2.7.1 Esempio. Lo spazio
C'(I):={f:1—R, f continua}
e di Banach rispetto alla norma:

1= 11l = maxc | £ @)
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Piu in generale, per m intero, lo spazio
C™(I) = {f 1 —R:Vi<m3 f9: IR, prolungabile con continuitd a _f}

e uno spazio di Banach rispetto alla norma:

1A= llemepy := D max| FO@) =D (£,
0,...,m i=1

2.7.2 Esempio. Poniamo CJ(I) := {f : R — R, f continua , f(z) =0 se z ¢ I}, o piu in
generale

Cy'(I) :=={f : R — R derivabile m volte, f(z) =0se x ¢ I}.

Allora C*(I) & un sottospazio chiuso di C™(I) (identificando ogni f con la sua restrizione
a I, che dunque ha tutte le derivate nulle gli estremi di I), quindi & uno spazio di Banach
rispetto alla norma di C™([) .

In realta si puo anche dimostrare che su una norma equivalente su C{*(]0,1]) ¢ la sola
Ifm™ |oo.7- Per questo basta utilizzare la disuguaglianza:

A lloor W f oo VF€CHI)NCH()

che segue da:

T b
rol=| [ 1< [1r©ld < 1lon  voer

Questa disuguaglianza mostra che || f'||, 7 & una norma in C'(1) N C§(I) e pit in generale
(iterando) che || f™||,.7 & una norma su C™(I) N Cy* ' (1) D CM(I).

2.7.3 Esempio. Lo spazio C"(I) := {f : I — R, f derivabile m volte in I} ¢ di Fréchet
rispetto alla famiglia di seminorme:

pui(f) = ;. meEN i<m.

Questo spazio ¢ di Hausdorff perché p,o(f) = 0 per ogni n implica f = 0. Dato che
(Pn.i)n.ieNi<m € numerabile, C™(I) ¢ metrizzabile. In questo spazio la convergenza di una
successione (fx)r a zero equivale a f,gi) — 0, per k — oo, uniformemente su ogni I,,, per
1=20,...,m e per ognin € N.

Analogamente C*°(I) := {f : I — R, f derivabile infinite volte in I} ¢ uno spazio di
Fréchet rispetto alla famiglia di seminorme (py,;)n.ien €d € metrizzabile.

2.7.4 Esempio. Lo spazio C°(I) := {f € C*(R): f(z) =0sex ¢ I} ¢ uno spazio di
Fréchet rispetto alla famiglia di seminorme (|| - [lcm())men. Questo spazio ¢ metrizzabile
e puo essere visto come sottospazio chiuso di C*°(I). Notiamo che una successione (f,,)n

in C§°(I) tende a zero se e solo se per ogni m f,gm) — 0 uniformemente su 1.

Ricordiamo che data una funzione f : A — R il supporto di f, che si indica con spt(f),
¢ la chiusura (in A) di {z € A: f(x) # 0}.

2.7.5 Esempio. Consideriamo C™(I) := {f € C(I):spt(f) & compatto}. E chiaro che
C™(I) ¢ un sottospazio vettoriale di CJ"(I) e che, per ogni K compatto contenuto in I lo
spazio C{"(K') € un sottospazio vettoriale di CI"(I). Vorremmo introdurre una topologia 7
su C*(I) che renda continue (come appare naturale) le immersioni ix : CJ* (K) — C*(1),
per ogni compatto K C I, e j:C"(I) — Cy*(I).



2.7. ALCUNI ESEMPI 43

Consideriamo il caso m = 0. Ci concentriamo su come rendere continue le ix, vedremo
che la continuita di j sara una conseguenza. Indicheremo con 7 la topologia piu fine (la
massima topologia) localmente convessa in C2(I)che rende continue tutte le immersioni
ip = 1. E facile vedere che in 7 sono anche continue le ix per qualunque compatto

K C I, dato che ogni tale K ¢ definitivamente contenuto in I,,.
Sia ¢ := {0 : N —=]0,+00[:0, — 0}. Se 0 € ¢ definiamo p, : C°(I) — R ponendo:

po(f) = i WHUL” Vf e o).

n=0 n

Notiamo che data f € CO(I) esiste i tale che f =0 su R\ [; e quindi tutti gli addendi
con n > n + 1 nella serie sopra sono nulli, dunque p,(f) < +oo. E facile vedere che p,
¢ una seminorma (anzi una norma dato che p,(f) > %||f||ooj Dico che la topologia T
coincide con la topologia 7 indotta su C?(I) dalle seminorme (Po) et
Dimostriamo che 7/ C 7 facendo vedere che ogni 4, ¢ continua da CJ(I,,) in (C2(I), 7).

Sianon € N e o € ¢ e poniamo v := min {0y, ...,0,}. Allora per ogni f € CJ(I,) si ha:
Hf”oo]\[ ||f||oo]\[
pa(f) Z o% : < Z : Hf”oo I
k=0

Ne segue la continuita di ¢, per la proposizione (2.4.9). Dimostriamo che 7 C 7/. Dato
che 7 & localmente convessa possiamo supporre che sia generata da una famiglia (p;)ic.s
di seminorme. Dato che i, ¢ continua da CJ(1,,) in (C2(I),7), ricaviamo dalla (2.4.9) che
per ogni ¢ € . e ogni n € N esiste una costante K, tale che

ﬁz(f) < KZ,an”oo Vf S CS([n)'

E chiaro che possiamo supporre K;, > n e porre o; , := di modo che o; € c0 Sia

Ki,n+2
inoltre (6,),en una partizione dell’unitd associata agli insiemi I, \ I,,. Si ha:

5i(f) = (Z ekf) S WICGED WIS pLL )
k=0 k=0 k=0 !

k=0 ’

La disuguaglianza sopra dice, a causa della (2.4.9), che l'identita da (C2(1),7’) in C2(I), T)
¢ continua e cioe T C 7.

Vediamo che non ¢ possibile trovare una base di intorni numerabile per 7. Se cosi
fosse potremmo trovare una successione (0,) in ¢f tale che le corrispondenti p, = p,,
genererebbero 7. Dato che in questo modo I'identita da (CO(I), (pn)nen) a (C2(1), (Po)sect)
risulterebbe continua, se ne ricaverebbe:

Vo € ¢ 3K, > 03I, C N con #I, < +o0 t.c. po(f) < K, mez}xpn(f) Vel
(2.9)

1
Poniamo o, := m min {oy,:0 <k <n}. Allora o € caL e preso I C N finito si ha:
n
—1 i n kel
In =(n+1 min {0, ; — 00 per n — 0o

(n+1)max{ak kel} min {0y, :0 <k <n}

e questo rende impossibile la (2.9), prendendo f = f, € C3(I,41) con 0 < f, < 1l e
‘anoo,I_\In =1
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Vediamo che C?(I) & completo. Sia per questo (f;)ier un net di Cauchy in C°(I). Dico
che esiste n intero tale che:

VU intorno di zero, Vi € Z 35 > i tale che (f; + U) N Co(1,,) # 0. (2.10)
In caso contrario per ogni n € N esisterebbero #,, € Z e U, intorno di zero tali che:
Vi > in (fi + Un) N Co(I,) =10 (2.11)

Per ogni n possiamo supporre che U,, = U, (1) per una o, € c¢j. Inoltre (rimpicciolendo
o, la (2.11) continua a valere) possiamo supporre sia 0, g1 < 0k che 0p1 5 < Op g, DEr

n,n

o
n,k € N. Definiamo o,, := . Per la (77)esistono ig € Z e @ > 0 tali che
n

Vi >y f; € aly(1). (2.12)

Se ora prendiamo n > @ e un ¢ € Z che verifichi contemporaneamente i > 1, e i > 1,
troviamo (per la (2.11)) [/ fillk,, = 0 per m = 1,...,n, mentre per m > n (a causa di
a

(2.12)) || fill k., < @Om < —0Omm < Onm. Dunque f; € U,. Dato che U, = U,, (1) ¢
m

simmetrico anche — f; € U,,; ma allora da (2.11) segue 0 = f; — f; ¢ Cy(I,,) che & assurdo.

Allora, avendo dimostrato la (2.10), per ogni ¢ € I e U intorno di zero possiamo
trovare j;y > i e una funzione g;y € Cy(I,) tale che f; , — giv € U. Notiamo che
Uinsieme J := {(¢,U)):¢ € Z,U intorno di zero} & diretto se pongo (i1, U;) =< (iz, Us) se
e solo se i; < iy e Uy C U;. Inoltre (¢;v)i,v)es © un net di Cauchy su Cy([1,,). In effetti
dato V intorno di zero in Cy(1,,) esiste U intorno di zero in C2(I) tale che UNCy(I,) CV
(prendendo U = U, (1) con o opportuna, definita ad arbitrario per k > n). Preso W tale

che W+ W + W C U sia ig tale che
fo—freW V" >
Allora se ',i" > ig e U',U" C W (cioe se (i',U") = (ig, W) e (", U") = (i, W)):
g = girvr € fiy o +U = fi pu —U"CW W+ W CU

Dato che Cy(1,,) ¢ completo esiste g € Cy(1,) tale che g; v — g. Non ¢ difficile verificare
(XXX) che ne segue f; — g.

2.7.6 Osservazione. Abbiamo visto che la topologia 7 sopra introdotta su C2(I) ¢ la pit fine
tra quelle localmente convesse che rende continue tutte le immersioni 4,, := 47 . Da questo
segue che, dato uno spazio localmente convesso Y e una mappa lineare L : C2(I) — Y,
condizione necessaria e sufficiente affinché L sia continua ¢ che L, := Lo, : C)(I,) = Y
sia continua per ogni n. Che la condizione sia necessaria ¢ evidente (composizione di
continue ¢ continua). Vediamo che ¢ sufficiente. Se le L,, fossero tutte continue ma
la L no, ci sarebbe un aperto convesso V in Y tale che U := L~'(V) non ¢ aperto in
C%(I), mentre i, ' (U) = L, (V) sarebbe aperto in CJ(I,,). Possiamo allora considerare la
topologia 7 ottenuta aggiungendo alla base Zy di intorni di zero convessi in 7 la famiglia
(U'NU)yrez,- E chiaro che 7 ¢ localmente convessa ed & strettamente piti fine di 7. Se
U e€ZyeneNsihai,  (U'NU) =4 (U)Ni, (U)=4i*U)N L V) & un intorno di
zero in CJ(I,,). Da questo segue facilmente che ogni 4, ¢ continua a valori in (C2(I), 1),
in contrasto col fatto che 7 ¢ la topologia piu fine con questa proprieta.

In particolare 'immersione j : C2(I) — CJ(I) & continua, dato che ogni joi, ¢ continua.

2.7.7 Esempio. Poniamo C*(I) := {f € C*(I):spt(f) C I}. Anche in questo caso
possiamo considerare la piu fine topologia l.c. 7 che rende continue tutte le immersioni
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in : C(I,) — C(I). Ragionando come nell’esempio (2.7.5) si vede che 7 ¢ generata
dalle seminorme:

— 1 fllcsn
p(w(f):E —J(\ ) o€ct, € My
n=0 n

al variare di 0 € cg e pp€ m:={u: N — N: i1 > p, Vn}.
Lo spazio C2°(I) viene spesso indicato con (1), pit brevemente con & se I = R. 1l
duale 2* —tradizionalmente indicato con 2’- si chiama spazio delle distribuzioni su R.
Ragionando come nell’Osservazione (2.7.6) si vede che L : 2 — Y ¢ continua se e solo
se per ogni L o, : C§°(I,) — Y ¢ continua. In particolare ¢ € Z* se e solo se per ogni
compatto K la restrizione di ¢ a C§°(K) ¢ continua. Usando la (c) di (2.4.9) per C§°(K):

¢ € " < VK compatto Im € N, 3C > 0 tale che |[o(f)| < C|[fllemx) Vf € C5°(K).
Un’altra caratterizzazione di 2%, usando la convergenza in C§°(K), ¢:

¢ € P < YK compatto, V(f,), in C°(K) t.c. Ym f™ — 0 unif. , si ha ¢(f,) — 0.
Condideriamo in Z* la topologia forte. Essa e indotta dalla famiglia di seminorme

pi(e) :==sup |p(f)] VB limitato in 9.
feB

Data la caratterizzazione dei limitati mediante le seminorme in & (vedi la Proposizione

(2.4.2)) abbiamo che

B limitato in 2 & Vo € ¢, Yu € My, C,,, := supsup [/ llewn <o)
feB neN On

< 400

Da questo segue che se B ¢ limitato esiste un compatto K tale che spt(f) C K per tutte
le fin B. Infatti se questo non fosse vero esisterebbe (k,),, successione crescente di interi

e (fx, )n in B tali che || fx kan”Kkn

|k, > 0. Seallora o € ¢ ¢ tale che oy, < ’
n
avremmo un assurdo perché:

e e My,

n |

feB neN On feB neN On feB neN Ok, neN Ok,

) | fren [0 (K, ) ok

—_ "Ym

per ogni m € N e k,,, = o0. E allora chiaro che B ¢ limitato in 2 se e solo se:

3K compatto tale che B € C°(K) e Vm € N si ha sup || f™||x < +oo
feB

Ne segue che un’altra famiglia di seminorme per la topologia forte di Z* ¢ data da:

Gnu(@) =sup {[o(f)]: f € CF°(Kn), Ym || fllom,) < i} -

al variare di n € N e di tutte le successioni p : N — [0, +00].
In realta, nella pratica, su Z* si usa sempre la topologia debole star.

2.7.8 Esempio. Sia p > 0 e definiamo

o
* = {(an)n successioni reali : Z la,|P < —1—00} :

n=1
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¢* & uno spazio lineare. Se p > 1 7 & uno spazio normato con norma:

[(@n)nllp = (Z Ianlp)

e si dimostra che & completo, dunque un Banach. Inoltre 2 & uno spazio di Hilbert rispetto

al prodotto scalare:
o

<(an)n> (bn)n>2 = Z anby,.

n=1

Se 0 < p < 1 ¢P & comunque uno spazio metrico completo rispetto alla distanza (invariante

per translazioni):
o0

dp((@n)n, (bn)n) = Z |a, — bul?.

n=1

Il fatto che d, sia una distanza segue dalla diseguaglianza (valida per 0 < p < 1):

(a+b)P <al+b° Va,b > 0. (2.13)
o : . (1+1)P
Per provarla si puo studiare la funzione p(t) := T su [0, 400|, notando che:
p(1 4P

p(0)=1, lim et)=1, ¢t)= (1=, (1) =271 < 1,

t—+o0 (1 4tr)?
da cui 2771 < p(t) < 1 per ogni t > 0 (e mettendo ¢ = b/a si ottiene la (2.13) ).
Pongo anche

> = {(an)n succ. reali : sup|a,| < —1—00} : & = {(a,), succ. reali :a, — 0}.

Entrambi questi spazi sono dei Banach con la norma

H(an)nHoo 1= sup |ay|.
neN

Chiaramente ¢® ¢ un sottospazio chiuso di £*°.

Si dimostra che P e riflessivo se 1 < p < 400 e il duale di 7 ¢ isomorfo a (9, se
pHqgt =1

Si dimostra anche che il duale di ¢® & ¢! mentre il duale di ¢! & £> per cui questi spazi
non sono riflessivi.

Si dimostra che P ¢ separabile per p < +00, mentre £*° non ¢ separabile.

2.7.9 Esempio. Dato un insieme misurabile £ in RY si definiscono, per p > 0,

LP(E) = {f : E —] — 00,00]: f & misurabile e / |f(z)]Pde < —l—oo}

L(E):={f: E —]—o00,00]: f ¢ misurabile ed essenzialmente limitata su E} .

Si considera inoltre la relazione di equivenza f ~ g se e solo se f = g quasi ovunque e si
definiscono

LP(E) = £?) ~, L>*(E) = %7/ ~
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11 = ([ 17 d:c);

| flloo :=esssup |f(z)| :=inf {m € R:|f(x)] < m per q.o. x € E'}
zeE

Se p > 1 si considera:

che si vede essere delle norme che rendono IP(E) degli spazi di Banach (per p € [1, +0o0]).

Consideriamo invece p € I. In questo caso é comunque vero che IP(E) sono spazi
vettoriali. Inoltre la funzione d,(f,¢) fo |f(x (z)|P dx & una distanza (inveriante
per translazioni), a causa della (2.13). B fac1le Vedere che d, induce su L%(0,1) una
topologia compatibile con le operazioni lineari. Dimostriamo che I'unico aperto convesso
e tutto lo spazio. Sia U un aperto convesso. A meno di translazioni possiamo supporre
che 0 € U. Sia allora p > 0 tale che B(0,p) C U.

Prendiamo una qualunque funzione f € LP(0,1). Per ogni n € N si trovano 0 = zg <

T) < 0 < Tpog < @, = 1 tali che [ Nf@)Pde = —d,(f,0) (usando la continuita
i n
dellintegrale rispetto agli estremi). Poniamo fj := f 1, | 5. Allora:
“ f,0
by 0) = [ WP e = Tay (7,0 = 22D,

Ma allora, se n e abbastanza grande, nfy € B(0,p) C U per ogni k = 1,...,n. Per la
convessita di U, da f = — Z n fr si deduce che f € U.

n =1
Ne segue che non esiste nessun funzionale lineare e continuo su LP(0, 1) diverso dal
funzionale nullo. Infatti se chi fosse un tale ¢, allora U := {f:¢(f) < o} sarebbe un

aperto convesso non banale. Tutto questo mostra che, se p > 1:
e [P non e uno spazio localmente convesso.

e Non vale il teorema di separazione (2.5.6) in LP: si prenda per esempio C' = {z1} e
K = {xy} con z1 # xs.

2.8 Operatori chiusi

2.8.1 Definizione. In questo paragrafo X e Y sono spazi normati. Chiameremo operatore
illimitato da X in Y un’applicazione lineare definita su un sottospazio lineare D(L) di X a
valori in Y (il termine illimitato in realta dovrebbe essere “non necessariamente limitato”
dato che il caso L continuo da X in Y ¢ contenuto nella definizione). Poniamo:

ker(L) :={zx € D(L): Lz = 0},
R(L):={y€Y:3x € D(L) con Lz =y},
GIL):={(z,y) e X xY:x e D(L),y = Lz}

detti rispettivamente il nucleo, I'immagine e il grafico di L (sono tutti spazi lineari).

2.8.2 Definizione. Siano Li, L, due operatori da X in Y. Scriviamo L; C Ly se Ly €
un’estensione di Ly, cioe se D(Ly) C Ly e L2|D(L1) = L. Notiamo che L; C L4 se e solo

se G(L1) C G(Ly).
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2.8.3 Definizione. Diremo che L : D(L) — Y ¢ chiuso, se G(L) & chiuso in X x Y.

E conseguenza del Teorema dell’Applicazione Aperta (anzi ¢ una formulazione equi-
valente di quel teorema) che ogni operatore lineare chiuso tra spazi di Banach ¢ necessa-
riamente continuo (Teorema del Grafico Chiuso).

2.8.4 Proposizione. Sia D(L) C X, L : D(L) — Y un operatore chiuso. Allora:
e il nucleo di L, cioé lo spazio lineare ker(L) := {x € D(L): Lz = 0} ¢ chiuso;

e se L ¢ iniettivo allora L™' : R(L) — X ¢ chiuso, dove R(L) := L(D(L)) ¢
[t'mmagine di L.

E anche chiaro che, se L : X — 'Y ¢é continuo, allora é chiuso, mentre non vale il viceversa.

2.8.5 Proposizione. Se L, Ly sono operatori chiusi, allora L := Ly + Lo, definito su
D(L) :==D(L1) N D(Ls) é un operatore chiuso.

Se L : D(L) — Y ¢é un operatore chiuso e M :'Y — Y; ¢ lineare e continuo, allora
Ly := Mo L é un operatore chiuso definito su D(L,) = D(L).

Se L : D(L) — Y e un operatore chiuso e M : X1 — X ¢ lineare e continuo, allora
Ly := Lo M ¢ un operatore chiuso, definito su D(Ly) = M~Y(D(L)).

2.8.6 Lemma. Siano X wuno spazio normato e¢ Y wuno spazio di Banach. Sia X' un
sottospazio lineare denso di X e L : X — Y wun’applicazione lineare continua. Allora
esiste un’unica estensione lineare e continua L : X — Y, di L a tutto X.

2.8.7 Notazione. Dati z € X e z* in X* indicheremo come si fa di solito:
(x,2%) v (= (@, ") se non c’e ambiguita) := z*(z).

2.8.8 Definizione. Siano X e Y spazi normati. Sia L : D(L) — Y con D(L) denso in
X. Definiamo [’aggiunto L* : Y* — X* ponendo:

D(L*) := {y* eY*: sup (Lz,y") < +oo} :

=]l x=1

L*y* =z2" ¢ X* < (L, y")yye = (2", 0) x x- Yz € D(L).

(al solito (z,2%)y . = z*(z) se ¥ € X e 2" € X* e lo stesso per (:,)y.). Notiamo
che L*y* ¢ univocamente definito per il Lemma (2.8.6) (con Y = R), e che L* ¢ lineare.
Dunque:

y €D(LY), v° =LY & (,77)x xo. = (L2, ¥ )yy. VYo €D(L).

2.8.9 Osservazione. Sia L : D(L) — Y con D(L) denso in X. Si vede immediatamente
dalla definizione che, dati x* € X* e Y* € Y*:

y € D(L"),x" = L'y" & (2", 1) x x- = (L, y")yy. Vo € D(L). (2.14)

2.8.10 Osservazione. Sia L : D(L) — Y con D(L) denso in X. Allora segue facilmente
dalle definizioni che:

(a) Se M : X — Y ¢ lineare e continuo, allora D(L+ M) =D(L) e (L+ M)* = L*+ M*,
(b) Se M : Y —Y; ¢ lineare e continuo, allora L* o M* C (M o L)*;

(c) Se M : X; — X ¢ lineare e continuo e se D(L o M) = M~*(D(L)) & denso in X,
allora M* o L* C (Lo M)*.
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2.8.11 Osservazione. Siano Ly, Lo due operatori da X in Y, aventi dominio denso. Se
Ly C Ly si ha Lj C L. Per vederlo basta applicare le definizioni.

2.8.12 Proposizione. Sia L : D(L) — Y, con D(L) denso in X, allora L* é chiuso.

Dimostrazione. Siano (y), una successione in D(L*) che converga a un punto y* € Y* e
supponiamo che z¥ := L*y* converga a un punto z* in X*. Allora per ogni x € D(L) si
ha v’ (Lz) = zf(x) da cui passando al limite y*(Lx) = x*(z). Questo equivale a dire che
y* € D(L*) e x* = L*y*. O

ESEMPI 77

2.8.13 Teorema. Sia L : D(L) — Y con D(L) denso. Allora L ¢é continuo se e solo se
D(L*) =Y*. Quando cio avviene, allora anche L* & continuo e |L*|| = || L]

Dimostrazione. Se L ¢ continuo segue facilmente dalle definizioni che D(L*) = Y*, che
L* & continuo e che |[L*|| < ||L]|. Se fosse ||L*|| < || L] esisterebbe xy € X con |xg| = 1
e || Lzol|| > [|L*||. Per Hahn-Banach esiste y; in Y con [ly5[| < 1 e (Lzo, y5)yy- = || Lol|-
Ma allora si trova lassurdo: ||L*|| > || L*y5ll > (o, L*yo) x x= = (Lo, Y*)y v« > || L*||-

Viceversa consideriamo la palla unitaria B in X e notiamo che, per ogrﬁ y* € Y*, dato
che y* € D(L*), si ha y* o L € X*. Dunque:

sup |y*(Lz)| < 400 < sup |y*(y)| < +oo < sup |Jy(y)(y")| < +oo.
z€B yeL(B) yeL(B)

Per il Teorema di Banach-Steinhaus (nota che X* & completo) deve esistere M tale che
" W) =1 ()W) < Myl Vy e L(B) vy € X™.
Ne segue ||y|| < M per ogni y € L(B), dunque L ¢ continua. O

2.8.14 Definizione. Sia I’ un sottospazio lineare di X*. Diciamo che F' ¢ totale, se per
ogni x € X con z # 0 esiste * € F tale che (v,2")y . # 0.

2.8.15 Lemma. Sia X ¢ uno spazio di Banach riflessivo. Allora un sottospazio F' C X*
¢ totale se e solo se F' ¢ denso in X*.

Dimostrazione. Se F' ¢ denso, allora ¢ totale per il teorema di Hahn-Banach (vedi la
Proposizione (2.5.8)). Viceversa supponiamo F totale, ma I # X*. Allora esiste z3* €
X\ {0} tale che (z*, a:S*)X* x+- = 0 per ogni z* € I’ (sempre per Hahn-Banach). Dato
che X ¢ riflessivo, allora 25" = Jx(z0) per un xp € X, e quindi (o, 2*) x x. = 0 per ogni
X* € F. Ma questo contraddice il fatto che F sia totale. O

2.8.16 Definizione. Diciamo che un operatore illimitato L : D(L) — Y ¢ chiudibile, se
esiste una sua estensione chiusa, cio¢ se esiste L : D(L) — Y, con L chiuso e L C L.

Notiamo che questo equivale a dire che G(L) ¢ G(L) = G(L).
2.8.17 Proposizione. Sia L : D(L) — Y. Allora sono equivalenti:
(a) L é chiudibile;

(b) esiste la minima estensione chiusa di L, denotata con L, indwiduata dalla proprieta
che L é chiuso, L C L, e se L ¢ chiuso e L. C L, allora L C L;

(c) se (0,y0) € G(L), allora yo = 0.

Inoltre se D(L) ¢ denso in X, allora L ¢é chiudibile se e solo se
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(d) D(L*) é totale.

Infine, sempre se D(L) ¢ denso, si ha L* = L*.
Dimostrazione. (a) = (c) Sia L un’estensione chiusa di L. Allora G(L) ¢ G(L) = G(L).
Dato che L & univoca e L0 = 0, si ha (0,y) € G(L) = (0,y) € G(L) = y = 0.

(¢) = (b) Dimostriamo che G(L) ¢ un grafico, cioe che, se (z,y1), (z,y2) € G(L),
allora y; = yo. Per la linearita cio ¢ equivalente a (0,y) € G(L) = y = 0, che ¢ l'ipotesi.
Dunque L definito da:

D(L) := {x € X:JyeY con (z,y) € G(L)}, y= Lz < (x,y) € G(L).

& un operatore chiuso con G(L) C G(L), cioe L C L; inoltre se L & chiuso e L C L, allora
da G(L) € G(L) = G(L) segue G(L) C G(L), cioe G(L) C G(L), ciot la tesi.

(b) = (a) ¢ ovvia.

Supponiamo ora che D(L) = X. L

(¢) = (d) Prendiamo g in Y con yy # 0. Dato che (0,y0) ¢ G(L) esiste z* € (X xY)*
tale che ((0,v0),2*) # 0 e ((z,y),z*) = 0 per ogni (z,y) € G(L). Se z* = (z*,y*), con
x* € X*ey* € Y* questo equivale a (yo, y*) # 0 e (x,2*)+(Lz,y*) = 0 per ogni x € D(L).
Dalla seconda eguaglianza si ha y* € D(L*) (e L*y* = —z*). Abbiamo quindi verificato
che D(L*) ¢ totale. L

(d) = (c) Sia (0,y9) € G(L). Dunque esiste una successione (x,), in D(L) tale che
x, — 0 e Lz, — yo. Sia y* € D(L*); allora:

<L$n>y*>yy* = <5UmaL*?/*>X,X* = 0= <90>y*>y,y* =0.

Dato che D(L*) ¢ totale si ha yo = 0. )
Verifichiamo l'ultima affermazione. Siano y* € D(L*) e x € D(L). Allora esiste una
successione (x,,), in D(L) tale che x,, — = e Lz, — Lx. Ne segue:

<E$’y*>y,y* = nh_frolo (L2n, Y )yy- = nh_{f)lo (LY )y xe = (LY, 0) x x- -
Questo significa che y* € D(L*) e L*y* = L*y*. Usando la (2.8.11) si ha la tesi. O

2.8.18 Corollario. Siano X e Y spazi di Banach e sia L : X — Y lineare. Allora L é
continuo se e solo se D(L*) ¢ totale.

Dimostrazione. Se L & continuo allora D(L*) = Y™* e quindi D(L*) ¢ totale. Se viceversa
D(L*) ¢ totale, allora per la (2.8.17) si ha che L & chiudibile. Dato che D(L) = X questo
significa che L e chiuso ed essendo L definito su un Banach L deve essere continuo. [

2.8.19 Proposizione. Siano X normato e Y Banach riflessivo. Sia L : D(L) — Y un
operatore illimitato con D(L) denso in X. Allora D(L*) e denso in Y™ se e solo se L ¢
chiudibile. Inoltre se cio avviene si ha L = Jy;'L** Jx.

Dimostrazione. Per la prima parte basta usare la Proposizione (2.8.17) e la caratterizza-
zione fornita nel Lemma (2.8.15). Per la seconda notiamo che L™ ¢ ben definito perché
D(L*) ¢ denso ed ¢ chiuso per la Proposizione (2.8.12). Dato che Jx e Jy sono isometrie
& chiaro che L := Jy'L**Jx ¢ chiuso. Vediamo che L C L; siano = € D(L) e y* € D(L*):

<L*y*, JXI>X*,X** = <JI, L*y*>X,X* - <L'T7y*>Y,Y* = <y*, JYL:U>Y*,Y**

da cui si deduce che Jxx € D(L*™) e L*Jxx = Jy Lz; questo ¢ come dire D(L) C D(L)

e Z\D(L) = L. Dimostriamo che L e la minima estensione di L. Per questo basta far



2.8. OPERATORI CHIUSI 51

vedere che G(L) C G(L) = G(L). Se cio non fosse vero esisterebbe xy € D(L) con

C
(z0, Lxo) ¢ G(L). Per Hahn-Banach troverei allora (z£, %) € (X x Y)* con (z, o) x x+ T
<[~/x0,y§> # 0 e (T, x5)y x + <Em,yS>YY* = 0 per ogni z € D(L). La seconda
Y,Y* ? )
proprieta significa che y§ € D(L*) e L*y; = —xf. Ne segue:

- <x07x8>X,X* = <x07L*yS>X,X* = (L"yp, JXxO)X*,X** = <y67L**‘]X'T0>Y*,Y** =

<y(’§, Jyl~}$0>Y* e <[~,x0, y§> # — (0, %0) x,x- -

Y)Y+
Si ¢ dunque trovato un assurdo per cui L = L. O

2.8.20 Lemma. Sia X un Banach riflessivo. Allora J% = (Jx«)~! (entrambi vanno da

Dimostrazione. Sia xj € X*. Allora per ogni z € X:

* * * * *
(z,Jx o JX*%)X,X* = (Jxu, JX*%>X**,X*** = (g, JXI>X*,X** = <I7x0>x,x* :
o & T s Vieev . . . :
Dunque J¥ o Jx« ¢ l'identita su X*. Viceversa sia x5 € X***. Allora per ogni x € X

(Jxm, Ix= 0 Jxag™) oy = (JxT0"™, IXT) 0 o0 =

ok sk

(2, Jx25"") x x = (Ix @, 277) yu o

kokok ok sk

Dato che Jx ¢ un isomorfismo Jx- o Jyx5™ = 5™ e questo conclude la dimostrazione. [

Nel resto del paragrafo H indica uno spazio di Hilbert con prodotto scalare (-, -).
Denotiamo con r : H — H* la mappa definita da (xq, 7(21)) 5 5= = (T2, 1) per ogni xq, x5
in H. Per il teorema di rappresentazione di Riesz r ¢ un omeomorfismo.

E semplice verificare che r* o Jgy = r dunque r* =ro J }}1.

2.8.21 Definizione. Sia L : D(L) — H dove D(L) ¢ denso in H. Poniamo L* := r~!L*or.

Dunque L* : D(L*) — H dove D(L*) = {x € H:rx € D(L*)} = v Y(D(L*)) C X. Si
deduce facilmente da questa definizione che:

r€D(LY),y =Lz < (x,Lz') = (y,a’) Va € D(L). (2.15)

D(L*) & denso se e solo se L ¢ chiudibile; in tal caso L* = L* e L** = L (dalla (2.8.19)).
Diciamo che L e simmetrico se L C L*, cioe se

(1, Lxg) = (xg, Lx1) V1,79 € D(L).
Diciamo che L & autoaggiunto se L = L* (che include la condizione D(L) = D(L*)).
2.8.22 Proposizione. Sia L : D(L) — H chiuso con D(L) denso in H. Allora:
(a) R(L)* :={z € H: (z,z*) =0 Vz* € R(L)} = ker(L*);

(b) ker(L)* :={z € H: (z,2*) =0 Vx € ker(L)} = R(L*);

(c) se esiste o > 0 tale che ||Lz|

x+ = Yllx||x per ogni x € D(L), allora R(L) é chiuso.
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Dimostrazione. (a) si ha:

r€ R (2,9) =0V € R(L) &
(x, L'y =0V2' € D(L) & x € D(L*), L'z =0 < x € ker(L").

(b) Segue dalla (a) per L*, usando la chiusura di L, per cui L** = L.

(c) Sia (z,), una successione in D(L), siano z := Lx,, e supponiamo z; — z. Per
ipotesi ||z, — Tmllx < 79 tll7f — 2%, || x+ e quindi (), & di Cauchy. Dunque (z,), tende
a un punto zop € H. Per la chiusura di L le proprieta =, — zo, Lz, — x implicano
xg € D(L) e af = Lxg, dunque zf € R(L). O

2.8.28 Osservazione. Nella situazione della proposizione precedente, se L e autoaggiunto
e vale la diseguaglianza in (c), allora ker(L) = {0}, R(L) = H e L' : H — H & continuo.
L’ultima affermazione segue dal fatto che L™! & chiuso e il suo dominio ¢ un Banach.



Capitolo 3

Funzioni convesse

3.1 Funzioni convesse su uno spazio l.c.

In questo paragrafo X ¢ uno spazio vettoriale.

3.1.1 Definizione. Sia f : A — [—00, +00]. Chiamiamo dominio di f 'insieme:
D(f) ={z e K: f(z) €R}
Diciamo che f & propria se f non vale mai —oo e non ¢ identicamente eguale a +oc.

3.1.2 Definizione. Se A C X e f: A — [—00, +0o0] chiamo epigrafico di f l'insieme

epi(f) :={(z,y) e XxR:z € A, f(z) <y}

3.1.3 Definizione. Siano K C X e f: K — [—00,400]. Diciamo che f & convessa se il
suo epigrafico ¢ convesso.

3.1.4 Proposizione. Dati K C X e f: K — [—00,+00] sono equivalenti:
(a) f é convessa,

(b)) ]Z’z'nsiz'eme D(f) = {x € K: f(x) < +o0} & convesso e per ogni x1,z9 € D(f), A €
0,1[:
FOAzr 4+ (1= Nag) < Af(z1) + (1= N) f(xa). (3.1)

Ovviamente la (3.1) vale automaticamente se A =0 o A = 1, purché abbia senso.

Dimostrazione. (a) = (b). Siano x1,z5 € D(f) e siano y1,7 € R tali che y; > f(x;).
Allora (z;,y;) € epi(f) da cui, se A € [0,1], (Az1 + (1 — Mo, Aygs + (1 — N)y2) € epi(f).
Dunque

fQar+ (1= Naz) S Ayr+ (1= Ny Vyr = f(1), VY2 > 1,

da cui Az +(1—N)as € D(f) e vale la (3.1). Ragionando a rovescio si ricava (b) = (a). [

3.1.5 Definizione. Diciamo che f & strettamente convessa se ¢ convessa e nella (3.1) vale
la disuguaglianza stretta ogni qualvolta x; # .

3.1.6 Osservazione. Sia f : K — [—o00, +00] convessa propria. Da (3.1.4) segue che D(f)
& convesso e non vuoto.

3.1.7 Proposizione. Sia f : K — [—o00,+00] una funzione convessa e supponiamo che
zo € K e f(xg) = —o00. Allora per ogni x € K con f(x) < 400 si ha: f(xg+ Az —x0)) =
—o0 per ogni A con 0 < \ < 1.

93
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Dimostrazione. Se f(x) < 400 si ha che xg,z € K. Preso \ €]0, 1] si puo applicare la
(3.1) e ottenere f(xg+ Az — 20)) < AM(—00) + (1 = N)f(z) = —o0. u

3.1.8 Corollario. Siano X S.V.T. e f : K — [—00, +00] una funzione convessa. Se D(f)
ha parte interna non vuota, allora f é propria.

3.1.9 Proposizione. Sia K C X convesso e sia f : K — [—00,+00]. Allora f ¢ convessa
se e solo se D(f) & convesso e per ogni n intero, per ogni n-pla di punti xq,...,x, € K e
per ogni n-pla di numeri reali Ay, ..., \, si ha:

=1 =1 =1

3.1.10 Proposizione. 1. Se f, g sono convesse, A\, u > 0, allora \f + pg e convessa —
nella definizione di somma conveniamo che la differenza di due infiniti faccia +00
(in questo modo D(f + g) = D(f) N D(g)).

2. Se f ¢é convessa e se G : [—00, +00] — [—00, +00] € convessa crescente, allora G o f
& convessa.

3. Se f:Y — [—o0,+00] & convessa, se yo € Y e L : X — Y ¢ lineare, allora
g : X = [—o0, +00] definita da g(z) = f(yo + Lx) & convessa.

4. Se (fi)ies € una famiglia arbitraria di funzioni convesse, f; : K — [—o0,+0o0],
allora f : K — [—o0,+00] definita da f(x) := sup;c; fi(x) é convessa.

Dimostrazione. Le prime tre proprieta seguono applicando le definizioni. L’ultima segue
dalla definizione di convessita mediante 1’epigrafico e dall’osservazione seguente. O]

3.1.11 Osservazione. Se f; + A — [—00,+00] per i € £ ¢ una famiglia di funzioni e se
f(x) :=sup,¢; fi(z), si ha
epi(f) = ) epi(fi)-

€S

In effetti (x,y) € epi(f) < f(x) <y < filr) <y Vie S < (v,y) €epi(f;) Vie S,

3.1.12 Definizione. Sia A C X. Chiamiamo indicatrice di A la funzione x4 : X —

[—00, +00] definita da:
(z) 0 sex € A,
T) =
X +oo sex ¢ A.

3.1.13 Osservazione. Sia A C X. A & convesso se e solo se x4 € convessa. Inoltre f: A —
[—00, +00] € convessa se e solo se ¢ convessa la funzione f : X — [—00, +00] definita da:

o Jf(@) sexeA,
f(x)_{jLoo sex ¢ A.

Nota che y4 = f se f ¢ la funzione nulla su A. In virtl di questa osservazione (di facile
dimostrazione) non ¢ restrittivo considerare funzioni definite su tutto lo spazio X.
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3.2 Convessita e continuita

Supponiamo che X sia uno spazio vettoriale topologico. Al solito .#(xg) indica la fa-
miglia degli intorni di un punto zy € X. Ricordiamo la definizione di limite inferiore e
semicontinuita.

3.2.1 Definizione (Limiti inferiore e superiore). Sia A C X. Sia xy € X. Diciamo che zg
e di accumulazione per A, se (UN A)\ {zo} # 0 per ogni U € .#(xp). Indichiamo con A’
I'insieme dei punti di accumulazione per A. Diciamo che zg ¢ isolato in A se xg € A\ A'.
Se f: A— [—00,+0] e xyg € A’ definiamo il limite inferiore e il limite superiore:
liminf := sup inf  f(x limsup := inf sup  f(x).
L= Ue s (z¢) TEUNA\{z0} ) T—T0 Ues (o) zeUnA\{zo} (@)
3.2.2 Definizione (semicontinuita). Siano A C X e zp € A. Diciamo che f ¢ semiconti-
nua inferiormente (semicontinua superiormente) in o se o € isolato in A oppure se e di
accumulazione e

fmint 1(0) = f(on) (msup /(o) < f(20)).

Tr—T0 T—x0

Diciamo che f ¢ semicontinua inferiormente (superiormente) su A se ¢ semicontinua in-
feriore (superiore ) in ogni xy di A. Abbrevieremo spesso la locuzione “semicontinua
inferiormente (superiormente)” con s.c.i. (s.c.s.).

Notiamo che f = —oo e s.cd. (f = o0 es.cd. ).
3.2.8 Osservazione. La definizione (3.2.1) non tiene conto del valore di f in zg ed ¢ quella

che, nel caso di eguaglianza tra limite inferiore e limite superiore, produce la tradizionale
definizione di limite. In alternativa possiamo definire, per qualunque xqy € X:

liminf* f(z) := sup ianf(a:), limsup*f(z) ;== inf sup f(z).

T=T0 Ue.s (o) *€UN z—ag Ued (z0) zeUNA
(con le solite convenzioni inf ) = +o00, sup ) = —c0). Allora, se g € A, liminf* < f(xo)
Tr—xTQ
e limsup* > f(x) e la la semicontinuita inferiore (superiore) di f in z¢ € A equivale a:
T—T0
liminf* f(z) = f(zo) (lim sup“f(z) = f(xo)) . (3.2)
T—rT0 T—T0
Si vede in effetti che:
(400 (—o0) se g & A,
f (o) sexg€ A\ A,
hf_l,inf*f(x) = § liminf f(x) ( limsup f(z) sexg € A"\ A,
0 T—=T0 T—T0
(lim sup*f(x)) liminf f(z) A f(z0) <1im sup f(z) V f(xo)) sexg € ANA,
T—T0 [ z—%0 T—x0
(3.3)
da cui la (3.2). Detto altrimenti f : A — [—00, +00] € s.c.i. in zy € A se:
VO < f(xg) AU € F(xg) : Ve e UNA f(z) > C; (3.4)
e s.c.s. in gy € A se:
VC > f(xg) AU € F(xg) : Ve e UNA f(z) < C. (3.5)

Notiamo anche che, per calcolare lim inf * f(x) (lim sup * f (:1:)) si puo estendere f con il
T—T0 T—x0

valore +00 (—o0) al di fuori di A.
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3.2.4 Proposizione. Siano A C X e f: A — [—00,+0o0|. Allora sono equivalenti:
(a) f € s.ci. in A;
(b) per ogni ¢ € R il sottolivello f¢:={x € A: f(x) < ¢} ¢é chiuso in A;
(c) epi(f) N A X R é chiuso in A X R.

Dimostrazione. (a) = (b) Sia xg € A con xg ¢ f¢, cioe f(xg) > c. Per la semicontinuita

sup inf f(U N A) > ¢; dunque esiste Uy € . (xp) tale che inf f(Uy N A) > ¢. Questo
UEJ(I())

implica che Uy N AN f¢ = (), ciod zg ¢ esterno in A a f¢. Dunque f¢ ¢ chiuso in A.

(b) = (c) Siano xy € A e yp € R tali che (xg,y0) ¢ epi(f), cioe —oo < yo < f(xo).
Sia y1 € R tale che yg < y1 < f(xo). Dato che zq ¢ f¥ e f¥ & chiuso in A, esiste Uy in
S (x0) tale che UyN AN f¥* = (). Ne segue immediatamente che (Uy N A)x] — oo, y1[ & un
intorno di (g, o) in A x R che non interseca epi(f). Dunque epi(f) ¢ chiuso in A x R.

(c) = (a) Sia zg € X. Se f(xg) = —oo allora f & s.c.i. ; se no prendiamo ¢ € R con
¢ < f(zo). Dunque (xq, c) ¢ epi(f) e dato che epi(f) e chiuso deve esistere un intorno W}
di (g, ¢) con WyNepi(f) = 0. Per come ¢ fatta la topologia di A x R esistono Uy € & ()
e e > 0 tali che (UyNA)x]c—¢e,c+e[C Wy. Sex € UyN A ne segue f(x) >c+e>ce
questo implica lirg inf f(x) > ¢, da cui la tesi. O]

T—x0

3.2.5 Proposizione. Sia f: A — [—00,+0o0] allora f & s.c.i. se e solo se —f ¢é s.c.s. .
Se f,g: A —] — 00, +00] sono s.c.i. e \,pu >0 allora \f + ug é s.c.i. .
Se fi; A — [—o00,+00] peri € S sono s.c.i. , allora f : A — [—o0,+00] definita
da f(x) := sup fi(x) & s.c.i. (anche se & = (), nel qual caso f = —o0). Si noti che
ic.s
epi(f) = 1 epi(fi).

€S

3.2.6 Proposizione. Siano A C X e f: A — [—00,+00]. Per ogni x € X definiamo:

f(x) == liminf * f(z) (i(m) = limsup*f(x')> :

Tr—x =z

Allora f(f) : X = [—00,400] € s.c.i. (¢ s.c.s. ). Inoltre f < f (f > f) in A e, sexo € A,

fes.ciinzg (¢ s.cs. inxg) se e solo se f(zo) = f(zo) (f(z0) = f(z0))-

Dimostrazione. Consideriamo il caso di f s.c.i. . La relazione f < f segue dalla (3.3)

mentre 'ultima affermazione discende da (3.2). Dimostriamo che f ¢s.ci. . Siac€Re

sia 2o ¢ f, cioe ¢ < f(xq) Per definizione di f esiste U € .#(zq) tale che irUlfAf(x) > c.
zeUN

Allora se z € U si ha U € S (z) da cui f(x) = liminf*f(2’) > inf f(z') > ¢, cioe
vl 2'eUnA
Un ?c = (). Dunque 76 & chiuso per ogni ¢ da cui la semicontinuita di f. O

8.2.7 Osservazione. Indichiamo A(f) := {g:X = [-00,00]: g < f,g &s.ci. }. Allora
f(z) = f(z) := sup g(x). Infatti f € A(f), da cui f < f. D’altra parte f & s.c.i.
geA(S)
per (3.2.5), dunque f(a:o) = lim inf*f(:v) < liminf*f(z) = f(x0).
T—T0 T—T0

Inoltre epi(f) = epi(f). In effetti epi(f) D epi(f) € ovvio, mentre si dimostra facilmen-
te che gpi( f) & un epigrafico, da cui I'inclusione opposta. In particolare se f & convessa,
allora f ¢ convessa.

D’ora in avanti supponiamo che X sia uno spazio localmente convesso di Hausdorff.
Indichiamo con X* il duale di X e useremo la solita notazione (x, z*) = (x, %)y y» = 2*(x),
quando x € X e * € X*. Inoltre K C X sara un convesso di X.
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3.2.8 Proposizione. Sia f : K — [—00, +00]| convessa e supponiamo che esista xq tale
che f(xg) = —oo. Allora per ogni punto x in cui f(zr) < +o00 e f & s.c.i. in x si ha
f(z) = —o0. In particolare, se f & s.c.i. in K, allora D(f) = 0.

Dimostrazione. Sia x € X con f(zr) < 4o0o. Allora per la Proposizione (3.1.7) si ha
f(xg 4+ t(x — xy)) = —oo. Dato che f & s.c.i. ne segue f(z) = —oc0. O

3.2.9 Proposizione. Se f : K — [—00,4+00] & convessa s.c.i., allora f & debolmente
s.C.0. .

Dimostrazione. Per ipotesi, usando (a) = (b) nella (3.2.4), si ha che f¢ & convesso chiuso
per ogni ¢ € R. Per la Proposizione (2.6.9) f¢ & debolmente chiuso. Usando (b) = (a)
nella (3.2.4) si deduce la tesi. O

3.2.10 Proposizione. Sia f : X — [—00,+00| convessa, s.c.i. con D(f) # 0. Allora
esistono x* € X* e c € R tali che:

f(x) 2 (z, 2%y x. +¢  VzeX
In particolare, se D(f) # 0, f(x) > —oc per ogni x in X.

Dimostrazione. Dato che f ¢ convessa e s.c.i. 'epigrafico epi(f) ¢ convesso e chiuso in
X x R. Sia zy € D(f): allora (zo, f(xo)) € epi(f) per cui epi(f) # (0. Sia inoltre
—00 < Yo < f(zo). Dato che (zo,yo) ¢ epi(f), usando Hahn-Banach si trovano z* € X* e
n € R tali che:

(20, 7" )y x» + NYo < q := inf {(x, )y + 1y (T,y) € epi(f)} : (3.6)

In particolare ny > q — (xo, ¥")y x- > NYo Per ogni y > f(xo), da cui n > 0. Ne segue:

]

3.2.11 Osservazione. Osservando la dimostrazione si vede che abbiamo dimostrato che, se
—00 < Yo < f(xg) < +o0, allora esiste z* € X* tale che

f(z) > yo+ (z", 2 — x0) Vo € X

3.2.12 Definizione. Sia f : X — [—00,+00] una funzione. Definiamo c¢o(f) : X —
[—00, +00] ponendo:

@ (f)(x) = sup g(x)
9€l'(f)

dove I'(f) = {g : X = [—00,+00] : g convessa, s.c.i. ,g < fin X}.

E evidente che @o(f) < f. Inoltre @(f) & convessa e semicontinua inferiormente in
quanto estremo superiore di funzioni convesse s.c.i. (dunque ¢o(f) € I'(f)).

3.2.13 Proposizione. Sia f: X — [—00, +00]. Si ha:

epi(co(f)) = co (epi(f))) .
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Dimostrazione. Se f = +o0o e semplice vedere che ¢o(f)) = 400, dunque entrambi gli
insiemi sono vuoti e vale la tesi. Supponiamo dunque che esista xy con f(zg) < +oc.
Facciamo vedere che se K C X x R & un convesso chiuso contenente epi(f), allora:

(r,y) e K= (z,y) e K VY >u. (3.7)

Per questo prendiamo 1 > f(z), di modo che (z¢,n) € epi(f) C K. Prendiamo t, :=
/ —
L (=71 0sen— +o00) e prendiamo x,, 1= x + t,(xrg —x). Sen >y siha0<t, <1

e (zy,y) = (2,y) + t;((x0,m) — (z,y)), perché y + t,(n — y) = y': ne segue (v,,y') € K.
Mandando n — +o0: (x,,y’) = (x,y’) dunque (z,y’) € K, a causa della chiusura di K.

La proprieta (3.7) implica che K = epi(gx), dove gx(z) := inf{y € R:(x,y) € K};
in particolare gy € convessa, s.c.i. e gk < f. D’altra parte e evidente che se g : X —
[—00, +00] & convessa, s.c.i. e g < f, allora I'insieme K, := epi(g) € convesso, chiuso e
contiene epi(f): Se ne ricava che:

K convesso chiuso g convessa S.c.i. g COWU@ZSfaS-C-Z.
epi(f)CK g<f g<
0

3.2.14 Definizione. Diciamo che [ : X — [—00,4+00] ¢ una funzione affine se I(z) =
(z,2")x x» + ¢ per opportuni z* € X* e ¢ € [~00,+00| (consideriamo affini anche le
due funzioni [ = —oo e [ = +00; queste sono le uniche ad avere valori infiniti). Se
f X = [—00, 4+00] poniamo:

Co(f) :={l: X —=R: [affine, [ < f in X} .
3.2.15 Proposizione. Sia f : X — [—o0, +00|. Allora per ogni x in X:
(/) (@) = sup I(x).

lela(f)

Dimostrazione. Dato che I',(f) C T'(f) si ha:

co(f)(x) = sup g(z) > sup g(z) =1c0.(f)(z) VreX
g€l (f) g€la(f)
Supponiamo per assurdo che non valga I'eguaglianza. Allora esiste o € X tale che
co(f)(xo) > @04(f)(xg). Possiamo prendere yo € R con co(f)(zg) > yo > coa(f)(x0).
Per definizione esiste g € K(f) tale che g(z) > yo e allora per la (3.2.11) esiste z, in X*
tale che:
(f(@) =) 9(&) Z yo + {(x — @, x) =t l(x) ~ VweX

Ma allora I € T',(f) da cui @o,(f)(x¢) > I(z9) = yo che & assurdo. O

3.2.16 Osservazione. Uy(f) = T'n(co(f )) Infatti da f > ©o(f) segue I'y(f) D T'u(€o(f)).
Viceversa se [ € I',(f) allora ¢o(f) > [ per la (3.2.15), cioe | € T',(¢o(f)).
-

3.2.17 Osservazione. Sia f : X — [—00,4+00]. Non & detto che valga:

S e L(epi(f)) & S =epi(l) con l € Ty(f). (3.8)

Prendiamo infatti per esempio f : R — [0, 4+00] con f(z) = 400 per ogni x eccetto z =0
e f(0) =0 (f = xqoy)- Allora epi(f) = {(0,y):y > 0} e il semispazio S := {(z,y):x > 0}
contiene epi(f), ma S non ¢ epigrafico di nessuna [ : R — [—o00, o¢0], tanto meno di una [
affine (S & “verticale”).
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3.2.18 Proposizione. Sia f : X — [—00, +o0] e sia xq in X.
(a) Se f(xg) =co(f)(xo), allora f é s.c.i. in .
(b) Se f é convessa vale anche il viceversa.

Dimostrazione. Per le definizioni si ha f > f > co(f).

Se f(xg) = co(f)(xo), allora f(xg) = f(x¢) dunque f & s.c.i. .
Se f & convessa, allora f & convessa, s.c.i. e f < f (cioe f € I'(f)) e quindi @o(f) > f.
O

Se f & s.c.i. in mg allora f(z¢) = f(w0) da cui f(xo) = & (f)(zo).

3.2.19 Osservazione. Supponiamo che f : X — [—00,4+00] sia convessa e semicontinua
inferiormente in un punto z¢ € D(f). Allora per ogni yo < f(xo) esiste z* € X* tale che

f(x) > yo+ (v — Io,x*>X,x* vz € D(f).

Per vederlo basta applicare 'osservazione (3.2.11) alla funzione @o(f), ricordando che

co(f) < f eco(f)(zo) = f(xo)

Esaminiamo ora le proprieta di continuita di una funzione convessa. Generalizzeremo
quanto trovato nel caso di dimensione finita, tenendo peratro presente che in generale
D(f) puo avere parte interna vuota anche in casi interessanti.

3.2.20 Lemma. Sia zy € X e sia Uy un intorno aperto convesso di xoy. Sia f : Uy —
[—00, +00[ convessa e superiormente limitata in Uy. Allora o f(x) = —oo per ogni x € U,
oppure f(x) > —oo per ogni x € Uy e f € continua in Uy.

Dimostrazione. Mostriamo che se f(xg) = —oo allora f(x) = —oo per ogni z € Uy. In
effetti preso un x € Uy esiste ¢ > 1 tale che @ := x¢ + t(x — x¢) € Uy (perché Uy & aperto).
Ma allora f(xg+ (T — x)) = —oc per ogni ¢ € [0, 1] (da (3.1.7)). Dato che per t = 1/t si
ottiene x, ne segue f(z) = —oco.

Supponiamo allora f(z¢) > —oo e sia ag := sup f(x). Sia W un intorno convesso e
xzeUp
simmetrico di zero tale che g + W C U,. Fissiamo e con 0 < e < lesiaheecW C W.

Allora x¢g + —, xg — — 29 + h e g — h sono in Uj. Usando la convessita:
€ €

x0+h:xo+5§ = Flao+h) < flzo) + (f (x0+§) —f(xo))
< F(wo) + (a0 + 1/ (w0);

o= 1—T—€ (‘T“_Q * 1ia($0+h)$f(x°) S T4
o oo+ ) 2 fan) — < (1 (0= 2) = fle0)) = fan) = lan + |zl

Quindi:
Ve €]0, 1] heeW = |f(xo+h) — f(xo)| <elag+ |f(x0)])

da cui la continuita di f in zy. Questo ragionamento si puo ripetere per ogni x in Uy. [

3.2.21 Proposizione. Sia f : K — [—00,+00| una funzione convessa. Allora sono
equivalenti:

(a) D(f) ha parte interna non vuota e f € continua su lo?(f);
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(b) esistono un punto xy e un un suo intorno Uy tali che f(xg) # —oo, Uy C K e

sup f(x) < 4o0.
zcU

Dimostrazione. Chiaramente (a) = (b). Viceversa siano zg e Uy come nell’ipotesi di (b).
Sia x € D(f). Allora esiste t; > 1 tale che z; := z¢ + t;(z — x9) € D(f). Prendiamo

t1 —1 t
W= -2 (Up — z9); W & un intorno di zero tale che Uy = g + " ! 1VV. Se he W

t .
. ' : 1 th—1. 1
possiamo scrivere x +h = —x1 + z, dove
1 1
- t1 1 t1 1 t1
= h)— = h)— ti(z— = heU
T o 1(:1:+ ) — & o 1(:1:—1— ) — 1(x0—|— 1(z—m0)) :cg+t1 — 0,
e quindi
1 tl - 1 tl
flx+h) < —f(x1) + f(@) < —f() + supf  VheW.
t t—1 t t—1 0

Dunque f ¢ limitata superiormente su x + W e f(x) > —oo; per il Lemma (3.2.20) f ¢
continua in z + W. O

3.2.22 Osservazione. Sia f : K —| — 00, 00] una funzione convessa. Allora

epilf) € {<x,y>:x €Dy > f(x)}.

Se poi esiste £ € D(f) con f continua in z, allora vale 'eguaglianza.

o
—_—

Dimostrazione. Se (xg,yo) € epi(f) esistono U intorno di zyp e § > 0 con la proprieta

Uxlyo — 0,90 + 6[C epi(f). Questo implica zq € D(f) e f(z) < yo — § < yo per ogni
x € U; in particolare f(zo) < yo. Abbiamo dimostrato l'inclusione.

—_

Per I'inclusione opposta prendiamo zy € D(f) e yo > f(zo). Per il lemma (3.2.21) f ¢
continua in xy e quindi esistono U intorno di zg e 6 > 0 con yo > f(x) per ogni x € U.

Ne segue U x|yo — 6, yo + d[C epi(f) e quindi (z,yo) € epi(f). H

3.2.23 Teorema. Sia X uno spazio di Banach e sia f : X —] — 00,00] convessa e

—_

semicontinua inferiormente. Allora f é continua in D(f).

Dimostrazione. Sia xg € f)(f) Dato ¢ > f(xo) poniamo Wy 1= {h: f(zo + h) < c}. Wy
contiene 0, & convesso e per la semicontinuita di f & chiuso. Se pongo W := Won(—=Wg), W

ha le stesse proprieta e in piu ¢ simmetrico. Dico che | J nWW = X. Infatti se x € X, allora
neN
xo+tx € D(f) per |t| <t se t & abbastanza piccolo. Allora la funzione (t) = f(x¢ + tx)

¢ ben definita convessa su [—t, ] Per i risultati in dimensione 1, ¢ ¢ continua in | — ¢, [ e
dunque ¢(t) < ¢ per t €] — t1,t1[, quando ¢; & piccolo. Questo implica che i%x e W, per
n > 1/t e quindi £ € nW per n > 1/t,. Per la proprieta di Baire almeno uno degli nWW
ha parte interna non vuota. Ma per la simmetria e la convessita ne segue che 0 ¢ nella
parte interna di n e quindi di W. Se U := xq + W si ha allora che U & un intorno di g
in cui f < ¢; per il teorema precedente f ¢ continua in YOD( f)- ]
3.2.24 Osservazione. Supponiamooche X sia un Banach ed f : X —] — 00, 00| sia convessa,

—_—

semicontinua inferiormente con D(f) # (. Sia D C X denso in X. Allora:

inf f = i%f f. (3.9)
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Dimostrazione. Supponiamo che f(x) > ¢ per ogni z € D. Per il teorema (3.2.23) si ha
f(z) > cperognix € D(f). Fissiamo un punto zy € 6(_]?) Se ora z € D(f) sappiamo che

il segmento |x, zo] € contenuto in D(f) (cfr (0.2.7)): dunque ¢(t) := f(z +t(zo —x) > ¢
per ogni t €]0,1]. Ma la funzione di una variabile ¢ ¢ semicontinua superiormente su [0, 1]
(cfr (1.1.7)), da cui f(x) = ¢(0) > c. O

Il seguente risultato ¢ alla base di innumerevoli applicazioni.

3.2.25 Proposizione. Sia X uno spazio di Banach riflessivo e sia f : X —| — 00, 0]
convessa, S.c.i. propria per cui valga:

lim f(x) = +oo. (3.10)

[z x —o0

Allora f ammette minimo finito: esiste T € X tale che f(Z) = igl(ff €R.

Dimostrazione. Dato ¢ € R il sottolivello f¢:= {z € X : f(x) < ¢} & convesso ed ¢ anche
chiuso a causa della semicontinuita; dunque f¢ e debolmente chiuso. Dato che f & propria
esiste un ¢ per cui f¢ # (). A causa della (3.10) f¢ ¢ limitato e quindi, mettendo tutto
insieme, f¢ e debolmente compatto, visto che X ¢ riflessivo. Dato che f ¢ convessa s.c.i.
essa ¢ anche debolmente s.c.i. e quindi ha minimo su f¢. Ne segue la tesi. O

3.3 Sottodifferenziale

Anche in questo paragrafo tutti gli spazi sono localmente convessi e di Hausdorff e si
indichera (z, %)y x. = 2*(x) per x € X, z* € X*. Dato che i valori —oo vengono assunti
in casi decisamente patologici le funzioni avranno sempre valore in | — 0o, 0o]. Inoltre (a
meno che non sia differentemente affermato) considereremo sempre f definite su tutto lo
spazio (ci si pud sempre ricondurre a questa situazione ponendo f(z) = +oco in tutti i
punti fuori dal dominio - naturalmente questa estensione potrebbe creare problemi con la
semicontinuita, ma questo verra eventualmente affrontato caso per caso).

3.3.1 Definizione. Sia f : X —] — 00, 00| una funzione convessa (?77). Sia zo € D(f) e
sia z; € X*. Diciamo che x{ ¢ un sottodifferenziale per f nel punto zy se

f(x) = f(zo) + (¥ — 20, Tg)x x- Vo e X (3.11)

(naturalmente sarebbe sufficiente chiedere la diseguaglianza per tutti gli « in D(f)). In-
dicheremo con 0f(zy) l'insieme di tutti i sottodifferenziali per f in xy. Tale insieme puo
naturalmente essere vuoto. Conveniamo che 9f(xg) = ) se xg ¢ D(f), di modo che 9f &
un’applicazione da X nelle parti di X*.

Chiameremo (con un abuso di linguaggio) 0f(xq) il sottodifferenziale di f in xy. Chia-
meremo dominio di Of U'insieme D(0f) := {x € X:9f(x) # 0}. Se zo € D(Jf) diremo
che f e sottodifferenziabile in x.

3.3.2 Osservazione. Se xp € X allora df () ¢ un sottoinsieme convesso e chiuso di (X*, w*).
3.3.8 Osservazione. Nella (3.11) basterebbe prendere x € U dove U & un sottoinsieme di
X tale che zg € U e per ogni © € X esiste t, > 0 tale xg + t(z — x9) € U per tutte le
r <t,. (U-—xy e assorbente). Per esempio bastano le = di un intorno di z,. Infatti dato
un x € D(f) et €]0,t,] possiamo applicare la (3.11) a z¢ + t(x — x¢) da cui:

f(xo+t(z — o))
dove la seconda diseguaglianza segue dal fatto che i rapporti incrementali di una funzione
convessa unidimensionale sono crescenti.

<.CE — 2o, $3>x,x* <
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3.3.4 Osservazione. Sia f : X —] — 0o0,00| convessa. L’operatore (multivoco) Of e
monotono, cioe

(xo — 1,92 — 1) >0 Vry, 29 € D(f), Yy1,y2 € X" con y; € Of (z;),i =1, 2.

Per vederlo basta ragionare come in (1.3.9).
S

D(f) e zj € X*. Allora:
xy € 0f(z0) < f(zo) =o(f)(x0) e = x5 € 9Co(f)(xo) (3.12)

Infatti la “<” segue dal fatto che €o(f)(zo) < f. Viceversa e chiaro che, se zf € df (o),
allora f & s.c.i. in x¢ e quindi f(x¢) = @(f)(xo). Inoltre, se xf € df(xo), si ha:

3.3.5 Osservazione. Siano f convessa, T

f(@) = f(xo) + (& = @0, 25)x x» V& € X = C0(f)(x) = f(20) + (& — @0, Tg)x x» V& € X
da cui, se f(z) = ¢o(f)(xo) si deduce z € 9co(f)(xo).
3.3.6 Definizione. Sia K C X un convesso (?7777) esia x € K. Chiamiamo cono normale
a K in x il sottodifferenziale della funzione indicatrice di K nel punto x:

Ng(z) = 0xk(x) = {u* e X' (2 —a, v )y <0V € K}.

In effetti ¢ facile vedere che vale I'eguaglianza a destra, in particolare che Nk (z) & un
cono: x* € Ng(x) = tz* € Ni(z) per ogni t > 0. In particolare 0 € Nk(x) per ogni
x € K. Se x € K allora Ng(z) = {0} (lo si vede come nella dimostrazione di (1.3.2)).

3.3.7 Proposizione. Sia f : X —| — 00,00| una funzione convessa e siano x € X e
x* e X*. Allora:

P e0f(@) & (3%—1) € N ((o f(2).
Dimostrazione. Sia z* € 0f(z); se («',y') € epi(f):

((@,y) = (z, f(2)), (2", —1)) = (@' —2,2") = (y = f(2)) < (' —z,2")—(f(2)— f(z)) < 0.
e quindi (2*, —=1) € Nepi(py((z, f(x))). 1l viceversa si fa in modo analogo con y’ = f(2'). O

3.3.8 Osservazione. Supponiamo che f : X — [—o00,+00] sia una funzione. Siano xy €
D(f), yo = f(wo), wg € X" e ny €R.

(a) Supponiamo (wg,n5) € Nepi(r)((zo,0)). Allora ng < 0. Se poi yo > f(xo) deve
essere 1, = 0 .
(b) Si ha
(wg,0) € Nepi(r)((z0,40)) & wy € Nppy (o)

o
—_—

In particolare se xy € D(f) e zf # 0, allora n§ < 0 e yo = f(zo), perché in tal caso
Nop(p)(xo) = {0}

Dimostrazione. Per la definizione del cono normale si ha:

(r =20, 20)x x- + (Y = %)y <0 Ve eD(f), Vy= f(x).

Prendendo = =z e y > yp si trova (y — yo)ng < 0 e dunque 1§ < 0. Se yo > f(xg) si puo
prendere y in [f (o), yo[ ottenendo n > 0, dunque n = 0.
Se 15 = 0 la diseguaglianza sopra diventa

(z — x07$6>x,x* <0 Vz € D(f),

che ¢ equivalente a xf; € Np(yy(o). O
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3.3.9 Osservazione. Siano f, g : X —| — 00, 00] due funzioni convesse e sia A > 0. Allora
o O(\f)(xg) = AOf(xg) per ogni z € X;
o Of(w0) + dg(wo) C A(f + g)(xo), per ogni z € X

3.3.10 Teorema. Siano fi, fo : X =] — 00, 00| due funzioni convesse e supponiamo che
esista T € D(f1) N D(f2) tale che fi sia continua in T. Allora

O(f1 + f2)(wo) = 0f1(20) + 0 fa(x0) Vo€ D(f)ND(g).

Dimostrazione. Prendiamo un punto xy € D(f1) N D(fa) = D(f1 + f — 2). Per I'Osserva-
zione (3.3.9) vale 0f1(xg) + 0fa(zo) C O(f1 + f2)(xp). Dobbiamo dimostrare l'inclusione
opposta e cioe far vedere che, se xf € I(f1 + f2)(xo), si puo scrivere = = x] + 3 con
xf € 0fi(xg) (i =1,2). Preso dunque un tale zj si ha:

fi(@) + fo(z) > fizo) + fo(@o) + (T — 20, 20) x x- Vo € X. (3.13)

Definiamo fi(z) = fi(z) — fi(x) — (x — Lo, Tg)x x-; ¢ chiaro che fi ¢ convessa ed ¢
continua in Z; in particolare Z & interno a D(fy). Sia inoltre fo(z) := fo(x) — fa(wo); anche
fa € convessa. Per la (3.13) si ha f; + fo > 0. Consideriamo i due convessi di X x R:

Ky = epi(f_l), Ky = {(x,y) t(z,—y) € epi(fg)}.

Per (3.2.22) (z,y) € K se e solo se z & interno a D(f1) ey > fi(x). Dunque K, # 0, dato

che z € D(fl) Dico che K1 N Ky = (). Infatti se (x,y) € K1 N K si avrebbe filz) <y
e fo(r) < —y da cui fi(x) + fa(z) < 0 che contrasta con (3.13). Per la prima versione
geometrica di Hahn-Banach esiste un elemento non nullo di (X xR)* (~ X* x R) che separa
K, e Kj: questo equivale a dire che esistono w§ € X*, n; € R tali che:

(@, wg)y x- + M0y < (2" wh) - — MY (3.14)
Va' € D(fr), V2" € D(fo), Yy' > fu(2), Vy" > fala").

Se si prende o' =z € D(f1), ¥ =y > fi(x), 2" = 20, ¥ = falxo) = 0 si ottiene:
(r =20, Wh)xxe Ty —0) <0 V(x,y) € epi(f),

dunque (w§,15) € Nepi(iyy (o, f1(20)) (fi(zo) = 0). Sappiamo che ng < 0 per (3.3.8). Se

fosse 7 = 0, utilizzando la (3.14) con 2’/ = T+ h, y = fi(T+h), 2" =T ey’ = fo(T),
dove h varia in un intorno di zero U tale che £ + U C D(f), si avrebbe:

(hywy)yx- <0 VheU,

da cui w§ = 0, che & impossible. Allora possiamo definire 23 := w—f e dato che Nyy(7,)(20)
Tlo _
¢ un cono si ha (—x3, —1) € Ngy(f,) (o). Per la Proposizione (3.3.7) si ha —z3 € 0f1(x).

a epi
Usando la definizione di f;:

fi(z) = fi(zo) — (& — o, 2g)x - = (—25, 2 — To)xx» V2 € D(f1)

che & equivalente a x5 — x5 € 0fi(70). Analogamente se 2" =z € D(f2), ¥" =y < fo(7),
¥’ = w0, ¥y = fi(xo) = 0 si ottiene da (3.14):

(= 20, —w)yx- + (= 0)mg <0 V(x,y) € epi(fo),

cioe (—wg,m5) € Nepi(7) (o, f2(20)) (f2(z0) = 0). Dunque (23, —1) € Nop(f,) (o) da cui
xy € Ofa(xo) = Ofa(xo). In definitiva xf & somma di 2§ — x5 € df1(xo) e x5 € Ofa(xy). O
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3.3.11 Esempio. Prendiamo f,g: R —] — 00, o0] definite da:

) = {—\/E sex >0, {—\/—_x se x <0,

g9(x) =
400 se x < 0, 400 se x > 0.

f e g sono convesse e continue sul loro rispettivo dominio (e anche semicontinue inferior-
mente su R). f e sottodifferenziabile (anzi differenziabile) per x > 0, non & sottodifferen-
ziabile per x < 0. g & sottodifferenziabile (anzi differenziabile) per < 0, non & sottodiffe-
renziabile per x > 0. La somma f + ¢ € U'indicatrice di {0} e quindi & sottodifferenziabile
in x =0 (esolo li) e d(f +¢)(0) = R. Dunque non ¢ vero che 9(f +¢)(0) = 9f(0) + dg(0)
(0f(0) = 0g(0) = 0).

3.3.12 Corollario. Siano K; e Ky due convessi e supponiamo che I%l N Ky # (. Allora
NK10K2<I> = {1/1 + vy € NKI(.I‘), Vs € NKQ(JI)} Ve € KN K,.
Dimostrazione. Basta applicare il Teorema (3.3.10) a f := xk, € § '= Xk,- O]

3.3.13 Proposizione. Se f : X —] — 00,00] é convessa ed esiste un punto xo € D(f)

in cui f e continua (dunque xoy € D(f)), allora f ¢ sottodifferenziabile in tutti i punti di

D(f). Notiamo che f é anche continua in tutto D(f) per la Proposizione (3.2.21).

Dimostrazione. Prendiamo xy € D(f) e introduciamo la funzione g := x{,}. La somma
(f +g)(x) vale f(xq) se & = x( e +00 altrove. E immediato allora che d(f + g)(zo) = X*.
Per il Teorema (3.3.10) 9(f + g)(xo) = Of (x¢) + Og(xp): in particolare Of (xg) # 0. O

3.3.14 Proposizione. Siano fi, fo : X =] — 00, 00| convesse e poniamo f := max(fi, fo).
Supponiamo che esista T € D(f) = D(f1) N D(fs) tale che fi é continua in T. Allora
dati xo in D(f) e xf in X* si ha che xj € 0f(xg) se e solo se vale una delle sequenti
alternative:

(a) f(xo) = fa(wo) ed esistono vy € Np(p,)(zo) e x5 € Ofa(xo) tali che xf = vi + x5;
(b) f(xo) = fi(xo) ed esistono x7 € Ofi(xo) e v5 € Np(s,) (o) tali che xy = af + vs5;

(¢) f(xo) = fi(zo) = falwo) ed esistono t; > 0, to > 0 con t; +ty = 1, esistono
x; € 0f1(xo) e xh € Ofa(xo) per cui

* * *
Tg = tllL‘l + tgl’2

St noti che se xg € D(f;) allora Np(s,)(xo) = {0}. Se poi f; é continua in xo vale anche
Ofi(xg) # 0, a causa della Proposizione (3.3.13). Ne seque che, se entrambe le f; sono
continue in xo e se f1(xo) = folzo), allora si puod scrivere:

Of (xo) = {t1x] +taxl:ty > 0,80 > 0,8y + 1o = 1,27 € Of1(xg), x5 € Ofa(z0)} .

Dimostrazione. Indichiamo yy := f(xg). Ricordiamo che epi(f) = epi(f1) Nepi(fz). Se
vale (a) si ha (v1,0) € Nepics)(zo,50) (per la (b) di (3.3.8) e perché yo > fi(zo)) e
(23, —=1) € Nepi(s)(T0,y0) (per la (3.3.7) e perché yo = fao(zo)). Per (3.3.12) (la parte
facile) si ha che (1] + 23, —1) € Nepicp) (%0, Yo) = Nepi(f)repi(f2) (%0, o). Dunque (di nuovo
per la (3.3.7)) vi + a5 € 0f(xp). Stesso discorso se vale (b).

Se invece vale (c), usando la (3.3.7) e il fatto che le normali formano un cono, abbiamo
ti(x}, —1) € Nepics)(®0,%0), per i = 1,2 (nota che yo = fi(xg) = fa(xo)). Per (3.3.12) si
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ha che t1(z7, —1) + to(x3, —1) = (t12] + toxl, —1) € Nepicp) (%o, %0). Di nuovo per (3.3.7)
ne segue t1x} + toxs € 0f(xo).

Viceversa sia 2* € 0f(x¢); dunque (z*, —1) € Nepi(s) (20, yo). Dato che f; & continua in
7, epi(f1) ha parte interna dunque, per (3.3.12), si ottiene che esistono w} € X*, n € R,
con (w},n7) € Nepis) (%o, %0) (per ¢ = 1,2) e tali che (z*, —1) = (w},n}) + (w3, n3). Per la
(a) di (3.3.8) si ha n < 0. Supponiamo che nf = 0. Allora n5 = —1 e per la (a) di (3.3.8)
deve essere f(xg) > yo e dunque fo(xg) = yo. Per la (b) di (3.3.8) vj 1= wj € Np(s,) (o),
inoltre =% := w} € dfs(xp). Ne segue che vale (a). Analogamente se 15 = 0 vale la (b). Se
invece entrambi gli 7; sono negativi ricaviamo f;(z9) > yo e ponendo zj := Y siha (le

normali formano un cono): (x}, —1) € Nepi(s,) (20, yo) da cui
(378, _1) = —7’];(1‘;, _1) - 775(9537 _1>
Ne segue la (c) con t; = —n;. O

3.3.15 Osservazione. 1l controesempio (3.3.11) serve anche come controesempio all’enun-
ciato precedente. In quel caso infatti non esiste  come richiesto.

Un esempio semplice per vedere il significato di (3.3.14) e il caso di fi(z) := z, fao(x) ==
—z (in R), per cui f(z) = |z|. Si vedere allora che df(x)(0) = [—1, 1], come previsto dalla
Proposizione (3.3.14). In questo caso le f; sono continue.

Un esempio in cui vale la (3.3.14) senza la continuita di entrambe le f; ¢ dato da:

fi@) =z, fo@) = X0 (@) = V]al,

si vede facilmente che le f; sono convesse e :

ofi(z) = {1} Vx €R, Ofa(x) = {ﬁ} se x>0, dfs(x) =0, se <O0.

Inoltre f := max(fi, f2) = fi + X]—00,0] da cui (usando il teorema di somma (3.3.10)):

{1} se x > 0,
Of(x) = 0f1(x) + OXj—00,0)(z) = Of1(2) + N g)(x) = ¢ ] —00,1] sex=0,,
0 se z < 0,

in accordo col caso (b) della (3.3.14).

3.3.16 Proposizione. Siano g : Y —| — 00, 00| convessa e L : D(L) — Y un operatore
lineare illimitato con dominio D(L) denso. Sia f : X =] — 00, 00| definito da

400 altrimentsi.

() = {g(La:) se x € D(L),

E chiaro che D(f) = {x € D(L): Lz € D(g)}. Supponiamo che esista & € D(L) tale che
g ¢ continua in y := Lx. Allora per ogni xo € D(f), posto yo := Lxyg, si ha:

9f (xo) = L" (09(yo))

(nota che, se xy € D(L), yo esiste ed ¢ in D(g)). Dato che L*(0) = 0, la formula sopra
significa che zf € 0f(xg) se e solo se esiste yi € dg(yo) tale che y§ € D(L*) e xf = L*y;.
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Dimostrazione. Fissiamo xy € D(L) tale che yy := Lxy € D(g).
Supponiamo che y5 € dg(yo) e che y§ € D(L*). Allora per ogni = € D(f):
f(@) = g(Lx) = g(yo) + (Lx = Yo, Yo)yy+ = [ (o) + (z — 2o, L'Y5)x x+
e quindi xf := L*y§ € O(f)(zo).

Viceversa supponiamo che x € df(xg); questo implica:

9(Lx) > g(yo) + (v — w0, 75)xx. Vo € D(L).

Consideriamo il convesso C' := {(Lx, 9(Yo) + (T — 20, T ) x x-) 1 T € D(L)} (in Y xR). Per

'esistenza di y l'epigrafico epi(g) ha parte interna e per la diseguaglianza precedente si

ha C'Nepi(f o L) = (). Per Hahn-Banach esistono w§ € Y*, n¢ € R non entrambi nulli con:

(Lz, wS>Y7Y* + 15(9(v0) + (x — o, $3>x,x*) <
(y,wo)yy- +mz Vo € D(L) Vy € D(g) Vz > g(y). (3.15)

Se prendiamo x = z; allora la relazione sopra diventa:

(Y = Yo, —wg)yy- =M (z = 9(w0)) <0 V(y,2) € epi(g).

In altri termini (—wg, —15) € Nepitg) (Y0, 9(10)). Ne segue 15 > 0. Se fosse 75 = 0 usando
la (3.15) con « = Z si otterrebbe:

<y - g? _wS>Y,Y* S 0 v(ya Z) € epl(Q)?

cioe —wg € Np)(y). Ma questo implicherebbe —w; = 0 perché § € D(g), da cui
(wg,m5) = (0,0), che & impossible. Dunque 7§ > 0, da cui, dividendo per 7§, si ha
_w* . . _w*
*0 ,—1) € Nepi(g)(y07g(y0)) che equivale a Yo = n*o S 8g<90)
0 0
Se ora prendiamo y = yo = Lz e z = g(yo) in (3.15) e dividiamo per 7§ otteniamo:

(& =0, 25)y x+ < (L= = T0),Y0)y v+ Vo € D(L).

Per linearita vale I'eguaglianza. Questo equivale a dire che y; € D(L*) e L'y = zf.
Dunque z§ € L*(9g(yo)) e la dimostrazione & conclusa. O

3.3.17 Osservazione. Notiamo che per 'inclusione L* (0g(yo)) C 9(f)(zo) non si & usata
la continuita di g.

3.8.18 Osservazione. Nel teorema di composizione I'unica ipotesi su L e che abbia dominio
denso, in modo che sia possibile definire L*. Questo non assicura che f sia s.c.i. . Per avere
la semicontinuita inferiore di f si puo chiedere che valgano (tutte) le seguenti ipotesi:

e Y ¢ un Banach riflessivo;
® ¢ ¢ s.c.i. e coerciva;
e [ ¢ un operatore chiuso.

Vediamo che sotto queste ipotesi f e s.c.i. . Per questo fissiamo ¢ € R e consideriamo una
successione (z,,) in X tale che f(z,) < c¢. Questo significa che x, € D(L) e che, posto
Yn = Lz, si ha g(y,) < c. Per la coercivita si deduce che (y,) ¢ limitato in Y e allora
esistono una sottosuccessione (y,, ) e un punto y in Y tali che y,,, % y. Dato che il grafico
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dil L & chiuso, e quindi debolmente chiuso, se ne ricava che x € D(L) e y = Lz. Per la
semicontinuita di g:

f(@) = g(Lz) = g(y) < liminf g(y,,) = liminf f(2,,) <e.

Questo prova che per ogni ¢ € R si ha {f < ¢} & chiuso, da cui la tesi.

3.3.19 Definizione. Sia A C X un aperto e sia f : A — [—00, +00] una funzione. Dato
h € X, se esiste

: o Jlzo+th) — f(xo)
Fan(n) o= iy L2

chiamiamo f'(zq)(h) derivata direzionale di f in xy lungo (o nella direzione di) h. Am-
mettiamo in questa definizione che f’(xy)(h) possa anche valere +00 0 —oo. A rigore
dovremmo scrivere f’, (x)(h) dato che si tratta di una derivata destra.

Se f'(wo)(h) esiste finita per ogni & e se esiste z* € X* tale che f'(z0)(h) = (h, ") x-
diciamo che f e differenziabile secondo Gateaux in xo e chiamiamo x* il differenziale di
Gateauz di f in g, che indicheremo con f'(zo) (dunque f'(xo)(h) = (h, f'(z0))x x- !1)-

3.3.20 Proposizione. Sia X — [—00, +00] una funzione convessa e sia x € D(f). Allora
per ogni x' € D(f) esiste f'(x)(x' — x) € [—00,+00[. Dato inoltre x* € X* si ha:

vt € df(x) & fl(x)(@ —x) > (2 —2,2")yx. V2" €D(f). (3.16)

Dimostrazione. La derivata direzionale f'(x)(z’ — z) ¢ la derivata destra in t = 0 della
funzione ¢(t) := f(x +t(a’ — x)); tale derivata esiste (eventualmente con valore —oo) per
le proprieta delle funzioni convesse di una variabile.

Se x* € df(x) allora, per ogni 2’ € D(f) e ogni t > 0:

flz + (2" = x)) = f(2)
t

fla+t(@’ =) 2 fz) + (" — 2), 2"y - & > (2 = 2, 2"y e -
Facendo tendere ¢ — 07 si ottiene la “=". Supponiamo viceversa che valga la disugua-
glianza a destra in (3.16). Usando la monotonia dei rapporti incrementali della ¢ si ha,
per ogni 2’ € D(f) e ogni t €]0, 1]:

1) — fa) = SO0 5 PO 2O 5 1 (g) = )l — ) 2 0! — 20

Ne segue che z* € df(x), dunque vale la“<". ]
3.3.21 Proposizione. Sia f : X =] — 00, 00| una funzione convessa e sia xy € D(f).

(a) Se f e differenziabile secondo Gateaux in xq, allora f é sottodifferenziabile in xy e

Af (zo) = {f'(w0)}

(b) Se f ¢ continua e sottodifferenziabile in xo e 0f(xo) = {x§}, allora f & differenziabile
secondo Gateauz in xy e f'(xy) = .

Dimostrazione. (a) Per ogni x € D(f) si ha f'(zq)(x —20) = (x — 20, f'(20))x x- € quindi,
per la proposizione (3.16), se ne ricava f'(x¢) € 0f(xg). Sia ora xf € 0f(zo). Se h € X e
t > 0, si ha:

f(zo +th) — f(xo)
t

> (b, x5)x x- = (B, [ (20))yx = f'(@0) () = (b, 25)x -
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da cui (h, f'(z0) — 25)xx- = 0 per ogni h € X; questo ¢ possibile solo se f'(zy) = 3.
Dunque f’(x¢) ¢ I'unico sottodifferenziale per f in x.

(b) Sia h € X e poniamo ¢(t) := f(xg + t(z — x¢)), che & convessa in ¢ ed ¢ finita se
|t| < e per e > 0 opportuno, a causa della continuita di f in xy; ne segue —oco < ¢’ (0) <
¢’ (0) < +oo (per le proprieta in una variabile). Sia m un numero con m € [¢’ (0), ¢’ (0)];
per la convessita di ¢ (usando la Proposizione (1.1.10)) si ha:

o(t) > p(0)+mt  VteR<E f(xg+t(x—x0)) > flag) +mt Vit e [—¢,¢]

Questo implica che il convesso C' := {(x¢ +th, f(zo) +tm):t € [—¢,¢]} (che & un

segmento) non interseca epi(f). Dato che f & continua in zg, epi(f) # @) e quindi possiamo
applica Hahn-Banach e trovare (wg, o) in X* x R tali che:

<ZE0 + th>w0>X,X* + 770(f($0) + tm) < <$7w0>x,x* + oy vt € [—8,6],VZL‘ € D(f)avy > f(x)

Come al solito si deduce che 7y > 0; dividendo per ny:

<x0+th,@> + f(zo) +tm < <x,%> + f(z) Vte€|—¢¢], Yx € D(f).
Mo X, X* Mo / x xx

Mettendo t = 0 si ricava che —wy/ng € Of(xy) e dunque —wpy/ny = x§. Mettendo x = z
si ricava t (h, xg) hxx« > tm per ogni € R, che ¢ possibile solo se (h,z5)y x. = m. In
definitiva ¢’ (0) = ¢ (0) = (h,25)x x» da cui f'(zo)(h) esiste e f'(x0)(h) = (h, 25)x x--
Dunque zj ¢ il differenziabile di Gateaux di f in . O

3.3.22 Esempio. Consideriamo X = {5 := {x = (Tp)n: >, 22 < —i—oo}. Sia (A), una

n=1
successione divergente di numeri positivi. Poniamo

1 oo
- §ZAnx%; Va € b,
n=1

dove si intende che f(z) = +oo se la serie ¢ divergente. Chiaramente

D(f) = {ac € ly: Z)\n:vi < —1—00} = {(xn)n(\/)\_n:vn)n € 62}.

n=1
~ 12 ;o 1/2

Z Anzhal| < (E )\nxf) (Z Anx;iQ) . Se ne
n=1 =

n=1
deduce che la derivata direzionale esmte per le direzioni in D(f): se h € D(f), t > 0 si ha:

Notiamo che se 2/, 2" € D(f) si ha

f(x0+th ZA Tomnhn + = Z/\ h? = f'(wo)( an%n n-

Se invece h ¢ D(f) e chiaro che f'(xy)(h) non esiste, dato che f(z¢+th) = 400 per t # 0;
in particolare f non e differenziabile secondo Gateaux in nessun punto.
Peraltro se (Azgn)n € lo, allora f ¢ sottodifferenziabile in x(, dato che:

ZL‘O—I—h Z)\nl’onh + = Z)\ h2>Z)\ xOnn
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e 'applicazione h — Y A\,zonh, ¢ (lineare e) continua su ls, dato che:

n=1
f: )\an,nhn S (i )\ixn,Og) (i hi) 2 .
n=1 n=1 n=1

Dunque il vettore zf := (A20n)n € un elemento di df(xg) (¢ chiaro che ¢5 ¢ uno spazio
di Hilbert e quindi possiamo identificare £3 con £5).

Facciamo vedere che D(0f) = W :={z € ly: (A\yy)n € Lo} e che Of (z0) = {(AnTon)n }
per ogni xg € W. Sia infatti z§ € df (), allora per ogni h € D(f) et > 0:

f(fL'O + th) Z f(xO) +1 <hax8>ellz = f/(l‘0)<h) Z <h,$8>£2 5

N

dunque, per il calcolo di f'(xg)(h) visto sopra:

> Ntonhn > (hag)p =Y aonhn  Vh € D(f).
n=1 n=1

Dato che D(f) & uno spazio lineare deve valere 1'eguaglianza. Dato che D(f) e denso in
% se ne deduce ag,, = \,Zo, per ogni n. Dunque (\,Zon)n € la € 25 = (MaZon)n-

3.3.23 Proposizione. Siano K C X un aperto convesso e f : K — R differenziabile
secondo Gateaux in K. I sequenti fatti sono equivalenti:

(a) f é convessa;

(b) si ha:
f(@) = fxo) + (& — @0, ['(w0))xx- Y, 20 € K;

(c) L’applicazione x — f'(x) é monotona, cioé

(v1 — 22, f/(21) = [1(22))yx- =0 Va,z0 € K.

Dimostrazione. La dimostrazione ricalca fedelmente quella del caso finito dimensione (vedi
la Proposizione (1.2.5)). O

3.3.24 Proposizione. Supponiamo f,g : X —] — 00,00| due funzioni convesse. Sia
zo € D(f) ND(g) e supponiamo che f sia differenziabile secondo Gateaux in xy. Allora

A(f + g)(xo) = f'(x0) + Og(x0) (= Of(x0) + Og(0))-

Dimostrazione. Supponiamo z; € Oh(xg), dove h = f + g. Sia x € D(h) = D(f) N D(g)
e sia t €]0,1]. Allora:

o) — glzo) > g(xo + t(x —tl‘o) — 9(x0)) >
hwo + t(z = x0)) = h(xo) = (f(wo + t(z — x0)) = f(20)
; >
f(xo + t(z — x0)) — f(70)
t

<ZL‘ — Zo, mé)x,x* -
(nel primo passaggio si & usata la (1.1.5)). Passando al limite per ¢ — 07 si ha:

g(x) = g(wo) > (x — 20, 1’3>x,x* — f(@o)(x — o) = (x — 20, 75 — f/(fl’o)>x,x* )

da cui x§ — f'(xg) € 0g(xo). Usando la (3.3.9) si ottiene la tesi. O



70 CAPITOLO 3. FUNZIONI CONVESSE

3.3.25 Osservazione. Nella Proposizione (3.3.24) basta che f'(x)(z — ) esista per ogni
x € D(g) e che si possa scrivere f'(z)(z — z0) = (T — o, o)y x- Per ogni x € D(g), per
un opportuno wy € X* (in questo caso la tesi diventa 9(f + ¢)(x¢) C wo + g(xy)).

3.3.26 Teorema. Sia X uno spazio di Hilbert e sia f : X —] — 00, 00] propria, convessa
e semicontinua. Sia A > 0. Allora:

Yy € X 3z € D(f) tale che y — Az € Of(x).

possiamo esprimere la formula sopra dicendo che l’operatore multivoco N\I+0f é surgettivo.
Inoltre x = (A + 0f)~(y) é unico e

_ _ 1
I +0f)  (y2) — (T +0) " )l < <llya — ] (3.17)
Dimostrazione. Se x1,Ta,y1,ys € X € se y; — A\x; € Of(z;) allora

(w2 — @1, (yo — Ax2) — (Y1 — Aw1)) 2 0 & A (ma — 21,92 — y1) > [Jw2 — 24

da cui
1
|22 — 1] < XHyz — 1.

che ¢ la (3.17). Per dimostrare 'esistenza di = consideriamo la funzione

A
F(z) = f(@) + el = (z,y)
xg € D(f) e ¢ < f(xo) allora esiste yy € X tale che

f(x) = e+ (z, 40)

(vedi 'osservazione (3.2.19)) e allora

A A
F@) 2 e+ (o) + S ol = (2.9) 2 e + ol

per una opportuna c;. Ne segue che | 1"1‘m F(z) = 400. Per la (3.2.25) esiste un punto
ZT||—0o0
di minimo x € X per F e per definizione di sottodifferenziale abbiamo 0 € 0F(z). Ma si

A
vede subito che la mappa x — G(z) := =||z||* — (z,y) ¢ differenziabile secondo Gateaux
e G'(x) = A\x —y. Per (3.3.24) 0F (x) = 0f(x) + G'(z) e quindi y — Az € Of(z). O

3.4 1l principio variazionale di Ekeland

3.4.1 Teorema (Principio Variazionale di Ekeland). Siano (X,d) uno spazio metrico
completo e f : X =] — 00, 00] una funzione semicontinua inferiormente e inferiormente
limitata. Siano inoltre * € X ed € > 0 tali che:

f(@) < inf f(z) +e.
Allora per ogni X > 0 esiste un punto x, € X tale che:

f(zy) < f(2) (3.18)
d(z,7) < A (3.19)

F2) > flay) — ;d(:v,xk) vz € X. (3.20)
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Dimostrazione. Siano T, € e A come nell'ipotesi. Consideriamo la seguente relazione
d’ordine (parziale) su X:

€
V< f) < fla) ~ Sd!a”).
Non e difficile verificare che quella definita sopra e effettivamente una relazione d’ordine.
Introduciamo ricorsivamente una successione (x,), in X e una successione (.S,), di
sottoinsiemi di X ponendo:

T =T, S ={reX:z a1},
€

W, Sn+1 = {xEX:xjan}.

Tpi1 € Sy tale che f(x,41) < insf flz)+
TESK

Chiaramente S, 11 C S, per ogni n (per la transitivita dell’ordinamento). Gli S,, sono
chiusi: in effetti dato x € X 'insieme {2’ : 2’ < x} & chiuso poiché f ¢ s.c.i. .
Dico che per ogni n:
A
sup{d(z,z,):x € 5,} < o (3.21)
Sia infatti x € S,, C S,—;. Da = < z,, si ha:

€
Xd(a:,xn) < fxn) — f(x) (3.22)
D’altra parte z € S,,_1 da cui, per la definizione di =,

flea) < nf J(a)+ o0 < fl@)+ o (3.23)

Mettendo insieme (3.22) e (3.23) si ottiene (3.21).
Da (3.21) e da Sn+1 C S, segue che la successione (x,), ¢ di Cauchy: se n > m > n

n—1 )\
si ha d(zp, xy,) < Z d(xip1, ;) < Z 5 = 2n . Dunque per la completezza di X deve
esistere )y : hm xn Dato che gli S sono chiusi deve essere x) € [ Sp.
n—o00 neN

Notiamo che, se x < x,, allora < x,, per ogni n e, da (3.21), segue z = x,. Per la
costruzione degli x,, si ha:

n—1

d(1x,7) < d(zy, 20) + d(wn, 21) < d(@r,20) + > d(Tpi1, 20) < d(wa, T) +
k=1

A
2k

M1

B
Il

1

Prendendo il limite per n — oo si deduce la (3.19). Infine sia z in X: se x = z, la (3.20)
vale banalmente. Se x # x) non pud essere x = x, e quindi esiste n; € N tale che x ¢ S,,,.
Dato che S, .1 C S, ne segue = ¢ S,, per ogni n > ny, cioe:

f@) = flan) = S lle—aall - Vnzn.

Facendo tendere n — oo e usando la semicontinuita di f si deduce la (3.20). O

3.4.2 Definizione. Sia (X, d) uno spazio metrico. Sia f : X =] — 00, 00] e sia xy € D(f).
Chiamiamo pendenza di f in z :

IV fl(20) = i ing L) = F(20)

T30 d(x,x0)

(€ [0, 4+00]).
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(convenendo che J(@) = flwo) = 0 se x = xg). Notiamo che |V f|(xg) < M se e solo se
d(x,xo)
f(x) > f(xg) — Md(x, o) + o(f(x,2z0)) Ve X (3.24)

e che |V f|(zg) ¢ l'estremo inferiore degli M verificanti la disuguaglianza sopra (se non ce
n’e nessuno allora |V f|(zg) = 4+00).
Se X ¢ un Banach e f ¢ differenziabile in zy chiaramente |V f|(zo) = ||V f(x0)]|-

3.4.3 Osservazione. La (3.20) equivale a |V f|(z)) < ; I1 Principio Variazionale di

Ekeland permette dunque di trovare successioni minimizzanti con pendenza piccola. In
altri termini, se (X,d) ¢ uno spazio metrico completo e f : X —] — 00,00] & s.c.i. e
inferiormente limitata, allora esiste una successione (x,,) in X tale che

f(z,) — 0 , IV f|(x,) — 0.

1
Dato n possiamo infatti prendere Z,, in modo che fZ,) < inf f + — e scegliere \ :=
n

El

Per il Principio Variazionale si trova x, con

_ : 1 1/n 1
f(In)Sf(xn)Smff"'g ) |Vf|(xn)§1/\/ﬁ:%

3.4.4 Osservazione. Se X & normato, f : X =] — 00, 00] & convessa e zq € D(f) allora
M > |Vf|(zo) & f(x) > f(xg) = M||x — x| VzeX (3.25)
Infatti se M < |V f|(zo) e se z € X, t > 0 prendendo x¢ + t(z — x¢) al posto di z in (3.24):

f(@o + t(x — x0) — f(20) >—M||x—x0||—@
; >

F@) = fwo) = t

che per t — 07 ci da la disuguaglianza richiesta (I’altra implicazione ¢ ovvia).

3.4.5 Osservazione. Se X ¢ uno spazio normato e f : X —| — 00, 00] € convessa, per ogni
xo € D(f) si ha:
zg € 0f(x0) = [V fl(wo) < [lag-

Infatti se zf € Of (o) si ha:
f(x) = f(wo) + {x — w0, 20) > (o) — [l — woll[lzg]] Vo eX
da cui |V f|(zo) < ||z§]], a a causa della (3.25).

3.4.6 Lemma. Sia X uno spazio normato e sia f : X =] — 00, 00| una funzione convessa.
Supponiamo che esistano xo € X, ¢, M € R tale che:

f(@) Zc= M|z —xol| Vo eD(f).
Allora esiste xjy € X* con ||z§|| < M e
f(@) > e~ (r — 20,2 )y x+ Vz € D(f).
Dimostrazione. Per 'ipotesi fatta epi(f) e il cono aperto

C:={(r,y) e XxR:y <c— M|z — x|}
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non si intersecano. Dato che C' # () per Hahn-Banach esiste (wg,n9) € X* x R tale che:

(T, wo)x x= T Moy < (', Wo)y - + 1m0y YV, 2" € X, Yy < c— M|z — x|, Vy' > f(2).

Al solito si vede che 79 > 0. Ponendo z{y := _to (e passando alla chiusura di C') si ha:
"o

— (@0t + 0= Mlla = aoll € — (&b + F@) Va2 € X
Mettendo x = x; si ricava la disuguaglianza richiesta. Mettendo z’ = x¢ si trova:
(=20, 20)y 5« < M|z — 0|l + f20) —C.  VE €X|

Se R >0, ||z]| =1 e usiamo = = 7 + R nella disuguaglianza precedente otteniamo:
R(Z, 25)xx» < RM||Z[| + f(z9) —c. VR >0, VieXcon [z]=1

da cui

VR >0

che implica ||z§|| < M. O

3.4.7 Proposizione. Sia X uno spazio normato e sia f : X —] — 0o, 00| una funzione
convessa. Sia xg € D(f). Allora sono equivalenti:

(@) [Vfl(zo) < 400;
(b) esiste x* € Of(xg) tale che ||z*|| < |V f|(xo).
In definitiva, se f e convessa:
[V fI(x) = nf {||2"]]:2" € Of (x)} .
Dimostrazione. Dimostriamo (a)=(b). Se |V f|(zo) < 400 per (3.25) abbiamo:
f(@) = fwo) = IV fl(xo)llx = zol| V& € X.
Sia z* come dall Lemma (3.4.6); allora z* € 0f(zo) e |z*| < |V f|(z0). (b)=(a) € ovvio. O

3.4.8 Corollario. Sia X uno spazio di Banach e sia f : X —] — 00,00| una funzione
convessa e semicontinua inferiormente. Siano T € X, € > 0 tali che: f(Z) < in)f(f(x) +e.
xe

Allora per ogni X > 0 esiste un punto x, € X tale che:

flan) < f(2)
d(l‘/\,ii') S A

* * €
dx} € Of (zy) tc. ||z3|Ixs < T
Dimostrazione. Basta applicare il Teorema (3.4.1) e la proposizione (3.4.7). O

Una conseguenza di quanto sopra e che I'estremo inferiore di una funzione convessa si
“puo raggiungere” tramite punti con sottodifferenziale piccolo.

3.4.9 Corollario. Sia X uno spazio di Banach e sia f : X —] — 00, 00] una funzione
convessa, propria, inferiormente limitata e semicontinua inferiormente. Allora esistono
una successione (xy), in X e una successione (x7), in X* tali che:

f(z,) = inf f(z), =z €df(x,), x, —0.

zeX
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1
Dimostrazione. Dato n si prende Z, tale che f(z,) <inf f + — e fissato A = \,, := — si
X n vn

prende z,, := x,,, dove x, ¢ il punto ottenuto nella Proposizione precedente. O

3.4.10 Teorema. Sia X uno spazio di Banach e sia f : X —| — 0o,00] convessa e
semicontinua inferiormente. Allora D(Of) € denso in D(f) (cioé D(f) C D(Of).

Dimostrazione. Sia xo € D(f). Fissiamo n € N. Dato che f ¢ finita e s.c.i. in z,
ragionando come nell’Osservazione (3.2.19), possiamo trovare w, € X* tale che

1
fx) > f(xo) — — (T — 20, Wn )y x- Vz e X

Posto fi(z) := f(x) — (¥ — o, wy)x x~ abbiamo che fi ¢ convessa, semicontinua inferior-
mente, fi(x) > —1/n per ogni z e fi(x¢) = 0. Applicando la (3.4.8) con A = 1/n troviamo
un punto z, che dista meno di 1/n da zy tale che fi(z,) < 0 e un sottodifferenziale z
per fi in x, tale che ||z¥| < 1. In particolare ||xg — z,|| < 1/n e w, + 2% € 0f(x,). O

La seguente proposizione ¢ analoga al Corollario (3.4.9). In questo caso pero f non ¢
supposta convessa e si chiede per contro che sia differenziabile secondo Gateaux.

3.4.11 Proposizione. Sia X uno spazio di Banach e sia f : X =] — 00, 00] semiconti-
nua inferiormente, propria e inferiormente limitata, tale che f sia differenziabile secondo
Gateauzx in ogni punto di D(f). Allora esiste una successione (xy,), in D(f) tale che

f(z,) — inf )f(ac), f'(z,) — 0.

z€D(f

1
Dimostrazione. Dato n € N possiamo prendere z, € D(f) tale che f(z,) < i§ff + —.
n

1
Usando il principio variazionale di Ekeland con A, = NG troviamo z,, € D(f) tale che
n
1
|Zn — 20| < Ay fl2n) < f(Zn) e fz) > fla,) — THx—an per ogni x € X. La seconda
n

proprieta implica che f(z,) — i&f f. Dalla terza si deduce

Flan)(h) > ———=]||h|  VheX.

Ne segue || f'(z,)]

x+ < 1/y/n da cui la tesi. L

3.5 Minimizzazione di funzionali quadratici

Vediamo ora un esempio importante, che ¢ il prototipo di molte applicazioni. Si tratta di
un problema lineare, ma le tecniche si potrebbero estendere anche a casi non lineari.

R e T L L L L LT T II I

In tutto questo paragrafo consideriamo uno spazio di Banach riflessivo X, la cui norma
verra indicata con ||-|| y; indicheremo inoltre con (-, -) y y. la dualita tra X e X* (scriveremo
ciot (z, %) x x. invece di 2*(x), per ogni z in X e ogni z* in X*).

Consideremo anche uno spazio di Hilbert H, con norma ||-|| ;, taleche H — X (H C X
e 'immersione i = iy x di H in X ¢ continua) e H sia denso in X (come sottoinsieme di
X) e una applicazione bilineare a : H x H — R, con a continua rispetto alla norma di H.
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3.5.1 Definizione. Dati X, H e a come sopra definiamo D(L) C X e L : D(L) — X*
mediante la condizione:

reDL),x"=LrsreH, sup a(x,h)<+o0,(h,2")yy. =alzx,h) Vhe H
heH,||h| x <1 ’

(3.26)
Notiamo che la (3.26) definisce effettivamente e in maniera univoca un operatore su D(L).
In effetti se z € D(L) allora |a(z, h)| < C||h||x per ogni h € H per un’opportuna costante
C. A causa della densita di H in X (e della completezza di X) esiste un unico z* € X*
che estende a tutto X il funzionale lineare h — a(z, k). Vale inoltre ||z*|| . < C. E anche
evidente che L e un operatore lineare.

3.5.2 Proposizione. Sia L come nella definizione preceente. Allora
L ¢ chiuso.

Dimostrazione. Siano (z,), una successione in D(L), e (z}), una successione in X* con
x} = Lx,. Questo equivale a x,, € H, a(x,, h) = (h,2}) Yh € H. O
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3.5.3 Esempio. Siano X uno spazio di Banach riflessivo e H uno spazio di Hilbert tali

che H — X (H C X e l'immersione di H in X ¢ continua) e supponiamo H denso in X.

Indicheremo con ||-||; € ||-||x le norme in H e in X.e con (-, )y y. la dualita tra X e X*.
Sia a : H x H — R una applicazione bilineare, continua e simmetrica su H tale che:

Jvg > 0 tale che:  a(z,z) > vyllz|/% Vo € H. (3.27)

Notiamo che sotto queste ipotesi (2, 2"”), := a(a2’,2”) & un prodotto scalare che induce su
H una norma equivalente a quella originale. Avremmo anche potuto chiedere solamente
H Banach (e in effetti, se si guardano le dimostrazioni che seguono, si vede che il prodotto
scalare di H non viene mai utilizzato); in ogni caso la presenza di a implica che H possiede
comunque una struttura hilbertiana. Definiamo fy : X —] — 00, 00| ponendo:

1

—a(x,x ser € H,

fo(SC) = 2 ( )
+o0 sex e X\ H.

(a) fo € convessa e s.c.i. . La prima affermazione ¢ di semplice verifica, dimostriamo la

seconda. Siano per questo o € X e (z,), una successione in X tale che x, X ZTo. Se
fo(z,) — +oo la tesi ¢ ovvia. Se questo non accade allora, a meno di considerare una
sottosuccessione, possiamo supporre fo(x,) limitata; in particolare x, € H per ogni n.
Dalla (3.27) si deduce che (), ¢ limitata in H. Sempre a meno di passare a una estratta,
possiamo supporre che (z,), converga debolmente in H a un limite &z € H. Ma allora x,,
tende debolmente in X a z e quindi = = zy. Dunque zo € H e z, — x¢ in H. Ne segue:

1 1 1
fo(zn) = ia(xn, Ty) = §CL($0, zo) + a(xo, T, — o) + §a<xn — Zo, Ty, — Tg) >
1

v
5&(3:0,:50) + a(zo, T, — o) + 7H||xn — x0ll3 > folzo) + alzo, z, — z0). (3.28)

La convergenza debole in H implica che a(zo, z, — z9) — 0 (la mappa h — a(zg, h) ¢
lineare e continua su H), da cui la semicontinuita. Notiamo che da quanto sopra:

Tn X zo, folxn) — folzo) & x4 LN Zo. (3.29)
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(b) Per ogni xg, h € H esiste la derivata direzionale f{(zo)(h) = a(x¢,h) — questo si
vede immediatamente dalla definizione. Dico che, se 29 € D(fy) = H e oy € X* si ha :

ap € 0fy(x0) & alzo, h) = fo(zo)(h) = (h, o) x x- Vh € H. (3.30)
Dimostro “=": se ag € 0fy(zo), presi h € H e t > 0 si ha:
fo(zo +th) > fo(zo) +t (b, ao) x x- = fo(zo)(h) = (h, o)y x- -

Prendendo —h € H al posto di h si trova la diseguaglianza opposta, da cui ’eguaglianza
di destra in (3.30). Viceversase x € H e t €0, 1], per la convessita (vedi la (c) di (1.1.5)):

f(xo + t(z — x0)) — f(70)
t

flx) = f(xo) >

> f'(x0)(z — x0).

Dunque da fg(zo)(h) > (h, ao) x x- Vh € H, si deduce ag € 9 fo(xo).

(c) Consideriamo wy € X* e poniamo fu,(z) := fo(z) — (z,wo) x x-- E chiaro che
fw, © convessa, s.c.i. e propria su X, che D(f,,) = H e che df,, = 0fy — {wo} (per uno
qualunque dei due teoremi di somma (3.3.10) o (3.3.24)). Se x € H, si ha:

X*

Ve
Fuo () = Ga(w, ) = (@, wo) x - = [l — llwollx- [l x >

2
vy
252

2

Vg
l]|% — lewol

452

X+ % — +oo  se ||z||x — +oo,

/1% — llwollx- 1]l x >

dove S ¢ la norma dell'immersione iy x : H — X, per cui vale (3.10). Applicando la
Proposizione (3.2.25) otteniamo che f,, ha minimo in un punto Z. Questo equivale a
0 € Ofuwy(T) = 0fo(Z) — {wo} e cioe, per il punto (b), alla condizione:

a(®,h) = (hywo)x . VheH. (3.31)

Siano wy,we € X* e siano xp, 2y dei corrispondenti punti di minimo per f,, € fu,-
Scrivendo la (3.31) per z3 e x1, con h = x5 — x5, e sottraendo si ha:

a(zy — 1,2 — 1) = (T2 — Ty, Wo — W) x v < [Jwa — wi|x+|lz2 — 21| x-

Usando la (3.27) e la disuguaglianza ||z||x < S||z||x, se ne ricava:

S
|22 = 21[|m < —|lwz — w1 x- (3.32)
VH
In particolare se w; = wy = w9 = x1, dunque dato w € X* esiste un unico punto di
minimo per f,, che possiamo denotare con z,,.
(d) Definiamo un operatore lineare L : D(L) — X*, con D(L) C X, ponendo:

D(L):=<xe€H: sup a(z,a')<+4o00,, (3.33)
z'eH, ||z’ || x=1
Lr:=w & a(z, o) = (@', w)x x. V2’ € H. (3.34)

Vediamo che, se © € D(L), Lz & ben definito. In effetti se € D(L) la forma lineare
' p(2) := a(x,2'), definita su H, & limitata rispetto alla norma di X. Dato che H &
denso in X, ¢ si estende a una, e a una sola, w € X*, e quindi w = Lzx. 1l fatto che L sia
lineare e di verifica immediata.
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E anche chiaro che la (3.31) equivale a dire Lz = wy e quindi, per quanto visto nel
punto (c), si ha Lz = w se e solo se x = z,,. Ne segue R(L) = X*.

(e) Dico che D(L) ¢ denso in X. Se non lo fosse, per Hahn-Banach, esisterebbe
zh € X* con zf # 0 e (x,x) y x« = 0 per ogni € D(L). Dato che R(L) = X* esiste
g € D(L) con Lxy = xf, ciot a(zg, h) = (h,25)x x- Vh € H. Prendendo h = z, ne
seguirebbe vy ||zol|3, < alzo, z0) = (x0, 25) 5 x» = 0, da cui g = 0 e infine z* = 0, che &
assurdo. 7

(f) Dimostriamo che L ¢ chiuso. Per questo prendiamo (x,), in D(L) e (y,) in X*
tali che Lz, = y, e supponiamo z,, — z in X e y, — y in X*. Per la (3.32) la (z,), ¢
di Cauchy in H e quindi ha limite in H e siccome z,, — x in X si ha z, — x in H; in
particolare x € H. Ma allora:

a(x, ZL’/) = nlggoa(‘rn7 [El) = nlggo <Q§'/, yn>X7X* = <[l§'/, y>X,X* VZL'/ S H7
che equivale a dire x € D(L) e y = Lx.

(g) Dimostriamo che L ¢ autoaggiunto (secondo la Definizione (2.8.21)).

Vediamo che L C L*. Infatti se o € D(L) si ha:

(z, Lxo) x x» = a(T0, ™) = (w0, LT) x x+ Vo € D(L).

da cui ry € D(L*) (perché z + (g, Lx)y . & continua) e L*zy = Lxg. Verifichiamo
che L* C L. Sia xq € D(L*). Dato che R(L) = X* esiste un punto x; € D(L) tale che
Lzy = L*xy. Dato che L C L* si ha xy € D(L*) e L*zy = Lx;. Allora:

0= (z, L*(z1 — 20)) x x- = (%1 — o, LT) x . Vz € D(L).
Dato che R(L) = X se ne deduce x; =z da cui xy € D(L) e Lzg = L*x.

Abbiamo quindi mostrato che dati H — X e a : H x H — R bilineare, simmetrica,
continua e coerciva (cioe verificante la (3.27)), definito L : D(L) — X* mediante le (3.33)
e (3.34), si ha che L & chiuso, autoaggiunto, con dominio denso e che R(L) = X*.

Notiamo infine che la (3.32) dice sostanzialmente che I’ inversa L™! (ben definita perché
R(L) = X* e ker(L) = {0}) ¢ continua da X* in H e quindi da X* in X:

IL7 " lx < mllL™ e [la < alle”]

- Vate X (3.35)

per opportune 7y, v, > 0 (ricavabili da (3.32) ).

3.5.4 Osservazione. Se H = X (dunque anche H Hilbert) e a(z,y) = (z,y) 5 si vede subito
dalla definizione che D(L) = H, da cui la mappa L ¢ continua e che L ¢ I'isomorfismo da
H* in H fornito dal Teorema di Riesz.

Vediamo ora che si puo invertire la costruzione precedente partendo dall’operatore
L : D(L) — X* e costruendo H ed a. Notiamo che in quanto segue si suppone solo L
simmetrico.

3.5.5 Esempio (Viceversa della costruzione precedente). . Prendiamo X Banach riflessi-
vo con norma ||-|| x e indichiamo con (-, -) y y. la dualita tra X e il duale X*. Consideriamo
inoltre L : D(L) — X* un operatore chiuso con D(L) denso in X, L simmetrico e tale che
esista vy > 0 con:

(z,Lx) v > vxllzllx Vo e D(L). (3.36)

(a) Definiamo ¢ : D(L) — R ponendo ¢(z) := (x,Lx)y x.. Usando la (3.36) ¢
immediato verificare che ¢ € convessa e s.c.i. in D(L). Definiamo ora fy: X —] — 00, o0]:

1
fo(z) = S liminf* (2, La') y . = -q(x) Vo e X.

' —x

N —
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fo(z) € [0,400] e per quanto gia visto fp & convessa e s.c.i. — inoltre, per (3.36), vale:
v
folx) = llalk  VreX. (3.37)

1
Dato che ¢ € s.c.i. in D(L), fo(xo) = 5 (o, Lwo) x x~ per tutte le zg in D(L). Poniamo:

H:={r e X: fo(zr) < +oo} = D(fo).

(b)  fo(Ax) = N2 fo(x) per ogni A € R. Se A = 0 questo & ¢ ovvio, altrimenti si usa un
cambio di variabile nel limite che definisce fj.
(c) Vale la legge del parallelogramma:

fQ(Il + 1'2) + fo(ZL‘l — Ig) = Qf()(l‘l) + 2f0([[’2) Vl'l, Ty € H. (338)

Tale proprieta ¢ chiaramente vera se x1, x9 € D(L) per la simmetria di L. Dati z1,29 € H
consideriamo (x1,,), € (Z2,), in D(L) tali che x;, — z; in X, % (@i, Lin) oo — fo(2s)
per ¢ =1,2. Allora s, := 21, + T2, = 1 + 22 € dy, = 21, — T2, — T1 — T2, da cui:

1 1
folxy + 22) + fo(z1 — x2) < liminf 3 (Sn, Lsn) x x- + liminf 5 (dn, Ldp) . xv <

n—o0 n—o0

|
lim inf ({50 Lsud o + s L) - ) =

n—oo
Jim ((951,7” La1p) x xo + (T2, Lx27n>X7x*> = 2fo(z1) + 2fo(x2).
Per provare 'altra disuguaglianza si prendono z’ := Tt m27 o= 2 g xg, di modo che

xy =12 +2" exy=1"— 2" esiapplica la diseguaglianza appena trovata (alla fine serve
anche 'omogeneita di grado 2).
(f) H & uno spazio lineare (questo segue subito dalla (3.38) e da (d)) e posto:

Jo(z1 +22) — fo(z1 — 22)
2

a(xy,xs) ==

per z1,x9 € H, la mappa a : H x H — R & bilineare e simmetrica (notiamo che a(zx,x) =
2fo(x)). Per dimostrarlo cominciamo prendendo 2/, 2",z € H e notiamo che:

T T x T
2 / " — </ - " _)_ (/__ ”——):
a(x’ + 2" x) = fy a:+2—|—x+2 folz 2—|—:c 5

X

2fo <x'+g> +2fo (1‘"+g> —f(@'=2")=2fy (x’—g) — 279 (x”—§> +f(d—2")=
4a (x’,%) +4a (x",%).

Dunque a(2’ + 2", z) = 2a <$’, g) + 2a (x”, g) Se si prende z” = 0 si trova a(2’, z) =

2a (m’, g) e quindi la formula precedente diventa a(x’ 4+ 2", z) = a(2’, ) + a(2”, x).

Da questo segue a(nz’,z) = na(z’,x) per ogni n € N e quindi ma(z’'/m,z) = a(2’, x),
se m € N\ {0}. Ne segue che a(qz’,x) = qa(a’,x) per ogni ¢ € Q. Per la convessita f,
e continua su ogni sottospazio finito dimensionale di H e quindi nello spazio generato da
2’ e x, per cui a(tx’,z) = ta(z',x) per ogni t > 0. Dato che, per definizione, a(—12',x) =
—a(2’,x) Tultima proprieta ¢ vera per ogni ¢ € R. Nello stesso modo si dimostra la
linearita rispetto al secondo argomento di a.
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(d) Dunque @ ¢ una mappa bilineare simmetrica su H con a(z,z) = 2fo(x,z) > 0
per ogni x € H \ {0} (a causa di (3.37)). Allora a definisce un prodotto scalare su H tale
che (indicando con ||-||; la norma indotta da a):

llfF = alz,2) = 2fo(z) = vx|z|% (3.39)

e quindi I'immersione di H in X ¢ continua. Inoltre, per costruzione, a ¢ continua su H
e verifica la (3.27) con vy = 1. Notiamo che se 2/, 2" € D(L) si ha:

(@' + 2", L(2" + 2")) x xo — (@' — 2", L(2" — 2")) x x-
4

(e) H ¢ un Hilbert. Per dimostrarlo prendiamo (z,,), di Cauchy in H. Per la (3.39)
(zy)n € di Cauchy in X e quindi converge in X a un punto zo € X. Applicando la
proprieta di Cauchy abbiamo che, dato € > 0 esiste n € N tale che:

a(z’, 2") = = (2, La") x x-

2fo(Tn — 2m) = ||xn_xm||%l <e Vn,m > n.
Se m — oo, per la semicontinuita di fy rispetto a X, si ha:

2fo(zn — xo) < liminf 2f(x, — x,,) < ¢,
m—00
dacuizg € H e
|zn — 0|3 < € Vn > n,

e cioe x, — xo in H.

(f) D(L) & denso in H (nella norma di H). Per vederlo fissiamo zy in H. Per
definizione di H esiste (x,), in D(L) tale che x, — z¢ in X e ||[z,[|5 = (zn, L) x xo —
2f0(l’0) = ||(L’0H%{ Si ha:

2 2 2
Hxn - 330”1{ = Hxn”H -2 <xn7$0>H + “:E()HH

Nel termine di destra si ha ||z,]% — ||lzol|% per ipotesi; se si dimostra che (,,x0), —
|| zo|5; ne segue @, — x0 in H. Ma (,), ¢ limitata in H, dunque ammette una sottosuc-
cessione debolmente convergente in H; dalla convergenza a x( in X si deduce che x,, — xg
in H; quest’ultimo fatto implica (z,, z0), — ||lzo||% e conclude la dimostrazione.

Notiamo anche che, se x € H e 2/ € D(L), presa (z,), in D(L) con z,, A, 2, si ha

a(z,z') = lim a(x,,2') = im (', Le,) ¢ - = Um (@, La') o = (2, L2') y . . (3.40)
n—o00 n—o00 ’ n—oo ’ B

(g) Abbiamo costruito uno spazio di Hilbert e una forma quadratica che verificano
tutte le ipotesi dell’Esempio (3.5.3). Indichiamo con L’ I'operatore associato ad a come
in (3.5.3), cioe tale che

v e D), w= Lz <% a(r,h) = (hw)x x. Yhel. (3.41)

Dico che L = L' (in particolare L & autoaggiunto). Dato che D(L) ¢ denso in H, allora
nella condizione di destra in (3.41) basta prendere h € D(L). Da (3.40) e (3.41) segue:

r€D(L), w= Lz (x,Lh)x x. = (h,w)x x. VheD(L), (3.42)

che equivale a dire L' = L*. Dato che L' & autoaggiunto ne segue L' = L* = L.
L’ultima eguaglianza richiede la chiusura di L ed & I'unico punto in cui interviene l'ipotesi

L chiuso. Se non avessimo messo tale ipotesi avremmo potuto dire che L ¢ chiudibile in
quanto L* = L' ha dominio denso e L' = L* = L* da cui L' = L.
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3.5.6 Teorema (Friedrichs). Sia H uno spazio di Hilbert L : D(L) — H un operatore
simmetrico con dominio denso e che (Lxz,x) > 0 per ogni x € D(L). Allora L ¢ chiudibile
e L ¢ autoaggiunto.

Dimostrazione. Consideriamo Ly := I 4+ L (I ¢ I'identita). Allora D(L;) = D(L) & denso
e si vede facilmente che anche L; & simmetrico. Inoltre, per la positivita di L, vale per L,
la diseguaglianza (3.36) con vy = 1. Dato che D(L;) C D(L7) si ha che D(L%) & denso,
dunque per la Proposizione (2.8.19), Ly & chiudibile e L* = L}. B facile verificare che Ly &
simmetrico. Per quanto mostrato nell’ Esempio (3.5.5) I'operatore che L, & autoaggiunto.
D’altra parte ¢ facile vedere che L; — I & un operatore chiuso e G(L; —I) = G(L); dunque
L ¢ chiudibile e L; = I + L. Dato che, per I'Osservazione (2.8.10), (I + L)* = I + L*, se
ne ricava L = L*. ]

3.6 Il teorema di Krein—Milman

3.6.1 Definizione. Sia K un insieme convesso in uno spazio X localmente convesso.
Diciamo che F' C K ¢ una faccia di K se F' ¢ convesso e se:

rye K, t€|0,1], te+(1—t)ye F=x,y € F.
Se xg € K e se {xg} € una faccia per K, diremo che z( & un punto estremo per K.

3.6.2 Osservazione. xg € un punto estremo per K se e solo se
ro=tr+(l—t)yconz,ye Ketel0 1] =z =umx oppure y = z.

Infatti se esistessero z,y in K e t € [0, 1] tale che 2y = tx + (1 — t)y, allora dovrebbe
essere t €0, 1[; pero se {xo} € una faccia ne seguirebbe z,y € {xo} che & chiaramente in
contraddizione con l'ipotesi. Viceversa se vale la proprieta sopra, allora {x¢} ¢ una faccia
dato che da x,y,€ K, t €]0,1[ e tx + (1 —t)y € {zo} (cioe = xy), si deduce che uno tra z
e y coincide con xy — ma essendo t # 0 e t # 1 anche I'altro punto deve coincidere con x.

Un’altra caratterizzazione € che zy € punto estremo per K se e solo se g € K e
K\ {zo} ¢ (ancora) convesso.

3.6.3 Lemma. Sia K convesso e non vuoto e sia @ un funzionale lineare su X. Posto

' eK

A= {xEK:Lx: inf Lx'}.

Allora A ¢é una faccia di K (eventualmente vuota).

Dimostrazione. Se A & vuoto il risultato & banale. Sia dunque A # 0); questo implica che

o= in% Lx' ¢ in effetti un minimo, in particolare a € R. Dato che A & l'intersezione di
z'e

K con il piano affine {z: Lx = a}, si ha che A ¢ convesso. Siano ora x,y € K et €]0, 1]

tali che tz + (1 —t)y € A. Allora Lz = Ly = « perché comunque Lx > a e Ly > « e se

una delle diseguaglianze fosse stretta:
a=Ltr+(1—-t)y)=tLe+(1—t) Ly >ta+ (1l —t)a=«

(nota che t # 0,(1 —t) # 0), dunque un assurdo. In definitiva z,y € A, da cui A & una
faccia. m

3.6.4 Lemma. Se (F})ics ¢ una famiglia di facce di K, anche F := (o, F; lo e.
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Dimostrazione. Chiaramente F' & convesso essendo intersezione di convessi. Supponiamo
che z,y € K, t €]0,1[ e che z, ==tz + (1 —t)y € F. Allora z;, € F, per ogni i € . e
quindi, per definizione di faccia x,y € F; per ogni i € .#. Dunque z,y € (\,c, F; = F e
abbiamo dimostrato che F' & una faccia. O]

3.6.5 Lemma. Sia F' una faccia di K e sia F' C F. Allora F' é una faccia di K se e
solo se F' ¢ una faccia di F.

Dimostrazione. Siano x,y in K et in |0, 1] tali che tz+(1—t)y € F'. Dato che F’ C F e che
F & una faccia di K, se ne ricava z,y € F. Dunque xz,y € F, t €]0,1[etx+ (1 —t)y € F":
essendo I’ una faccia di F' ne segue x,y € F’. In definitiva F’ ¢ una faccia di K. 1l
viceversa € immediato O

3.6.6 Lemma. Sia X wuno spazio vettoriale localmente convesso di Hausdorff e sia K C
X, K convesso e compatto. Allora ogni faccia chiusa e non vuota di K contiene un punto
estremo per K.

Dimostrazione. Sia Fy # () una faccia chiusa di K che dunque risulta essere compatta.
Consideriamo .% := {facce chiuse di K con F' C Fp} e introduciamo la relazione d’ordine:

F, <X Fyseesolose Fy CFy VF\, Fy € &

Notiamo che gli elementi di .%# sono tutti compatti dato che sono insiemi chiusi contenuti
in K ¢ compatto. Dato che Fy C .7 si ha 7 # (). Supponiamo che C sia una catena in J

allora posto F := () F, siha F # () perché intersezione di compatti non vuoti e FeZ
FeC

(per (3.6.4)). Inoltre per costruzione F' < F per ogni F in C: dunque C ha massimo. Per
il Lemma di Zorn esiste un elemento massimale F per .%. Dico che F contiene un solo
punto, che sara quindi un punto estremo di K contenuto in Fjy. Se per assurdo esistessero
zo, 1 € F, con x # w1, allora usando Hahn-Banach (seconda versione) troveremmo
L € X* tale che Lz, < Lz;. Dato che F & compatto e L & continua esiste o := min Lz e,

el
per il Lemma (3.6.3), Fj, := {x €F:Lx = a} ¢ una faccia di ]:j Sempre per la continuita
di L si ha che Fy, ¢ chiusa. Dalla (3.6.5) segue allora che Fj € .# e per costruzione

F =< F;. Per la massimalita di £ dovrebbe valere Fj, = F, perod dal fatto che 2o € F si
deduce a@ < Lz da cui 21 ¢ F;, che da un assurdo. Ne segue che L & costituito da un
solo punto e quindi la tesi ¢ dimostrata O

3.6.7 Teorema (Krein-Milman). Sia X uno spazio vettoriale localmente convesso di Hau-
sdorff e sia K C X, K convesso e compatto. Allora, se K. denota l'insieme dei punti
estremi di K, si ha K =¢o(K,). In particolare se K # ) deve essere K. # ().

Dimostrazione. Se K = () la tesi ¢ banale per cui supponiamo K # (). Per il Lemma
(3.6.6), con Fy = K, si ha K, # () Poniamo K := = Co(K.); chiaramente K C K. Se
I'inclusione fosse stretta ci sarebbe un punto zq € K \ K e allora, usando Hahn-Banach,
troveremmo L € X* tale che Lzy < sup Lz =: . Dato che K & compatto ed L e continua
z€K
esiste a := m1}r{1 Lz < Lxy < 8. Posto K, :=={x € K: Lz = a}, per il Lemma (3.6.3) si ha
xe

che K e una faccia non vuota di K. Inoltre K, e chiusa per la continuita di L e quindi,
per il Lemma (3.6.6) K, deve contenere un punto estremo. Ma

O
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Capitolo 4

Dualita e ottimizzazione

4.1 Dualita

4.1.1 Definizione. Siano X; e X, due spazi vettoriali su R e sia a : X; X Xy una appli-
cazione bilineare. Diremo che X; e Xy sono in dualita secondo a, o che (X;, X, a) & una
dualita, se valgono le due seguenti proprieta “di separazione”:

(S.1) se a(z1,x2) = 0 per ogni xo € Xy, allora z; = 0;
(S.2) se a(wy,x2) = 0 per ogni x; € Xy, allora x5 = 0.

Nel resto del paragrafo supponiamo che X; e Xs siano in dualita tramite una a; inoltre
scriveremo sempre (71, Ta)y, x,, O Pilt brevemente (x1,z2), al posto di a(z1, x2). Notiamo
che il ruolo di X; e X5 e perfettamente simmetrico.

Se non altrimenti precisato, condidereremo su X; la minima topologia o(X;, X2) che
rende continui tutti i funzionali x; — (a:l,;zg)xhXQ al variare di o € Xy; analogamente
considereremo su X, la minima topologia o(Xz, X;) che rende continui tutti i funzionali
Ty > <x17$2>x1,x2 al variare di ;1 € X;. Ricordiamo che queste topologie rendono X; e
X, spazi localmente convessi. Inoltre esse sono di Hausdorff, come si verifica facilmente
usando (S.1) e (S.2). Con queste topologie ¢ chiaro che Xy ¢ (isomorfo a ) un sottospazio
di X7 e X; & (isomorfo a ) un sottospazio di Xj.

Data una topologia localmente convessa 7, su X; si dice che 71 € consistente con
la dualita, se il duale di (X, 71) coincide con X, (stesso discorso scambiando X; e Xs).
Chiaramente in tal caso 71 € piu fine di o(Xy,Xs) e quindi ¢ di Hausforff. E un problema
interessante (di cui non trattiamo) caratterizzare la piu fine tra le topologie consistenti
con la dualita.

4.1.2 Lemma. Siano vy, ...,v, n punti di Xy linearmente indipendenti. Allora esistono
Uty ... Uy 0 Xy tali che (u;,v) = 0;; per 4,5 = 1,...,n (si noti che di consequenza
Uy, ..., U, sono linermente indipendenti).

Dimostrazione. Lo dimostriamo per induzione su n. Se n = 1 il risultato & una conseguen-

za di (S.2). Supponiamo la tesi vera per n e siano vy, ...,v,. linearmente indipendenti
in Xy. Per l'ipotesi induttiva possiamo trovare iy, ..., a, in X; ¢ on (4;,v;) = d;; per
1,7 =1,...,n. Poniamo:

My = span(iy, . . ., Uy), My = {2 € Xy: (2/,v1) =+ = (2',v,) =0}.

Dico che X; = M; @ M,. Infatti se ' = Nty + --- + A\, e ' € My si ottiene: 0 =

(T1,v;) = > N (U;,v5) = Aj, da cul 2/ = 0. Inoltre se 2’ € X; e se \; := (2/,v;) non e
=1

33
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difficile vedere che 2’ — (Aty + -+ + Aply,) € My. Non @ possibile che (24, v,11) = 0 per
tutti gli «f, di My, perché in tal caso per ogni 2’ € Xy, coi A; detti sopra, si avrebbe:

<$/7 Unt1) = (Mly + -+ + AT, Ung1) = Ap (U1, Vpg1) + -+ Ay (U, V1) =

(U1, Ung1) (T1,01) + -+ -+ (U, V1) (X1, 00) = (T1, 101 + -+ - + fpvn)

dove p; = (Uj,vnq1), per j = 1,...,n e quindi, per (S.1), v,11 sarebbe combinazione
lineare di vy, ..., v,. Dunque deve esistere un punto wu,,1 € Ms con (U1, V1) = 1. Se
definiamo allora w; := @; — (U;, UVpy1) Uns1 per i = 1,...,n, abbiamo la tesi. O
4.1.3 Corollario. Siano vy,...,v, € Xy e sia ¢ una forma lineare su Xy tale che:

(u,v1) = (u,v) = -+ = (u,v,) =0= p(u) =0 Yu € X4 (4.1)
Allora esistono A1, ..., A\, tali che:

n

o(u) = Z i (u, v;) Yu € X;.

i=1
Dimostrazione. Siano ug,...,u, come dal Lemma (4.1.2) e poniamo \; := ¢(u;) per

n
i=1,...,n. Dato u € Xy definiamo p; := (u,v;) e u' :=u — > pu;; si ha:
i=1

(W' v5) = (u,v;) — Zui (uj, v;) = (@x1,v;) —p; =0  j=1,...,n.
i=1

Allora, per l'ipotesi, deve essere p(u') = 0, cioe:

n

0=¢(u) - Zﬂﬂﬂ(uz’) = Z Ai(u,v) & p(u) =Y N (u, 01).

i=1
Per Parbitrarieta di w abbiamo dimostrato la tesi. O

Nel seguente risultato ricordiamo che su X; c’¢ la topologia o(X;,Xz2) e su X, c’¢ la
topologia o(Xz, X;).

4.1.4 Proposizione. Se ¢ ¢ una forma lineare su Xy, allora esiste xo € Xo tale che
o(r1) = (w1, 22) per ogni xy € Xq. In altri termini Xy é (isomorfo a ) Xi. Analogamente
Xy e isomorfo a X;.

Dimostrazione. Sia ¢ € Xj. Per la caratterizzazione della topologia o(X1,X,) (Proposi-
zione (2.6.2)) esistono vy, ..., v, in x5 e una costante C' tali che
lp(u)] < C max (u,v;) | Yu € X;.

Tale relazione implica la (4.1), da cui, per il Corollario (4.1.3) ¢ ¢ (rappresentabile come)
combinazione lineare dei v; e dunque e (rappresentabile come) un elemento di Xs. O

4.1.5 Osservazione. Supponiamo che X sia uno spazio normato, che quindi ha la sua
topologia 7 indotta dalla norma. Prendiamo X; := X Xy := X* = X* (si vuole evidenziare
che X* dipende da 7) e (z,z*) := 2*(x). E chiaro che valgono (S.1) (per la (2.5.8) ) e (S.2)
(per definizione di X*). Dunque X e X* sono in dualita tramite (-,-) e , per definizione,
le topologie indotte dalla dualita sono w (topologia debole) su X e w* (topologia debole
star) su X*. La proposizione precedente stabilisce allora che

X,w)* = (X", w*) e (XLw) = (X w).
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4.1.6 Definizione. Sia f : X; — [—00, +-00] una funzione. Chiamiamo funzione coniugata
o polare di f la funzione f*: Xy — [—o0, +00] definita da:

[ (w2) = sup ((x1,72) — f(21)).

xr1E€X]
4.1.7 Osservazione. Per la definizione di estremo superiore si ha:
[ (x2) =inf{c:c > (x1,29) — f(71) Va1 € X1} =

inf {c: f(z1) > (x1,22) —c Vo, € X1} = —sup{c: f(z1) > (@1, 22) + ¢ Vo, € Xi}.

Se conveniamo di scrivere [ || 25 (I € parallelo a x5), quando [ ¢ affine, xo € Xy e I(21) =
1(0) + (@1, z2)x, x, Per ogni z1 € Xy, allora la proprieta sopra si esprime:

—f"(z2) = sup  1(0). (4.2)
lera(f) , Uz2

Vale anche:

Falf) = {1 = ¢ @), 0 (@2) < =4}

Infatti, dato (z2,q) € Xg x R e posto I(x1) := (21, Za)y, x, + ¢, si ha:

leTu(f) e f(o) > <$17w2>x1,x2 +q Vi eXi &
—q > (71, Ta)y, x, — [(21) V1 € X1 & f*(22) < —q.

4.1.8 Proposizione. Siano f,g: X; — [—o00,+o0]. Valgono le sequenti proprieta.

(a) Se esiste un punto x; € Xy in cui f(x1) = —oo, allora f* ¢ identicamente eguale a
+o00 (il viceversa mnon vale, vedi per esempio f(x) = —xz?).
(b) Si ha:
dzy € Xy tale che [*(13) = —00 & [ =400 & [f == —o0.

(c) Qualunque sia f la funzione f* é convessa e semicontinua inferiormente.

(d) f*=co(f)"

(e) Sia x1 € D(f). Allora vy € 0f (1) se e solo se f(x1) + f*(x2) = (71, Ta)y, x, -
() f7(0) = —infx, f.

() Se f <g, allora f* > g

(h) Data una famiglia di funzioni (f;)ic.r, allora:

(inf fl) = sup f7, (sup fl) < inf f/.
€S =4 =4 €S

(i) SeA>0eqeRsiha

X2 X2

fOa) @) = (2). 0N @) =2 (). F+a"=F-q

Se f(z) = f(—z) allora (f)* = f*.
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(G) Se zo € Xy e se denotiamo con f,, la funzione translata: f,,(x) := f(z — xo) per
x € Xy, allora f; (v2) = f*(x2) + (T, 72)y, x,- Viceversa, se xog € Xa, allora

(f + <'ax0>x1,x2)* = f:o

(k) f =vco(f). Specifichiamo che f** = (f*)*, e che, nella seconda iterazione dello *,
st scambiano X; e Xs.

Dimostrazione. (a) Per ogni x5 € Xy si ha f*(22) > (71, 22)y, x, — f(21) = +00.
(b) Sia x5 € Xy. Allora f*(z5) puo fare —oo se e solo se (x1,x2) — f(x1) = —o0 per

ogni x1 € X; e cioe se e solo se f e identicamente eguale a 4+00. Il resto ¢ immediato.
(¢) Se f assume in qualche punto il valore —oo, allora f* = +oo che ¢ s.ci. . Se
invece f > —oo in Xy, allora

[(x2) = sup (z1,22)y x, — fl21) Vg € Xy
z1€D()

(chiaramente i punti x; in cui f(x;) = 400 si possono tralasciare). Dato che, per ogni
z1 € Xy, la funzione o — (21,22)y, x, — f(z1) ¢ continua su X, (per definizione di
o(X7{,z2)) ed ¢ affine, allora f* & s.c.i. e convessa.

(d) Per I’Osservazione (3.2.16) si ha I',(f) = I'y (¢6(f)) e quindi la tesi segue in virtu
della (4.2).

(e) Datizy con f(x1) € Rexy € Xy si ha:

v € Of(er) & F@)) > fla) + (@) —was) x,  VIhEXi &
- f(171) + <[E1, x2>X1,X2 > _f(ljl) + <:E,17x2>X1,X2 \V/l',l €X <

= fl@n) + (o) = sup (= (@) + (0 @y, x, ) & —S (1) + (o, 02) = (@2).

wll eXy

(f) E ovvio dalla definizione.
(g) Se f<geuxy € Xy, siha:

Fr(a) = sup (@120, = (1) = sup ({o1,32)5, 5, = 9(01)) = 9" (22).

r1EXq xr1E€EXq

(h) Poniamo f := jn£ fi- Se w9 € Xy, allora:
- 1€

sup fi*(ﬂfz) = Sup sup (<x1,$2>x1,x2 - fi(il?l)) = sup sup (<3717372>x1,x2 - fi(ib“l)) =
€S €S x1E€X1 r1€EX1 €S

sup <<x1,x2>x1,xg +§él£(_fi(xl))) = sup <<$1,w2>x1,x2 —i(fﬂl)) = [*(x2).

r1EX] r1EX]

Infine se f := sup f;, basta notare che f; < f Vi € .# e quindi per (g) f; > F Vies.
ies
(i) Sia A > 0 e indichiamo (solo qui) f\(z1) := f(Az1). Allora, dato xzo € Xo:

(o) (x2) = sup (<l‘17$2>x1,x2 — f()\xl)> = sup (% (U1, T2)x, x, — f(m)) = f (%),

r1EXq u1 €Xq

Fle2) = sup ((w1,@2), x, = F(=21)) = sup ((=21,22)y, 5, = f(01)) = F*(=2).

r1E€X1 T1€EX]

Le altre due proprieta si dimostrano in modo analogo.
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(j) Sia xg € Xy. Allora:

fm*o = sup (<x17$2>X17X2 - f(l'l — {L‘O)> =

r1€X1

sup <<u1 + Zo, T2)x, x, — f(ul)) = [(w2) + (T0, T2)x, x,

u1 €Xy

L’altra proprieta ¢ un’immediata conseguenza della definizione.
(k) Dato z; € Xy, si ha, usando 1'Osservazione (4.1.7):

co(f)(z1) = sup l(z1) = sup (T1,T2) +q =

leFa(f) (mz,q)EXQXR:—f*(xg)Zq
sup (z1,z2) — f*(z2) = [ (x1).
T2 EX2

(1) Perla (d) ela (k)

=) = (@(f))" = (o))" =eo(f)" = f*

4.1.9 Osservazione. Se f e pari allora f* & pari.

4.1.10 Corollario (Teorema di Fenchel-Moreau). Sia f propria. Allora f é convessa e
s.c.i. se e solo se f** = f.

4.1.11 Osservazione. Da quanto detto sopra si deduce che f & propria se e solo se f* e
propria. Se f e propria vale la disequaglianza di Young:

f(@1) + [ (32) > (21, 22)x, x, Vg € Xy, Vg € Xy

inoltre (per la (e)) si ha l'eguaglianza se e solo se x2 € df(x1) . Nel caso di f convessa
s.c.i. si ha anche che z9 € 0f(x1) equivale a x; € 9f*(x2). Quest’ultima proprieta segue
dall’osservazione:

zo € Of(21) & f(x1) + fH(72) = (21, 72) & [ (21) + [T (22) = (21,,72) & 71 € Of " (22)
4.1.12 Esempio. Si ha:

(a) Se Ty € Xy e g€ Rese f(r1) = (x1,Z2) + ¢ per ogni x; € Xy, allora

I ( ) —q se X9 = To
xXr — — T — (.
2 +o00  altrimenti Moz} — 4

(b) Sia X; = X con X spazio normato e Xo = X* come nell’Osservazione (4.1.5). Sia
Y 1 [—00, +00] =] — 00, 0] una funzione convessa, s.c.i. , propria e pari. Poniamo

f(@) =¥ ([[z]lx). Allora
fr@®) = ¢ ("] x-) - (4.3)

Si noti che la parita di 1 serve (solo) a definire ¢)*. In effetti, se 2* € X*:

fr@) =sup ((z,2% x-) =¥ (Izllx)) =sup  sup  ((z, 2% x-) =¥ (p)) =

zeX p20 zeX ||z|| x=p

sup (p [l2" |, =4 (p)) = sup (p[l2*|l,- = (p)) = ¢" (|27

p=>0 pER

x+)
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(c) Se EC X e f = xg allora:

f*(z*) = sup ((:c, ) x x+ — XE(:U)) = sup (7, 2") x x- -
zeX z€FE

Questa coniugata viene detta funzione supporto di E. Notiamo che:

*

(xe)" = (E(XE))* = (XE(E))

2 *\2
(d) La funzione ¢(x) = % ha come coniugata ¢*(z*) = %, come si verifica facilmente.

4.1.13 Proposizione. Supponiamo che Xy sia uno spazio normato con norma || -||; e che
Xy = Xi. Supponiamo che f : X; — [—00, +00] sia convessa. Allora sono equivalenti

(a) esiste xo € Xy con f*(xq) € R;

(b) f é propria e
dceR: f(l‘l) Z —C(l + H‘rlHl) Vxl c Xl.

Dimostrazione. Se f*(xy) € R allora f & propria (per (a) e (b) della (4.1.8)) e per ogni
x1 € Xy siha f(x1) > —f*(22) + (21, 22). Dato che Xo C X siha | (z1,22) | < ||l21]1]|z2x;
e quindi vale (b). Viceversa supponiamo (b). Per il lemma (3.4.6) esiste uy € Xy tale che:

f(l‘l) > —c+ <.T1, IQ) Vr; € Xy.

Per ogni n sia x,, in X tale che f*(x}) = (x, x,,)— f(x,). Questo implica f*(x2) < ¢ < 400.
Dato che f & propria f*(x2) > —oo da cui (a). O

4.1.14 Proposizione. Supponiamo che X; = X sia uno spazio di Banach riflessivo e che
Xy = X*. Supponiamo che f : X =] — 00, 0] sia debolmente s.c.i. , propria e che valga:
J@) _ +o0. (4.4)

Iel=oo [l
Allora f* e finita ed e continua in ogni punto di X*.

Dimostrazione. Nelle ipotesi fatte & chiaro che per ogni z* € X* la funzione z — f(z) —
(x*, x) ammette minimo finito in quanto propria, debolmente semicontinua con sottolivelli
limitati (e quindi debolmente compatti). Dunque per ogni z* € X* esiste = € X tale che
f*(z*) = (z,z*) — f(z) € R. Dico che f* ¢ semicontinua superiomente. Per vederlo

fissiamo x* in X* e prendiamo una successione (z) in X* tale che:

x, = x", lim f*(z}) = £ := limsup * f*(z*).
n—oo ¥ yp*
Sia M una costante tale che |[z}| < M per ogni n. Per ogni n sia x, in X tale che
f(zk) = (xf, x) — f(x,). Perla (4.4) esiste R tale che f(z) > 2M||z|| per ogni = con

n

|z|| > R. Possiamo anche supporre che RM > 1 — f(0). Se ||z|| > R si ha:
(et 2) — () < | lllall — 2M 2] < (M — 2M)R = ~MR < £(0) — 1.
Ne segue f(x) < sup ((z},z) — f(x)) — 1 per ogni x con |[z| > R e quindi ||z,|| < R.

lzl<r
Dunque esistono = € X e una successione (z,,) estratta da (z,,) tali che z,, — x. Allora

limsup f*(2%) = limsup*f*(x;k) = limsup*(<a:;§k,xnk> — flzn,)) =

Zk—>x* k—o0 k—o0

(" ) —limint * f(z,,) < (2%, 2) — f(2) < f*(°)

Abbiamo provato che f* e s.c.s. . Dato che f* e sempre s.c.i. si ha che f* & continua. [
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4.2 Dualita e ottimizzazione

In questo paragrafo X; e X, saranno due spazi in dualita mediante (-, )y . e Yi e Yy due
spazi in dualita mediante (-, -)y, v,. Non ¢ difficile verificare che allora i prodotti X; x Y e

X3 x Y3 sono in dualita mediante ((z1,y1), (za, y2)>x1><th2><Y2 = (xq, $2>x1,x2+<ylv y2>Y17Y2.
Considereremo inoltre una funzione F' : X; x Y; — [—00, +00] e indicheremo anche
f(z1) := F(21,0). L’idea sottostante & che F(-,z5) & una perturbazione di f.

4.2.1 Definizione. Chiamiamo problema primale il problema:

trovare 7 € X; tale che f(z1) = F(Z1,0) = inf F(21,0) = i)I(lf f. (2)

T1EX]

Sia F* : Xy X Yy — [—00, +00] la coniugata di F. Chiamiamo problema duale il problema:

trovare s € Yy tale che F*(0,7,) = in\f( F*(0,y2). (%)
Y2€Y2

Tipicamente il problema duale si definisce come un problema di massimo:

trovare g € Yo tale che — F*(0,92) = sup (—F"(0,12)) . (27%)

y2€Y2

Conveniamo di indicare (con un qualche abuso di notazione)

inf & := inf F(1,0), sup & := sup (—F*(0,y2)),

T1EX Y2€Y2

Che vengono detti il valore di & e di &* rispettivamente. Diremo che & & non banale
se inf & < 400 e che &* ¢ non banale se sup & > +o00. Analogamente diremo che z; e
soluzione non banale di (£?) se F(z1,0) = inf & < 400 e che gy ¢ soluzione non banale
di (22*) se —F(0,72) = sup Z* > —oc.

Si puo anche introdurre il problema biduale:

trovare Z; € X; tale che F**(Zz1,0) = inf F™*(x1,0). (7*)

T1€EX]

4.2.2 Proposizione. Si ha:
—o0 < sup Z* <inf Z < 4o0. (4.5)

Dimostrazione. Siano ys € X; e v € Y5. Allora

—F"(0,92) = (u,v)i&flxvl F(u,v) — (v,y2) < ,Jnf F(x1,v) = (v,92) < F(21,0).
O
La differenza inf &2 — sup 2* (quando ha senso) viene detta duality gap.
ESEMPI DI DIS. STRETTA
4.2.3 Proposizione. Supponiamo che
inf & = sup &*. (4.6)
Allora per ogni Ty soluzione di () e ogni §a soluzione di (%) si ha:
F(21,0) = —F7(0,%2). (4.7)

Viceversa se 1 € X1 e Yo € Yo wverificano la (4.7), allora T, é soluzione di (), ya €
soluzione di (27*) e vale la (4.6).
Se uno (quindi entrambi) dei numeri (4.7) & finito, allora (4.7) equivale a:

F(z1,0) 4+ F*(0,7;) = 0. (4.8)
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Dimostrazione. Se Ty € soluzione di (£2) si ha F(Z1,0) = inf &; se g, € soluzione di ()
si ha —F(0,Z5) = sup &*. Dalla (4.6) segue (4.7). Viceversa, dalla (4.5) si deduce che
—F*(0,yy) <sup &Z* <inf & < F(x1,0) YV, € X, Vyo € Yo.
Se T e gy verificano (4.7), allora tutte le diseguaglianze scritte sopra sono eguaglianze. []
D’ora in poi supponiamo che sia:
F convessa, s.c.i. e propria. (F)

In questo caso F** = I, dunque (£2) ¢ il duale di (£7*).
Indicheremo con h : Y; — [—o0, +00] la funzione:

h(yl) = 1)I(11fF<?y1) = x12£1 F(‘Tlayl)'

4.2.4 Proposizione. Nell’ipotesi (F), la funzione h é convessa.

Dimostrazione. Siano v’ e v" in Y; e sia A € [0,1]. Supponiamo h(v'), h(v") < +o0 (cfr.
(3.1.4)). Siano ¢, " € R tali che ¢ > h(v') e ¢ > h(v"); possiamo trovare u’,u” € X; tali
che F(u',v") < e F(u”,v") < . Poniamo uy := \u/ + (1 — N)u”, vy := ' 4+ (1 = A\)o".
Per la convessita di F' si ha:

h(vy) < Fluy,vy) < AFW,0) + (1= N F”,0") <A+ (1= N
Per l'arbitrarieta di ¢, ¢’ si ha h(vy) < Ah(v') 4+ (1 — AN)h(v”), cioe la tesi. O

4.2.5 Osservazione. Per il risultato precedente basta che F' sia convessa. In ogni caso non
e detto che h sia propria, né che h sia s.c.i. .

4.2.6 Lemma. Con le notazioni introdotte sopra, si ha:
h*(y2) = F7(0,42) Vya € Ya. (4.9)
D1 conseguenza:

sup & = sup (—F*(0,92)) = sup —h"(y2) = h™(0).

y2€Y2 y2€Y2

Dimostrazione. Si ha:

F0,52) = sup (U1, ¥2)y, v, — Flz1,m1)) =
(z1,y1)EX1XY1

sup (<yl,y2>y1xy2 — inf F($17y1)) = Sup (<y17y2>y1><y2 - h(yl)) = h*(y2)-

Y1€Y1 T1€X1 Y1€Y1
]

Come prima individuiamo le condizioni in cui i valori del problema primale e del
problema duale coincidono e sono finiti.

4.2.7 Definizione. Si dice che il problema (&) ¢ normale se h(0) € R e h & s.c.. in 0.
4.2.8 Proposizione. Supponiamo che valga (F). I sequenti fatti sono equivalents.

(a) (£) ¢é normale.

(b) (£7*) é normale.
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(c) inf & =sup Z* € R (in particolare il duality gap é zero).

Dimostrazione. (a) = (c¢) Supponiamo che (&) sia normale. Per la semicontinuita in
zero, usando (a) dell’osservazione (3.2.18), si ha ¢o(h)(0) = h(0). Dato che @5(h) = h** se
ne deduce h(0) = h**(0) che equivale alla tesi in virtt del Lemma (4.2.6).

(¢c) = (a) Se viceversa vale (c) si ha h(0) = A**(0) € R. Dato che h** = co(h
abbiamo ¢6(h)(0) = h(0). Possiamo allora applicare la (b) delll’osservazione (3.2.18) e
ottenere che h & s.c.i. in zero.

(b) < (c) Basta osservare che, essendo F** = F'| si ha:

inf F*(0,y2) = — sup (—F"(0,42))), sup ((—F"(21,0)) = — inf F(xy,0).
y2€Y2 y2€Ya r1€X1 z1E€X1
[
Notiamo che, per (a) < (c) basta la convessita di F' (cfr. la (4.2.5)).
Come seconda cosa vediamo quando il problema duale ha soluzione.
4.2.9 Lemma. Sempre assumendo (F), se h**(0) € R si ha:
Oh*(0) = {y2 €Yy: — F(0,72) = sug (—F*(O,yg)} (= {sol. di (2*)}).
Y2€Y2
Dimostrazione. Per la (e) della (4.1.8) e per la (4.9) si ha:
Y2 € Oh(0) & h*(0) + W™ (32) = (0,52) = h™(0) + h*(52) = 0 &
R (92) = yig\f@ h(y2) < F*(0,72) = yQiIéf(Q (0, 32).
[

4.2.10 Definizione. Si dice che il problema () ¢ stabile se h(0) € R e Oh(0) # (.

4.2.11 Proposizione. Sotto lipotesi (F) il problema (Z?) ¢é stabile se e solo se problema
() & normale e il problema (22*) ha una soluzione.

Dimostrazione. Dimostriamo =. Se (&) ¢ stabile, allora h(0) € R ed esiste z2 € 0h(0).
Per la (3.12) si ha h(0) =co(h)(0) e x5 € dco(h)(0). Dunque h ¢ s.c.i. in 0 e quindi () ¢
normale. Essendo ¢o(h) = h**, si ha xo € Oh**(0); dal Lemma (4.2.9) si deduce che (£7¥)
ha una soluzione. Per il viceversa basta ragionare al contrario. O

La seguente proposizione fornisce un criterio di stabilita.

4.2.12 Proposizione. Supponiamo che F sia convessa, che h(0) = i)I(lfF(',O) € R e che
1

esista Ty € X tale che F(Zy,-) sia finita e continua in = 0. (4.10)
Allora () é stabile.

Dimostrazione. Se F(Zy,-) ¢ continua in 0 e F'(Z1,0) € R, allora F/(Z,-) ¢ limitata in un
intorno di zero. Dato che h(y;) < F(Z1,y1), si ha che h ¢ superiormente limitata in un
intorno di zero. Per il Lemma (3.2.20) h ¢ continua in (un intorno di ) zero e per (3.3.13)
h ¢ sottodifferenziabile in (un intorno di ) zero. O

Usando la Proposizione (3.2.25) ricaviamo la la risolubilita di (£2).
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4.2.13 Teorema. Supponiamo che X; = X con X spazio di Banach riflessivo e Xg = X*,
che F': X x Y1 =] — 00,00] sia convessa, s.c.i. e propria, che siano verificata le ipotesi
(4.10) e la (3.10). Allora (Z?) ha una soluzione non banale T, (2?*) ha una soluzione non
banale 5.

Inoltre T e 45 sono soluzioni se e solo se e wverificata la condizione di estremalita
F(Z,0)+ F*(0,72) = 0 e in tal caso inf & = sup Z* € R.

Dimostrazione. Per la (4.10) (£?) ¢ stabile; in particolare F'(-,0) ¢ propria. Per ipotesi
F(-,0) ¢ convessa s.c.i. e quindi, per la Proposizione (3.2.25) ammette minimo finito. In
altre parole () ha una soluzione non banale Z. Sempre per la stabilita, a causa della
Proposizione (4.2.11) si ha che (£2*) ha una soluzione non banale ¥s.

La caratterizzazione delle soluzioni mediante la condizione di estremalita segue dalla
Proposizione (4.2.3). O

4.2.14 Esempio. Supponiamo che valgano le seguenti condizioni.

(F.1) Xsia uno spazio di Banach riflessivo, Y uno spazio normato, A : X — Y un operatore
lineare e continuo, f: X —| —o0o0,00] e g : Y =] — 00, 00| due funzioni convesse, sci
e proprie.
(F.2) Si abbia:
lim (f(z) + g(Az)) = +o0.

ll[lx—>o00

(F.3) Esista zg € X tale che xy € D(f), Azg € D(g) e g ¢ continua in Azy.

Considereremo le dualita “canoniche” tra X e X* e tra Y e Y* (in questo modo Y viene
dotato della topologia debole e Y* della debole star — cfr. 1'Osservazione (4.1.5)).
Definiamo F': X X Y —| — 00, 00| ponendo:

F(z,y) = f(zx) + g(Az — y) Ve e X, Yy eY.

Indichiamo con A* T'aggiunto di A. Notiamo che nella definizione di A* ¢ lo stesso
considerare su X/Y le topologie forti o le deboli, visto che i duali sono gli stessi. Allora:

F*(0,y") = supsup (2, 0)y . + (1,5 )y — F(2) = g(Az = y)) =

zeX yeY
sup sup ((Aa: —2,Y )yy- — flz) — g(z)) = sup ((Ax,y*>Y7Y* - f(x)) +
reX zeY zeX

sup (=24 hye = 9(2)) = sup (0, A dyye = f(@)) + 9" (=) =
zeY zeX
= P g ) e Y.

La (F.3) implica la (4.10), mentre la (F.2) equivale alla (3.10). Dunque per il Teorema
(4.2.13) esistono T € X soluzione non banale del problema primale e g* € Y* soluzione
non banale del problema duale, sulle quali si realizza la condizione di estremalita F(z,0)+
F*(0,y*) = 0. In virtu del calcolo fatto sopra, questa condizione diventa:

0=f(z)+9(Az) + [*(N'7) +9"(=7") =
J@) + [FNY) = (@AY ) x x + 9(AT) + 9" (=07) = (AT, =77 )y y-

(dato che (Z, A*y*) x x- = (AZ,§")yy.). Per la diseguaglianza di Young questo equivale a

f(@)+ ff(ANY) = <£7A*g*>x,x* ) <Aj7g*>Y,Y* = —g(AZ) — g"(—¥"). (4.11)
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che, in termini di sottodifferenziali, si puo scrivere:
NG e Of(@), —§ €0g(AR),  FEOf(AF), ATE€dg(—g).  (412)

Si noti che dalla (4.12) segue 0 € 9f(z) +9(go A)((T) e analogamente 0 € O(f* o A*)(y*) +
d(g* o (—Id))(y*) (cfr. 'Osservazione (3.3.17) ).

Dal Teorema (4.2.13) si vede dunque che le (4.11) o le (4.12) sono condizioni necessarie
e sufficienti affinché:

f(@) + 9(Az) =min (f(2) + g(Az)) =
= max (—f"(A"y") — g"(—y")) = —f* (A7) — 9" (—=7").

4.2.15 Osservazione. Nell’esempio precedente, se si assume solo (F.3), oltre naturalmente
al fatto che f e g sono convesse, s.c.i. e proprie, si ha comunque:

inf (f(z) + g(Az) = sup (f*(A"y") +¢"(=y") = max (f*(A"y") +¢"(=y"),
e yreX* y*e

come si vede facilmente dalle dimostrazioni.

4.2.16 Esempio. Sia Q C RY un aperto. Consideriamo X := H}{(Q) e Y := L*(Q;RY) =
(L2(€2))". Sia X che Y sono spazi di Hilbert. X & uno spazio di Hilbert col prodotto scalare
(U, ug)y = fQ Vuy-Vus dx (a causa della diseguaglianza di Poincaré non occorre il termine
Jouvdz ). Analogamente Y & di Hilbert col prodotto scalare (py,p2)y = [, P1P2de.
Identifichiamo X* con X e Y* con Y: questo equivale a dire che consideriamo X; = X5 := X
in dualita mediante (-,-)y e Y; = Yo :=Y in dualita mediante (-, ).

Sia inoltre h € H™}(Q) (=Y*, ma qui non lo identifichiamo con X) e definiamo f :
Xi—=>R,g:Y1 =R, A: X; — Y; ponendo:

1
f(u) == —(u, h)x,x* , AMu) :=Vu YueX , g(p):= 5/ p*dx VpeY.
Q
Allora, per la (a) di (4.1.12), se u* € X, si ha:

fHu*) = {0 se (v, u)x = — (v, h>x,x* Vo € X,

400 altrimenti,

In altri termini f* e I'indicatrice X[} dove <v, B>
per le (b) e (d) di (4.1.12):

= (v, h)y x_ per ogni v € X. Inoltre
X 9 *

1
g (p*) = g9(p*) = 5/ p*?dz VpeY.
Q

Vediamo come si caratterizza I'aggiunto di A. Sia p* € Y e sia v* := A*px in X.
Usando le identificazioni tra spazi e duali indicate sopra si ha:

/ Vo -Vu'dr = (v, A"p*)y = (Av,p*)y = / Vu-p*dr Vv € Hy(Q). (4.13)
Q Q

Questo si esprime dicendo che, in forma debole, u* = —div(p*). In effetti se p* ¢ C! allora
I'eguaglianza u* = —div(p*) ¢ vera in senso classico, altrimenti la relazione (4.13) ¢ tutto
cio che sappiamo. Dunque A*p* = —div(p*).
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Dato che entrambi f e g sono convesse e continue valgono (F.1) e (F.3). E immediato
che:

Ila) = () = g(Mw) = 5 [ 1Vl dz = {u B

verifica la (F.2). Notiamo che I ¢ addirittura differeziabile e che, come ¢ sempice verificare,
I'(u)(v) = (u,v) x — (v, h)x x-- Dunque se @ ¢ punto di minimo per [ si ha:

/Vu Vo= (v,h)yx YveHQ)

che & una formulazione debole del problema:

—Au=h in €,
. ()
u=20 su Of).
Dai risultati visti sopra si ricava che (£7*) corrisponde a minimizzare
* * % * * 1 *|2 *
FAP)+9°(=p") = 5 [ [P[7de + x5, (A7p).
2 Ja
Dunque esiste p* tale che:
div(p*) = h, / p > dr < / Ip*|*dz  Vp* €Y con div(p*) = h. (%)
Q Q

Per la seconda delle (4.11) abbiamo infine:

— 1 — 1 —% —% —
(Vi )y = —5 IVall} = 5 5]} & 5" = -va

4.3 Lagrangiana e punti di sella

4.3.1 Definizione (Lagrangiana). Data F': X; x Y} — [—00, 00|, chiamiamo Lagran-
giana associata a F' la funzione Lp : X; X Yo — [—00, +00] definita da

Lp(r1,y2) := inf (F(Cﬁlayl) - <y1,y2>y1,y2> Vi € X1, Vys € Y.

Y1EY1
Detto in altro modo —Lp(x1,y2) = F; (y2), dove Fy, (y1) = F(z1,y1).
4.3.2 Proposizione. Sia F': X; x Y] — [—00, +00].
(a) Per ogni xy € X1 la funzione Lp(xy,-) € concava ed é semicontinua superiormente.
(b) Se F' é convessa, allora per ogni ys € Y la funzione Lg(-,y2) € convessa.

4.8.3 Osservazione. Non possiamo dire che Lg(-,y2) € semicontinua inferiormente, nem-
meno supponendo F' semicontinua inferiormente.

4.3.4 Definizione. Un punto (Z1,¥2) di X; x Y3 si dice punto di sella per Lp se
Lp(Z1,y2) < Lp(ZT1,92) < Lp(z1,792) Vry € Xy, Vys € Yo. (4.14)

In questo caso chiamiamo valore di sella il numero Lg(z1,Ys).
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4.3.5 Osservazione. In generale si ha

inf Lp(x1,92) < Lp(Z1,02) < sup Lp(Z1,42) VI, € Xy, Vi € Yo,
r1€X1 y2€Y>

da cui, per ogni 7, € X e gy € Y5, valgono le diseguaglianze:

inf Lp(z1,92) < sup inf Lp(xy,y2) < inf sup Lp(x1,y2) < sup Lp(Z1,y2).

z1€Xy y2€Y, T1E€X1 T1EX1 yreYs Y2€Y2
(4.15)
E chiaro che un punto (Zy, ;) € di sella per Ly se e solo se
Lp(T1,92) = inf Lp(z1,92) = sup Lp(Z1,92), (4.16)

21€X1 1EYs
e quindi, prendendo ¥; = Z1 e g, = To in (4.15), si vede che (Z1,72) ¢ di sella se e solo se

Lp(Z1,92) = sup inf Lp(x1,y2) = inf sup Lp(z1,y2) (4.17)

y2€Ys T1E€X1 1€X1 yoeYs

4.3.6 Lemma. Senza nessuna ipotesi su F' si ha:

inf LF({L‘hyQ) = —F*(07y2) \V/yg €Y. (418)

r1€X,

Se vale (F), allora si ha anche:

sup Lp(x1,y2) = F(21,0) Vr; € Xi. (4.19)

Y2€Y>

Dimostrazione. La (4.18) segue da:

F*(x3,y2) = sup sup <<$1a$2>X1,X2 + (W1, ¥2)y, v, — F@l:?ﬁ)) =
T1€X1 y1€EY]

sup <<5E1,$2>X17X2 - LF(95171U2)> :
T1€X1

Per la (4.19) si ragiona in maniera simile:

Frmn) = sup (s wedy,, = Fi (92)) = sup (b, + Li(er 1))

Yy2€Y2 Y2€Y>

usando il fatto che F*(y;) = F(x1,y1) dato che F,, ¢ convessa e s.c.i. (per la (F)).
[

4.3.7 Teorema. Supponiamo che valga la (F). Allora i sequenti fatti sono equivalenti.
(a) (Z1,92) in Xy x Y € punto di sella per Lp.
(b) zy ¢ soluzione di (2?), ya € soluzione di (P*) e inf(Z?) = sup(Z*) € R.

Inoltre, se valgono (a) e (b), il valore comune inf (&) = sup (£*) coincide con il valore
di sella Lp(Zq1,y2) per ogni punto di sella (Zq,7s).

Dimostrazione. Dalle (4.19), (4.18) e da (4.5) segue (in generale):

sup inf Lp(zq,y2) = sup (—F*(0,y2)) = sup (£*) <
Y2€Y2 r1€X1 y2€Y2

<inf(#)= inf F(21,0) = inf sup Lp(z1,y2). (4.20)

r1€X1 r1€X1 y2€Y>
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Supponiamo che valga (a) e sia (Z1,¥2) punto di sella. Allora per la (4.17) gli estremi
della (4.20) sono eguali a Lr(Z1,¥2); ne segue:

sup (;@*) == —F*(O, gg) == Lp(fhgg) == F(i’l, 0) = inf (@) (421)
da cui segue la (b), a causa della Proposizione (4.2.3). Viceversa se vale (b) abbiamo
sup (27%) = —F*(0,92) = F(Z1,0) = inf ()

e quindi gli estremi della (4.20) sono eguali. Dunque vale (4.17), da cui (z1,2) ¢ di sella.
[

4.3.8 Proposizione. Supponiamo che valga (F) e che (2?) sia stabile. Allora T € X, é
soluzione di () se e solo se esiste iy € Yo tale che (T1,7s2) € punto di sella per Lr. Dato
che () é stabile tutte le soluzioni sono non banali (e il valore di sella é finito).

Dimostrazione. Sia 1 € X;. Se Iy € soluzione di (&?); dato che (&) ¢ stabile, per la
Proposizione (4.2.11), (£7*) ha una soluzione gy. Per il Teorema (4.3.7) (z1,¥2) € punto
di sella per Lp. Viceversa, se esiste o € Y5 tale che (Z1,7>) & punto di sella, sempre dal
Teorema (4.3.7) segue che 7; € X; ¢ soluzione di (£?) ( e ¢ € soluzione di (£7*) ). O

4.8.9 Osservazione. Nell’Esempio (4.2.14) la Lagrangiana ¢ data da:

Liz,y") = inf (f(fﬂ) +9(Az —y) — (v, y*>y,w) =

inf (f(2) +9(z) = (Az = 2,9}y ) = F(@) = (A2 ) + inf (9(2) = (=297 )y ) =
= f(2) = (A2, ¥ )y y- — g (=Y7).

4.4 Un teorema di mini—massimo

ATTENZIONE ALLE SOVRAPPOZIZIONI CON MATERIALE PRECEDENTE
In questo paragrafo consideriamo X spazio di Banach riflessivo e Y uno spazio vettoriale.
Consideriamo inoltre una funzione f : X X Y — [—o0, +o0] tale che:

(a) per ogni y € Y la funzione f(-,y) ¢ convessa, s.c.i. ed ¢ coerciva, cioe:

lim f(z,y) = +oo;

llz[[—oc0
(b) per ogni x € X la funzione f(x,-) ¢ concava su Y.
4.4.1 Osservazione. Se f verifica (a) e (b), allora per la semicontinuita di f(-,y):
fz,y)=—oc0 & f(2',y) = -0 Vi'eX
e quindi, posto K :={y € Y: f(z,y) > —oc Va € X}, si ha
{(z,y) e XX Y: f(z,y) > —c0} = X x K.
Inoltre K ¢ convesso perché, se y;,y2 € K, t € [0,1] e 2 € X, usando (b):
fl@tyr + (1= t)yo) 2 tf(z,y1) + (1 = 1) f(z,92) > —o0.

Dimostreremo il seguente teorema di mini-massimo
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4.4.2 Teorema. Se f verifica (a) e ((b)) si ha:

supinf f(z,y) = inf sup f(x,y).
yeY zeX zeX yeY

Il nucleo della dimostrazione ¢ contenuto nel seguente lemma.
4.4.3 Lemma. Sia n € N. Allora

se [ verifica (a) e (b), y1,...,yn €Y, ed’ >supinf f(z,y), i=1,...,n
yeY zex (P.n)

allora f(',yl)a/ n--- f('?yn)a/ 7é 0

(ricordiamo che se f é una funzione e ¢ € R, allora f¢:={f < ¢} é il sottolivello).

Dimostrazione. Dimostriamo la (P.n) per induzione cominciando dal caso n = 2. Siano

dunque f verificante(a) e (b) e @' > « :=supinf f(x,y). Siano y;,y> € Y e mostriamo che
yeY zeX

C1NCy # 0, dove C; := f(-, )%, per i = 1,2. Supponiamo per assurdo che C; N Cy = (.
Dico che in questo caso esiste A € [0, 1] tale che:

AM(x,y) + (1 =N f(z,y2) > Vo e X. (4.22)

In effetti se x ¢ C) U Cy la (4.22) ¢ vera per qualunque A\ € [0,1], dato che allora
floy1) > o e f(,y2) > &. Se invece z € Cy U Cy deve essere x € C \ Cy) oppure
x € Cy\ C1) (dato che C; N Cy = 0). Nel primo caso f(z,y1) < o e f(z,y2) > o e la
(4.22) & verificata se e solo se:

f(xva) —a
A = f(xay2) —f<l’,y1)7

mentre nel secondo f(z,y1) > o' e f(z,y2) < o e la (4.22) vale se e solo se:

- f(xayl) - f<x>y2)
Dunque per trovare un A € [0, 1] per cui valga la (4.22) & necessario e sufficiente che:

/

o — f(x2,92) < J(z1,10) —
f(za, ) — flo2,92) = f(21,92) — f(z1,91)

(si noti che le quantita scritte a sinistra sono in [0, 1], cosicche A, se esiste, sara in [0, 1]).
Con semplici calcoli si vede che la disuguaglianza in (4.23) € equivalente a:

(@' = f(z1, ) (@' = f(22,92)) < (f(21,92) =) (f(22,91) — ') YV, € C1, Vo € Cy. (4.24)

Vxl € Ol,VZ'Q S Cg (423)

Notiamo che tutti i fattori coinvolti nella (4.24) sono non negativi — quelli a destra sono
positivi. La (4.24) ¢ ovvia se il prodotto a sinistra ¢ nullo. Supponiamo allora che
flz1,y1) < & e f(x2,y2) < o mentre f(x1,y2) > o e f(xe,y1) > . Possiamo allora
prendere 6 €]0, 1] in modo che:

0f (x1,y1) + (1 —0) f(w2,51) = o (4.25)

e definire xy := 0x1 + (1 — 0)x9. Per la convessita di f(-,y1) si ha f(zg,y1) < o, dunque
zg € C1. Ma allora f(zg,y2) > o e per la convessita di f(-,ys):

o < Of(x1,y2) + (1 —0)f(22,y2). (4.26)
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Da (4.25) e (4.26) segue:

0(f(z1,91) — )+ (1 = O)(f(22,91) — ) = 0 < O(f(x1,92) — ') + (L = 0)(f(22,52) — &)
da cui
o — flwy)  1-0  flan,y0) — o
flxa, ) —a/ 0 o — f(z2,y2)
che dimostra la (4.24) e quindi l'esistenza di A per cui vale (4.22).
A questo punto, posto yx := Ay; + (1 — A)ys, usando la concavita di f(z,-) si trova:

flz,yn) > VreX

da cui seguirebbe a = supinf f(z,y) > o' > «, che ¢ assurdo. Dunque C; N Cy # ().

yeY zeX
Per concludere verifichiamo che (P.n). ¢ induttiva per n > 2. Per questo prendiamo
f verificante(a) e (b) e &/ > a := supinf f(z,y), prendiamo yq,...,y, in Y e indichiamo
yeY zeX

Ci = f(-,y)* peri=0,...,n. Definiamo f: X x Y — 1[—00, +00] ponendo

B ) fxy) sex e Cy,
f(l'a y) T {_|_Oo altrimenti.

E semplice vedere che f verifica (a) e (b) e che f(-,4:) = CoNCy, peri=1,... n Sia
a” € R con a < o” < . Da (P.2) ricaviamo che

WeY fOy)T Nflp)” #D=VyeY b fzy) < Jof @) <ad”
xeCp - Y0)®

cioe in)f( f(z,y) <o per ogni y € Y da cui
BAS

a = supinf f(r,y) <o’ < a.
yeY zeX

Dunque possiamo applicare I'ipotesi induttiva ottenendo

n n n

0# () Cw)™ =(NConC) =(Ci= /(9"

=1 1=0 1=0

Dimostrazione di (4.4.2). Poniamo « := supinf f(x,y) e 8 = inf sup f(z,y). Si ha:
yeY zeX zeX yeY

fla,y) <sup f(x,) V(z,y) €XxY =inf f(y) SBVYEY=a <P
Y

Se a = 400 ne segue subito o = 3. Supponiamo allora a < 400 e fissiamo o/ € R con
o > a. Poniamo C(d/,y) == f(-y)* = {f(y) <a'}. Sey € Y linsieme C(c/,y) ¢
convesso chiuso e limitato a causa di (a); dunque ¢ debolmente compatto in X (riflessivo).
Per il lemma (4.4.3) ogni intersezione finita () C(¢/,y;), con y1,...,y, € Y & diversa dal

=1
vuoto. Per la compattezza:

n

ﬂf(',y)a/#@ & JreX:f(r,y)<dVyeY = infsupf(r,y) <.

yeY zeX yeY

Per I'arbitrarieta di o > « se ne deduce 8 < a. O]
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4.4.4 Proposizione. Supponiamo che X e Y siano entrambi dei Banach riflessivi, che f
verifichi (a) e (b) e che in aggiunta si abbia:

(c) per ogni x € X la funzione y — f(x,y) é semicontinua superiormente su Yo €

lyl|—o0

Supponiamo inoltre che v := supinf f(x,y) = inf sup f(z,y) € R.
yeY zeX zeX yeY

Allora esistono xg € Y1 € yo € Yo tali che f(xg,yo) = e dunque:

f(«fo,y) §f<x07y0> S f(xayO) V:UEX,Ver.
Il punto (xq,yo) si dice punto di sella e v = f(xg,yo) valore di sella per f(z,y).

Dimostrazione. Consideriamo la funzione M : X — [—o0,+00] definita da M(z) :=

sup f(z,y) Per le proposizioni (3.1.10) e (3.2.5) M & convessa e s.c.i. . E anche ovvio che
yeY

M ¢ coerciva, mentre da inf sup f(z,y) < +oo si ricava che M ¢ propria. Ne segue che
zeX yeY

esiste g € D(M) di minimo per M. Ragionando nello stesso modo sum : Y — [—o0, +o0]
definita da m(y) := in)f(f(x, y) si trova yo € D(m) di massimo per m.
Te

E chiaro allora che (z,yo) ¢ un punto di sella. O

4.4.5 Osservazione. Se valgono (a), (b) e (c), allora esistono K; C X e Ky C Y convessi
tali che:
{(z,y) € X< Y: f(z,y) € R} = K1 x K>.

per vederlo basta ragionare come nell’osservazione (4.4.1).
Dunque si potrebbe scrivere il teorema di mini—massimo per funzioni a valori reali,
aventi come dominio il prodotto di due convessi.
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Capitolo 5

Operatori Massimali monotoni

5.1 Operatori multivoci

5.1.1 Definizione. Siano X e Y degli insiemi. Chiamiamo operatore multivoco una fun-
zione f : X — 27, Scriveremo anche f : X = Y per indicare che f(x) ha valori nelle parti di
Y. Se f: X — Y si pud sempre vedere f come operatore multivoco f dove f'(az) ={f(z)}.
Di solito si confondono f e f (cosa che puo portare ad ambiguita problematiche).

Se f : X = Y chiamiamo dominio di f 1'insieme D(f) := {x € X: f(x) # (}. Chiamia-
mo immagine di f Uinsieme f(X) := {y € Y:3z € X con y € f(z)}. Chiamiamo grafico
di f Uinsieme Graph(f) == {(z,y) e Xx Y:y € f(z)}.

Se f: X =Y ¢ comunque ben definita f~! : Y = X, dalla relazione

ze [y eye flz)

Chiaramente:

D(fT)=f(X), [(Y)=D(f), (y,2)€ Graph(f~1) & (z,y) € Graph(f)

D(f) ={z € X:(x,y) € Graph(f)},  f(X)={y € Y:(z,y) € Graph(f)}.

Notiamo anche che un qualunque G C X x Y ¢ grafico di una f multivoca. Basta infatti
definire f : X = Y ponendo
y € flx) & (r,y) € G

Dunque una funzione multivoca altro non & se non un sottoinsieme di X x Y.

5.2 Operatori massimali monotoni

D’ora in poi X e Y saranno SVTLC.
5.2.1 Definizione. Sia f: X = X*. Diremo che f ¢ monotona se:
(T2 — 21,25 — )y xe =0 Va9 € X, Vaj,z; € X'

Diremo che f é massimale monotona se per ogni f; : X == X* monotona tale che
Graph(f) C Graph(f,) si ha Graph(f) = Graph(fi;). In altri termini se f non puo

essere esteso (nelle x o nelle y) a un operatore multivoco diverso da f.

5.2.2 Osservazione. Se f: X = X* & massimale monotona, allora f(z) & convesso per ogni
x € X. Infatti posto fi(x) := co(f(z)) si vede facilmente che f; ¢ un’estensione monotona
di f; per la massimalita f = f; da cui la tesi.

101
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5.2.3 Lemma. Sia f : X = X* monotono. Allora f é massimale monotono se e solo se
(x,2") € X x X*), Y(Z,%") € Graph(f) (x —Z,2" —2") >0 = (x,y) € Graph(f).

Dimostrazione. =. Sia f massimale monotono e sia (z,z") com sopra. Se (z,z*) ¢
Graph(f) allora posto G := Graph(f) U {(z,x*)}, l'insieme G ¢ grafico di un operatore
monotono f che estende strettamente f, da cui un assurdo.

<. Supponiamo per assurdo che f non sia massimale monotono. Allora f si puo
estendere propriamente e quindi esiste un’estensione stretta f di f con f monotono.
Dunque esiste (z,2*) € Graph(f) \ Graph(f). Per la monotonia di f deve essere

Y(z,z*) € Graph(f) (x —z,2" —2") >0

e questo in particolare deve valere se (Z,2*) € Graph(f) C Graph(f). Ma allora (z, z*) €
Graph(f) che & assurdo. O

5.2.4 Lemma. Sia f : X = X* massimale monotono e siano (z,) e (z}) due successioni
rispettivamente in X e in X* tali che x}, € f(x,) per ognin. Siano inoltre x € X e z* € X*
tali che:

Tn = T, T, i} z®, (@, I:L>X7X* — (z, I*>X,X* .
Allora y € f(x).

Dimostrazione. Utilizziamo il lemma (5.2.3) (freccia =). Prendiamo (z,z*) € Graph(f).
Per la monotonia:

~ %k

0< <xn -, x;kz - >X,X* = <xn7 xZ>X,X* - <$n75*>x,x* - <‘%’ :L‘q*z>X,X* + <9~575*>x,x* :
Passando al limite (utilizzando tutte le ipotesi) si ottiene che, per ogni (x, z*) € Graph(f):
0< <]J, ‘T*>X,X* - <$7£*>x,x* - <‘7~:7 I*>X,X* + <§"7‘%*>X,X* - <‘7; - j,x* - j*>X,X* :
Per il lemma (5.2.3) questo implica z* € f(z) O

5.2.5 Corollario (chiusura debole—forte). Supponiamo X normato. Sia f : X =% X*
massimale monotono. Allora il grafico Graph(f) é sequenzialmente chiuso in X x (X*, w*)
e in (X,w) x X*). In particolare Graph(f) é chiuso in X x X*.

Dimostrazione. Supponiamo che (x,,) e x siano in X, che (z7), * siano in X*, che (z,,,z}) €

Graph(f) e che z, » = e x}, % 2. Allora (@, T3 )y o = (X, %)y x» € quindi possiamo
applicare il lemma (5.2.4) e dedurre (x,z*) € Graph(f). Lo stesso discorso di applica se
T, = ext — k. [l

5.2.6 Osservazione. Da quanto sopra segue che, se f : X =% X* & massimale monotono,
allora per ogni x € X si ha f(z) convesso e chiuso. Questo ¢ un’immediata conseguenza

della chiusura (forte) di Graph(f) e di f(z) = {z*: (z,2*) € Graph(f)}.

5.2.7 Proposizione. Se f : X == X* ¢ massimale monotono e X > 0 anche \f ¢
massimale monotono.

5.2.8 Proposizione. Sia X uno spazio di Hilbert e sia f : X = X. Allora f é monotono
se e solo se per ogni A > 0 si ha:

|za—xa|| < |[(xe—m1)+A(25—27)|] YV, € X, Vai € X* con z} € f(z;) i=1,2. (5.1)



5.2. OPERATORI MASSIMALI MONOTONI 103

Dimostrazione. Siano A > 0, x; € X e xf € f(x;), i = 1,2. Se vale la disuguaglianza allora
lwa —21|* < [[(22 = 21) + Mo —2])I° = lloa —21|” +2X (22 — @1, 25 — 27) + Nl — 2]
e dunque
(xg — 1,25 — x]) > —%Hx;—ﬂHQ YA >0
da cui (zy — 1,25 — 27) > 0. Viceversa se f ¢ monotono, dallo stesso calcolo sopra:
(2 —21) + a3 —2)* = o2 — 21|+ 27 (w2 — 21, 25 — 2]) + N2 — 27 ]|* > [z — 2.
O

5.2.9 Lemma. Sia X uno spazio di Hilbert e sia K C X un convesso chiuso. Sia f : X = X
monotono con D(f) C K. Allora per ogni x* in X esiste x = x(x*) € K tale che

(T 42,2 —x) > (2", T —x) V(z,z*) € Graph(f).

Dimostrazione. Basta dimostrarlo per z* = 0 (per il caso generale si consideri 1'operatore
f—A{x*}). Se (z,2*) € Graph(f) poniamo

C(z,7") ={r e K: (" +x,2 —x) > 0}.

Ogni C(Z,2*) & convesso chiuso, dunque debolmente chiuso, in X. E inoltre limitato,
dunque debolmente compatto, perché

v € C(Z,7) = ||z < (&3 + (@ — 7%, z).

Se troviamo x € N C(z,z*) abbiamo dimostrato il lemma. In virtu della com-
(z,2*)eGraph(f)
pattezza basta dimostrare che, se prendiamo un numero finito di punti (21, Z7), . . . (T, ZJ),

allora si ha () C(&;,2;) # (0. Per dimostrare questo poniamo:
i=1

K= {A:(Al,...xn)eR":AiZO,ZAZ-:1},

i=1

e definiamo £ : K — X e ¢ : K — R ponendo:

n

S(u) =D ity (A )= D N+ €(w), i — €(w)).

i=1
Dato che &, ...,4, € D(f) C K si ha &(u) € K se p € K. Per la monotonia di f:

PAA) = DN (&, 8 =€) + <£<A>, DAl - §<A>>> =

>N 3 — i) + <§(A), (Z Am) —§<,\)> = NN (EL - i) =
i=1

i,j=1 4,j=1
=£(A)
STONNELE-E) D> NN LB - E) = > NN (ELE - i) +
1<j<i<n 1<i<j<n 1,§<i

STONN(ELT - B =Y NN (F - F 8 - 1) > 0.

1<j<i<n 1<j<i<n
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Dato che K & compatto, ¢ e lineare in A e concava in w, per il teorema di mini-massimo
(4.4.2) esistono Ao, py € K tali che

(X0 1) < (X o) < (A ) VA p €K (5.2)

Sia ora i tra 1 ed n e sia \; tale che 5\” =0sei#j 5\“ = 1. Si ha:
(T7 +&(1o), Ti — E(1g)) = (i, o) = ©( Ao, g) > ©(AXo, Ao) > 0.

e quindi £(pg) € () C(Z;,ZF). Abbiamo provato la tesi. O
i=1

%

5.2.10 Corollario. Sia K C X un convesso chiuso e sia f : X = X monotono tale che
D(f) C K. Allora esiste f : X = X monotono tale che Graph(f) C Graph(f), D(f) C K
e (f+I)(K)=X (I élidentita).

Dimostrazione. Indichiamo

M(f,K) = {f : X =% X tale che f monotono, D(f) C K, Graph(f) C Gmph(f)}.

E semplice verificare che gli elementi di .#(f, K) sono ordinati dalla relazione “<”, dove
fi1 =2 fa se e solo se Graph(fi) C Graph(fs) e che ogni catena ha un elemento massimale.
Sia f un elemento massimale in .#(f, K). Chiaramente f & monotono e D(f) C K.
Vediamo che (f + I)(X) = X. Sia 2* € X e sia * € K come dal lemma (5.2.9). Se
aggiungiamo il punto (z,z* — x) a Graph(f) otteniamo il grafico di un’estensione f di f
avente ancora dominio contenuto in K. Tale estensione ¢ monotona perche:

(-7, — (2" —2) = (@ +2,7—2) — (25,7 —2) >0 VY(Z,7*) € Graph(f).
Dunqueif € . Per la massimalita di f deve essere f < f e quindi (x,2* —x) €
Graph(f + 1), cioe z* € (f + I)(x). O

5.2.11 Teorema. Sia X uno spazio di Hilbert e sia f : X = X. Indichiamo con I : X — X
I'identita. Allora sono equivalenti:

(a) f é massimale monotono;
(b) f é monotono e (I + f)(X) =X;

(c) per ogni A > 0 si ha D((I + \f)™') = X, Uoperatore (I + \f)™' ¢& univoco ed ¢
1-lipschitziano da X in X.

Dimostrazione. (c)=-(b). Per dimostrare la monotonia basta applicare la (5.2.8). Se A = 1
siha (I+ f)(X)=D((I + f)™') =X

(b)=(a) Sia (x,x*) € X x X tale che (¥ — x,7* — x*) > 0 per ogni (Z, ¥*) in Graph(f).
Dato che (f + I)(X) = X esiste z; € X con 2* + z € 21 + f(x1). Allora

0<(zy—z, 2" +ax—z —2%)) = (v; — 2,0 — 1) = — |7 — 21]]*.

Ne segue x =y e x* =ax* + 2z —x; € f(x1) = f(x).

(a)=(c) Sia A > 0. Sappiamo che Af & massimale monotono. Per corollario (5.2.10)
applicato a Af con K = X esiste un’estensione f di Af tale che (f + I)(X) = X. Dato
che A\f & massimale f = \f e quindi (A\f + I)(X) = X o anche D((1 + Af)~') = X. La
1-lipschitzianita segue da (5.2.8). O

Ne segue facilmente il seguente rafforzamente del corollario (5.2.10).
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5.2.12 Corollario. Sia f : X = X monotono. Allora esiste f : X = X massimale

monotono tale che Graph(f) C Graph(f), D(f) C co(D(f)).

5.2.13 Esempio. Se f : X —] — 00, 00] ¢ una funzione convessa s.c.i. , allora 9f : X = X
& un operatore massimale monotono. Questo segue dal teorema (3.3.26).

5.2.14 Proposizione. Supponiamo che A : D(A) — X sia un operatore lineare definito
su D(A) C X. Notiamo che A é monotono se e solo se

(Az,z) >0 Vo € D(A).

Allora A € massimale monotono se e solo se D(A) ¢é denso in X e A é massimale tra gli
operatori univocs.

Dimostrazione. = Dimostro che D(A) ¢ denso. Se y € X ¢ tale che (y,z) = 0 per ogni
x € D(A), allora:

(Az —y,x — 0) = (Az —y,z) = (Az,z) >0  Vx € D(A)

Dalla massimalita di A segue (0 € D(A) e) y = A0 = 0. La massimalita come operatore
univoco € ovvia.
< Siano x,y € X e supponiamo

(A —y,a’ —z) >0 Vi’ € D(A). (5.3)

Allora = € D(A) altrimenti definendo A(z’ 4 tz) := Az’ + ty troverei un’estensione A di
A definita su D(A) + span {z} che sarebbe ancora (univoca e) monotona per (5.3) con-
traddicendo la massimalita tra gli operatori univoci. Siano 2’ € D(f) e t > 0; prendendo
x + tz’ in (5.3) si ottiene:

(A(x +ta") —y,ta') > 0 & (Ax — y,2’) > t (A2, 2) vVt >0, Vz' € D(A).
da cui Az = y. Questo prova che A e massimale tra gli operatori. O]

5.2.15 Osservazione. Un operatore lineare massimale monotono ¢ necessariamente chiuso,
come si deduce dalla propossizione (5.2.5).

1

5.2.16 Esempio. Sia X := L?*(0,1;RM) con il prodotto scalare (u,v) := [u-vdz, sia
0

D(A) :={u e X:u' € L*(0,1;RY),u(0) = 0}, Au:=u' VYue D(A)

dove u’ ¢ inteso nel senso delle distribuzioni e, come ben noto, ha senso prendere u(0)
dato che u’ € L? implica u (equivalente a una funzione) continua.
Allora A & monotono perché, se u € D(A)

1 1
(Au,u) = / u'udr = 5/ (u?)"dz = u?*(1) — u*(0) = u*(1) > 0.
0 0
Inoltre A & massimale dato che, se f € L?(0,1;R), allora si puo risolvere I'equazione

W4+u= f in]0,1]
u@0)= 0
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dato che usando la formula risolutiva si trova:

y@wzlﬁﬁvmwu

Per curiosita calcoliamo 'aggiunto A*. Si ha:

1
/ v'w dz
0

w € D(A*) & 3C > 0 tale che

<C|vl|. VYveDA)  (54)

(v =~ (Av,w) deve essere continua in L?) e

/ vdx—/ wv'dr Vv € D(A). (5.5)

Dalla caratterizzazione di D(A), prendendo v € C§° si ha w € D(A) = w' € L? e quindi
(si dimostra che ) vale la formula di integrazione per parti

1 1
/ w'vdr = —/ wv' dz + [wv]; Vv con v’ € L2
0 0
Ne segue
1 1
/ (A*w)vdz = —/ wv'dz+w(l)v(1) v €D(A), Yw € D(A)
0 0

Possiamo considerare v = v,, dove (v,,) € una successione in D(A) tale che v, (1) =1 e
v, = 0in X. Da (5.4) e (5.5) otteniamo che il termine a sinistra dell’eguale tende a zero e
cosi pure il primo termine a destra. Ne segue w(1) = 0 per ogni w € D(A*). In definitiva:

D(AY) = {w e X:w' € L*(0,1;RY), =0}, A'w:=-w VYweD(A).

Dunque A non e autoaggiunto. Si puo dimostrare che allora A non puo essere un
sottodifferenziale.

5.3 L’approssimante di Yoshida

In questo paragrafo X e sempre uno spazio di Hilbert e A : X == X & un operatore
multivoco.

5.3.1 Definizione. Se A > 0 definiamo Jy 4 : X = X e Ay : X = X come:
I—Jy\a

JA,A = ([ + )\A)il, Ay = \ (56)
Se non c¢’¢ ambiguita scriviamo solo Jy al posto di J) 4.
5.3.2 Osservazione. E chiaro che D(Jy 4) = (I + AA)(X). Inoltre se z,y € X si ha :
r—Y
yehaxore(l+ )y —c Ay (5.7)

A

yeAur e lyecr—harsr— Iy e yars  (per (5.7))
= (2 - )

3 € Alx — \y) ey e Alx — Ay) (5.8)
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5.3.3 Proposizione. Siano A\, > 0. Valgono le sequenti proprieta.

1. Graph(Ay) C Graph(AJ)).
A Iz
2. J = I J .
D R

3. (AN)u = Arip-
4. Se A é monotono, allora Ay é monotono.

5. Se A e massimale monotono, allora Ay é massimale monotono.

Inoltre Jy 4, Ay : X = X sono univoci, Jy 4 € “non espasivo”, cioé lipschitziano di
coefficiente 1, mentre Ay é lipschitziano si coefficiente 1/\.

Dimostrazione. 1. Siano x € X e y € Ay(z). Per (5.8) y € A(x — \y) e z — \y € Jyz.
In particolare y € AJyx.

2. Siano z,y € X. Usando (5.7) e (5.8) si ha:

- T — T —
yEJu,AA$<:>TyEA/\y<:>Ty€A<y—)\—y)<:>

W
x—yeA((/\Jru)y—Ax)@
1t ft
1 A Y A —A A —A
(x_( + 1)y x) EA(( + )y fc>©( + 1)y T e Jya(n)
At p It p It
o e Py () & ye A I+t x
(D W W ST T

3. Siano z,y € X. Allora:
y € (A u(r) & ye Az —py) &y € Alr — py — Ar)) &y € Axiu(z).
4. Sei=1,2siano x; € X e y; = Ax;. Allora
(Y2 — g1, w0 — 1) = (Y2 — 91, (22 — Aya) — (21 = Apn)) + Allye — w[I* > 0
dato che y; € A(z; — Ay;). Dunque A, & monotono.

5. La monotonia ¢ stata appena dimostrata. Per avere la massimalita basta mostrare
che D(J, 4,) = X (cfr. teorema (5.2.11) — basterebbe 1 = 1). Questo segue dalla
(2) sopra, dato che D(Jy;,.4) = X (per la massimalita di A).

Le altre proprieta seguono facilmente dal teorema (5.2.11) e dalla definizione di A,.
O

5.3.4 Lemma. Sia A massimale monotono. Allora per ogni x € X:
| Ax, ]| < || Az VA1, Ay con A > Ay > 0.
Se esiste y € Ax si ha anche:
[Axzll <yl VYA >0.

Infine

min [Jy||  se Az # (),
lim ||Axz|| = S ved=
A=0T +00 se Ax = ().
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Dimostrazione. Sia A > 0; poniamo x) := Jyx e yy := Ayz. Allora, per le (5.7) e (5.8)
T —Ayx =1z e yx € A(z — Ayn) = A(z)). Se y € Ax (ammesso che esista):
0<(yr—y,2x—2) = —(yr — Y, Ayn) -

Ne segue
Il < Gwnw) =l <yl (5.9)

(abbiamo dimostrato la seconda affermazione). Se ora h > 0, applichiamo il ragionamento
precedente con Ay al posto di A e h al posto di A; (Ayz, che esiste sempre, al posto di y):

[(Arz]? < ((Anz, Aaz) < lyasnll® < Wasn va)

perché (A))pzr = Axin® = yayn. Ne segue la monotonia: ||yl < ||ya|l e la proprieta:

e = vall® = llyxenl® + lwall* = 2 waen ya) < lall® = lyaenll® (5.10)
Sia [ := lim ||Axz| = sup||Axz| (I € [0,+00]). Se l < +o0, allora A — ||[A x| & di
A—0+ A>0

Cauchy (in R). Per la (5.10) si ha che A — A,z e di Cauchy in X e dunque esiste o in X
tale che Ayz — yo in X (per A — 01). In particolare ||yo|| = I. Inoltre z) = x — Ayy — =.
Dato che y) € A(x,), usando il corollario (5.2.5) si ricava yy € Az. Per quanto dimostrato
sopra deve essere | < ||y|| per ogni y € Az da cui segue che ||yo|| < ||y| per ogni y € Ax.

Abbiamo dunque dimostrato che se [ < +oo, allora Az # () el = ;Ielilral: |ly||. Viceversa

se Az # (0, per quanto visto sopra, [ < 4+00, e quindi [ = +oo < Az = ().
]

5.4 Equazione di evoluzione per un operatore massi-
male monotono

In questo paragrafo X ¢ ancora uno spazio di Hilbert e A : X = X ¢ un operatore massimale
monotono.

5.4.1 Teorema. Sia T > 0. Per ogni xy € D(A) esiste un'unica funzione Z :[0,T]— X
lipschitziana e tale che:

—'(t) e A(%(t)) perqotel0,T]
U (0) = xo.

Notiamo che la lipschitzianita di % garantisce che %' (t) esiste in X per q. o. t (XXX).

Dimostrazione. Dimostriamo 'unicita. Se % e %» sono solo soluzioni, dalla monotonia
di A si ha, per q.o. t:

1d

0> (%(t) —%/(1), () — 24(1) = 54

17%(t) — 2]

Per le proprieta delle funzioni assolutamente continue (XXX) si ha che la funzione h :
[0,T] — [0, +oo[ definita da h(t) := ||%(t) — % (t)|| ¢ assolutamente continua e

(W) < % (t) — 2/ ()| perqo. t€[0,T].

Dunque A’ = 0 qg.o. Inoltre h(0) = 0 da cui, per I'assoluta continuita, h(t) = per ogni
te0,7].
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Dimostriamo 'esistenza. Sia A > 0. Allora Ay : X — X & un operatore (monotono)
lipschitziano di costante 1/A. Per il teorema di Cauchy (777) esiste una curva %) :
[0, 7] — X di classe C1(0, T X) tale che:

—U)\(t) € A\(Z\(t)) perqotel0,T],
02/)\(0) = Xo.
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Capitolo 6

Funzionali del tipo del Calcolo delle
Variazioni

6.1 Integrandi normali

In questo paragrago € indica un aperto di RY e G :  x RM — [—00, +0o0] ¢ tale che:
per ogni s in RM la funzione G(-,s) ¢ misurabile. (6.1)

Si usa dire che una tale G e un integrando, dato che G verra usata per costruire il funzionale
G(u) := [ G(z,u(x))dz, dove u: Q — RM & una funzione (con proprieta da specificare).
Q

Per dare senso a G(u) sara necessario aggiungere delle ipotesi su G (come minimo dovremo
assicuraci che G(-,u) sia misurabile per le u su cui intendiamo calcolare G).

Diremo che G ¢ un integrando convesso/semicontinuo/continuo/eccetera. .., se per
quasi ogni z in §2 la funzione G(z, ) ¢ convessa/semicontinua/continua/eccetera. . ..

6.1.1 Definizione. Diremo che GG € un integrando normale se:
(a) Per quasi ogni = in Q la funzione G(z,-) € s.c.i. .

(b) Esiste una funzione boreliana G : Q x RM — [—o0, +00] tale che G(x,) = G(z,-) per
quasi ogni = in Q (cioe per q.o z € Q, Vs € RM si ha G(z,s) = G(z,s)).

6.1.2 Proposizione. Se G ¢ un integrando normale allora per ogni funzione misurabile
u:Q— RM a funzione G(-,u) ¢ misurabile.

In particolare, dato che le costanti sono misurabili, ogni integrando normale é un
integrando, anzi ¢ un integrando semicontinuo inferiormente.

Dimostrazione. B chiaro che la funzione z ~— (z,u(z)), da © in Q x RM & misurabile e
quindi la funzione G (-,u) & misurabile in quanto composizione di una misurabile con una
boreliana (non sarebbe vero se G fosse solo misurabile ). D’altra parte, per la seconda
parte di (b), G(-,u) = G(-,u) quasi ovunque, da cui la tesi. O

6.1.3 Proposizione (somme, prodotti e sup di integrandi normali). Valgono le sequenti
proprieta.

1. Se Gy : Q2 x RM — [—o00,+00] € Gy : 2 x RM —] — 00, 00] sono integrandi normals,
allora G := Gy 4+ Gy € un integrando normale (nelle ipotesi fatte non si presenta
mai +00 — 00 ).

2. Sia G : Q@ x RM — [—00,+00] un integrando normale; se a : Q — [0,+o00] &
misurabile allora a G ¢ un integrando normale; se H : RM — [0, +00] ¢ continua
allora H G ¢é un integrando normale (usando la convenzione 0 0o = 0).

111
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3. Se per ognin € N G, : Q x RM — [—o00,+00] & un integrando normale, allora
G :=sup G,, € un integrando normale.
6.1.4 Teorema. Condizione necessaria e sufficiente affinché G sia un integrando normale
¢ che per ogni € > 0 esista un chiuso C. C §2 tale che mis(Q2\ C.) < € e la restrizione di
G a C. x RM sia s.c.i. .

6.1.5 Definizione. Diciamo che G ¢ di Caratheodory se G : Q2 x R™ — R & un integrando
continuo, cioe se vale (6.1) e se G(z,-) e reale e continuo per quasi ogni = € ).

6.1.6 Teorema. Se G ¢ di Caratheodory, allora e un integrando normale.

Dimostrazione. Se rimpiazziamo G con exp(G) possiamo supporre G : Q x RM — [0, 4-o0].
Possiamo anche supporre che G(z, -) sia continua per ogni x in §2: basta ridefinire G(x,s) =

0 (per esempio) se x € {x € Q: G(x,-) non & continua}. Indichiamo con Q" := {q € Q: ¢ > 0}
e come al solito B(z,r) := {w € RM: ||w — z|| < r}. Si ha:

G(z,s) = liminf *"G(x,z) = sup inf G(z,z) =

2> r>0 2€B(s,7)

Tselgi sup{c € R:Vz € B(s,r) G(x,z)> c}\:’)_/
Squ sup{c € R:Vz € Q¥ N B(s,r) G(z,z) >c} =
re
s%;isup {ceQ:vze QY (z€ B(s,r) = G(z,2z) > )} =
re
sup sup cly, . (x,s) = sup supclp o Arca (x,8) = sup sup inf cly, ,(z,s)
reQt ceQ reQt c€Q “ reQ+ ceQ zeQM

dove

~—

Ao ={(2,s) e QxR":vze QY (z € B(s',r) = G(</,z
Aveo ={(2/,8) € QxR (Jz —§| > 7) V (G(2,2) > ¢)
Nel passaggio (x) si e usata la continuita. Notiamo che:
CAren={(2,s) e QxR |z—5| <r,G(z,z) < c} = E., x B(z,r)
dove
E,.:={2' € Q:G(a,z) < ¢}

e quindi:
G(z,s) = sup sup inf c(1—1g, (2)1p@n(s)). (6.2)

reQ+ ceQ zeQM
Dato che G ¢ un integrando si ha che gli E, . sono misurabili. Per ogni (z, ¢) possiamo
allora trovare un boreliano Ez,c C Q tale che mis <Ez,c A E~’z7c> = 0. Ma allora Ez,c X B(z,r)

¢ boreliano in © x R, e quindi la funzione definita da:

G(z,s) = sup sup inf ¢ (1 - 1Ez,c<x>1B(zm)<s>) :

reQ+ ceQ zeQM

¢ boreliana in  x RM. Se F := U (E,.AE,,.), abbiamo |F| = 0 e per la (6.2) si
~ zeQM cecQt

ha G(z,s) = G(z,s) per ogni x € Q\ F e ogni s € RY. Abbiamo dimostrato la tesi. [J

6.1.7 Esempio. Supponiamo che C' C Q x RM abbia le seguenti proprieta:
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(a) per quasi ogni z € Q la “sezione” C(xz) := {s € RM:(z,s) € C'} ¢ chiusa;
(b) esiste C' boreliano di Q x RM tale che per quasi ogni z € Q si ha C(z) = C(z).

Allora la funzione G : Q x RM — [0, +00] definita da

~

G(z,8) = xo(#,8) = Xo@)(s)

¢ un integrando normale (e facile verificarlo).

Si noti che C C Q x RM ha le proprieta dette sopra se e solo se esiste un integrando
normale G : Q x RM — [—o0, +00] tale che C' = {(z, s) : G(z,s) < 0}. Infatti se C verifica
le proprieta allora si puo prendere come G la G scritta sopra. Viceversa se G ¢ un integran-

do normale e C' = {(z, s) : G(x,s) < 0}, allora di pud prendere C' = {(1’, s):G(z,s) < O}
dove G & boreliana e G(z,-) = G(x,-) per q.o. x € Q.

6.1.8 Esempio. Supponiamo che a : Q — [0, +00] sia misurabile e G : RM — [—o00, +0o0]
sia semicontinua inferiormente. Allora G(z,s) := a(x)Gy(s) definisce un integrando nor-
male. Possiamo infatti trovare a boreliana tale che a = @ q.o. in € e verificare che vale la
(b) della Definizione (6.1.1) con G := aG.

6.1.9 Proposizione. Se G : QxRM —]—o00, +00] & un integrando convesso semicontinuo
inferiormente e se:

o

m) # () per quasi ogni x € ) (6.3)

allora G ¢ un integrando normale.

Dimostrazione. Facciamo la stessa costruzione della dimostrazione del Teorema (6.1.6).
Notiamo che la continuita ¢ stata utilizzata solo nella (%) di (6.2) attraverso la proprieta:

G(r,z) > cVz € B(s,r) < G(x,2)>cVzc B(s,r)NQM. (6.4)

o

(fissati s € R, r > 0, ¢ > 0). Ma se G(z,-) ¢ convessa s.c.i. e se m) # (), allora
la (6.4) vale a causa dell’osservazione (3.2.24) (considerando la restrizione di G(z,-) su
B(s,r). Ripetendo la dimostrazione di (6.1.6) otteniamo la tesi. O

6.1.10 Controesempio. Sia F C R un insieme non misurabile. Definiamo G : R x R —
| — 00, 0] ponendo
0 ser=s€k,
G(z,s) =<1 sex=s¢FE,
+00  sex #s.

Allora e facile vedere che G é un integrando convesso s.c.i. . Perdo G non ¢ normale dato
che prendendo u(z) = x si trova G(-,u) = 1g che non ¢ misurabile.

6.2 Esistenza di selezioni misurabili

Ricordiamo il seguente risultato (vedi ?7?7?). Indichiamo con m; : RY x RY — RM 1a
proiezione m(x,y) = x.

6.2.1 Teorema (Measurable Projection Theorem). Sia B un boreliano di RN x RM.
Allora m(B) := {z € RY: 3s € RM:(z,s) € B} ¢ (Lebesgue) misurabile in RV .
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Questo teorema non e per nulla ovvio. A questo proposito € noto che Lebesgue cre-
deva di avere dimostrato che m1(B) ¢ boreliano, ma la sua dimostrazione conteneva un
errore (legato sembra alla non commutativita tra proiezione e intersezioni numerabili).
E viceversa ben noto che la proiezione di un misurabile non & misurabile (si consideri
per esempio B := {(z,y) € R®:z =y € E}, dove F € R non ¢ misurabile; allora B ¢
trascurabile, dunque misurabile, ma 7 (B) = E).

6.2.2 Proposizione. Sia u: Q — R ¢ indichiamo Gy := {(z,s) € @ x RM:s = u(z)}
(il grafico di u). Allora u ¢ misurabile se e solo se esiste un boreliano B € € x RM tale
che, per quasi ogni x €  le “sezioni” B(x) := {s eRM:(z,8) € B} di B coincidono con
le corrispondenti sezioni Gy(z).

Dimostrazione. Se u ¢ misurabile ¢ noto che esiste 1 boreliana con u = u q.o. : Dico che
Gqg ¢ un boreliano. Infatti la funzione (z,s) — H(z,s) := u(x) — s ¢ boreliana, come si
verifica facilmente e Gg = H~!(0). Dunque possiamo prendere B = Gg.

Viceversa (che poi & cio che useremo) supponiamo che esista B con le proprieta dette
sopra. Se W C RM & un boreliano allora BN (W x Q) ¢ boreliano. Per il teorema (6.2.1)
7 (BN(W xQ)) ¢ misurabile in Q. Ma m;(BN(W xQ)) = {z € Q:u(z) € W} =u1(W).
Ne segue che u e misurabile. O

6.2.3 Proposizione. Sia G : Q x RM — [—o0, +00] un integrando normale. Allora ¢
misurabile la funzione m : ) — [—o0, +00] definita da:

m(z) = inf G(z,s).
seRM

Dimostrazione. Sia G boreliana tale che G(z,-) = G(z,-) per quasi ogni z € Q. Sia
¢ € R. Allora l'insieme B¢ := {(ZL‘,S) € QxRM:G(z,s) < c} ¢ boreliano. Per (6.2.1) la

sua proiezione my (BC> = {x €N:FseRM:(z,8) € BC} ¢ misurabile. Ma si ha:

. (BC) - {g; €Q: inf G(z,s) < c},

scRM

e quindi m(z) := inf G(x,s) & misurabile. Dato che m = q.0., la m & misurabile. [J
seR

6.2.4 Proposizione. Sia G : ) x RM — [—oco, +0o0| un integrando normale. Se x € Q

consideriamo la coniugata G*(x,-) di G(z,-). Allora G* : Q@ x RM — [—o0,+00] un

integrando normale.

Dimostrazione. Per ogni n € N poniamo G,(z,s) := G(z,s) + x5, (s), dove B,, ¢ la palla
di raggio n, cioé {s € RM:||s|| < n}. Chiaramente, se z € , si ha G(z,-) = im{| Gn(z,-)
ne

da cui G*(z,-) = sup Gi(x,-). Per la (3) della proposizione (6.1.3) basta dimostrare che

G & un integrando normale. Ma per la proposizione (4.1.14), per ogni = in Q, la G%(x, -)

¢ continua (dato che G(x,-) verifica ovviamente (4.4) e siamo in RM). TInoltre, fissato

s* € RM i ha che —G*(-,8%) = inf G(-,8) — s - s* ¢ misurabile per la proposizione
seR

(6.2.3). Dunque G}, ¢ di Caratheodory e possiamo concludere la dimostrazione. O

6.2.5 Corollario. Sia G : Q x RM — [—o0,+00] un integrando normale. Allora la

funzione G : Q x RM — [0, +o0] definita da:
R {O se G(z,s) = inf G(z,¢),

G(z,s) = s'eRM
400 altrimenti,

¢ un integrando normale. La G(x, -) € lindicatrice del’insieme C(x) € K dei punti di
minimo di s — G(z,-) (che puo essere vuoto ed ¢ chiuso perché G(x,-) é s.c.i. ).
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Dimostrazione. Sia m(zx) = inf G(z,s'). Allora m ¢ misurabile per (6.2.3). Ne segue
s’eR

che Gy := G —m ¢ un integrando normale. Da quanto detto alla fine di (6.1.7) si ha
che C' = (z,8) € @ x RM: Gy (z,s) < 0 verifica (a) e (b) di (6.1.7). E facile vedere che
G = xc, e quindi, sempre per (6.1.7), G € un integrando normale. O

6.2.6 Definizione. Sia sy € RM fissato. Per ogni insieme chiuso C' C RM definiamo

proj,, (C) := { € O ls — sl = inf [Is' - sOn} (proj,, (0) = 0).

projg, (C) ¢ l'insieme dei punti di C' di minima distanza da sy, che & non vuoto se C' # 0.

6.2.7 Proposizione. Sia C' C Q x R verificante (a) e (b) di (6.1.7). Allora la funzione
G :QxRM — [0,+00] definita da G(z,s) := X {proj (C(x))}(s) ¢ un integrando normale
S0

(conveniamo di definire, ad esempio, G(z,-) = +oo per le x in cui C(x) non é chiuso).
Si ha projg, : CLRM) — CI(RM), dove CI(RM) sono i sottoinsiemi chiusi di RM.

Dimostrazione. Consideriamo G(z,s) := xc(x,s) + ||s — so||. Allora G ¢ un integrando
normale. Per il corollario (6.2.5) I'indicatrice dei punti di minimo di Gz, -) ¢ un integrando
normale. Ma tale indicatrice & proprio la G.

]

6.2.8 Lemma. Siano sg,si,...,sy € RM affinemente indipendenti (cioé s; — sg sono

linearmente indipendenti). Siano ro,r1,...,ry € [0,+00[ e indichiamo con S; la sfera
k

{seRM:|ls—si|=r}. Sek eN,0<k< N Uintersezione () S; & contenuta in un
i=0

sottospazio affine di RM di dimensione M — k. In particolare 'intersezione di tutte le S;

e, al piu, un punto.
Dimostrazione. Si fa per induzione. O]

6.2.9 Osservazione. Se sg,s1, ...,y € RM sono affinemente indipendenti allora per qua-
lunque insieme chiuso C' # () si ha che proj,, o --- o proj, (C) consiste di un solo punto.
Basta applicare il lemma (6.2.8).

6.2.10 Teorema (selezione misurabile di minimi). Sia G : Q x RY — [—o0, +00] un
integrando normale e supponiamo che per quasi ogni x di  si abbia:

C(x) = {s cRM:G(x,s) = inf G(x,s’)} # 0

s’eRM

Allora esiste una funzione misurabile u : Q — RN tale che, per quasi ogni v si ha
G(z,u(x)) = inf G(z,¢).

s’eRM
Dimostrazione. Sia G(x,8) = Xc)(s). Dalla proposizione (6.2.5) risulta che G' & un
integrando normale. Per ipotesi C'(z) # 0 per q.o. z. Fissiamo sg,sy,...,sy € RM

affinemente indipendenti. Iterando la proposizione (6.2.7) otteniamo che la funzione G :
Q x RM — [0, +-00] definita da

~

G(z,s) = Xprojg, , 0-+-0projs, (C(x)) (s)

¢ un integrando normale, dunque esiste C; boreliano con Cy(z) = projg, o- - -oprojg, (C())
per q.o. = € Q. Per osservazione precedente si ha che, per q.o. z il chiuso C, (x) contiene
solo punto. Si deduce allora dalla proposizione (6.2.2) che Cy ¢ grafico di una funzione
misurabile u ed e evidente che u ha la proprieta cercata. O
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6.2.11 Corollario. Sia C C Q x RM, C # 0 e verificante (a) e (b) di (6.1.7). Allora
esiste una funzione misurabile u : Q — RM tale che u(z) € C(x) (cioé (x,u(x)) € C) per
g.0. x.

Dimostrazione. Basta applicare il teorema precedente a G = XC- O

6.2.12 Proposizione. Sia G : Q x RM — [—o00, +-00] un integrando normale convesso e
sia m : 0 — R una funzione misurabile tale che

m(z) > inf G(z,s) per q.o. € €.

seRM
Allora esiste una funzione misurabile u : Q — RM tale che
G(z,u(x)) < m(zx) per q.o. x € €.
Dimostrazione. Dato che m ¢ misurabile e G ¢ un integrando normale 'insieme
C:={(z,8) € A xRY:G(z,s) <m(z)}

verifica (a) e (b) di (6.1.7). Inoltre per la proprieta di m le sezioni C'(z) sono non vuote
per q.o. x € . Applicando il corollario (6.2.11) si ha la tesi. ]

6.3 Funzionali definiti mediante integrali

In questo paragrafo Q ¢ un aperto LIMITATO di RY (rinunciamo a prendere € pilt
generale, come peraltro sarebbe possibile, almeno fino a quando non entrano in gioco le
derivate).

6.3.1 Osservazione. Diremo che una funzione f : 2 — [—o00, 00| & inferiormente (superior-
mente) integrabile se f & misurabile ed esiste g € L*(2) tale che f > g (f < g). In modo
equivalente f ¢ inferiormente (superiormente) integrabile se f~ € L1(Q) (ft € L}(Q)).

Se f ¢ inferiormente (superiormente) integrabile ¢ ben definito l'integrale [ f(x)dz
Q
eventualmente eguale a +00 (—oc). Se questo integrale ¢ finito, allora f € L'(Q).

6.3.2 Definizione. Sia L uno S.V.T.L.C. tale che gli elementi di L sono funzioni misurabili
(definite quasi ovuque) da © a valori in RM (e (cyu; + coug)(z) = cyuy(x) + coug(z) per
qo. x€Q sec; ER, w; €L, i=1,2).

Indichiamo al solito con (-,-) la dualita tra L ed L*. Sia G un integrando normale
convesso. Poniamo:

Dg = {uel:G(,u)A0e L' (D)} ={uelL:Fwe L) con G(,u) <w}.

Consideriamo quindi G = G : L — [—00, +00] definito da:

Go(u) = {fQ G(z,u(x))dr seu € Dg, (6.5)

+00 altrimenti.
E chiaro che se u € D¢ la G(u) pud assumere valore —oo. Inoltre:
D(G) ={w € L:G(-,wy) e L'(Q)} = {ul € D¢ :G(u) > —oo}.
Inoltre D = D(G) come definito nella (b) di (3.1.4) e si vede facilmente che D¢ & convesso

e che vale la (3.1) per ogni uy,us € Dg e A €]0,1] (con u; al posto di z;). Dunque G &
convesso per la (b) di (3.1.4).
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Notiamo che se G(-,u) V0 € L}(Q) (G(-,u) integrabile superiormente) o G(-,u) A0 €
L'(Q) (G(-,u) integrabile inferiormente), allora si pud scrivere G (uz) = [, G(x, u(z)) dz.

Ricordiamo che G'(s)(h) denota la derivata di Gateaux (destra) lungo h (vedi la
definizione (3.3.19)).

6.3.3 Osservazione. Sia G : Q x RM — [—00, +00] un integrando normale convesso. Sia
u: Q — RM misurabile e tale che G(-,u) € L}(Q). Allora:

G'(-,u)(v — u) & superiormente integrabile per ogni v : @ — RM con G(-,v) € L'(Q).

(6.6)
In effetti basta osservare che, per la convessita:
G'(u)(v—u) <G(,v) = G(,u) € LY(Q).
6.3.4 Lemma. ¢ L e G sono definiti come sopra e se u,v € D(G), allora:
G'u)v-w= [ Clawr-wds (€[~ +o0]) (6.7
Q

Dimostrazione. Sia vy := u+t(v—u). Per la convessita di G(x,vi(x)),se 0 < t; <ty < 1:

Glr.v(2)) — Glr,u(a)) > TEVel) 2Ol ul)
G(z,vi(x)) — G(x,u(z))

Gz, vi(2)) — Gz u(@) . o -

t1 >0 t

G'(z, u(z))(v(z) — u(z)).

Dato che G(-,v) — G(-,u) € L(Q) possiamo usare Beppo-Levi e dedurre:

G'(u)(v—u) = / G'(z,u)(v —u)dzr € [—o0, +o0.

Q

]

6.3.5 Proposizione. Siano L e G definiti come sopra. Siano u € D(G) u* € L*. Allora
sono equivalentu:

(a) u* € 9G(u);
(b) per ogni v € D(G) (cioé v misurabile e tale che G(-,v) € L(Q) si ha:

G'(-,u)(v —u) € LY(Q),

/QG/({E, w)(v—u)dr > (u',v—-u) .
Dimostrazione. Segue dalla proposizione (3.3.20) e dal lemma (6.3.4). La prima riga e
conseguenza della seconda e della (6.6). O

Consideriamo ora due sottospazi vettoriali L; e Ly di funzioni misurabili su €2 tali che:

(L.1) L=(RM) c Ly € LY(Q;RM) per i = 1,2.
(L.2) Seu; € Ly euy € Ly, allora u; - uy € LY(Q).

(L.3) Seuel; e C e misurabile allora 1gu € L;, i1 = 1, 2.
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La (L.2) permette di definire la forma bilineare su L; x Ls:

(ug,uz) — (ug,uy) := / u; - uy de.
Q

Se u; € L; ¢ tale che
<U1,LI2>:/111'112d£C:0 VUQGLQ
Q

allora, prendendo le uy € L*®(Q;RM) si ricava u; = 0. Analogamente si prova che se
uy € Ly e tale che (u;,us) = 0 per ogni uy € Ly, deve essere uy = 0. Dunque L; e Ly sono
in dualita tramite (-,-). Consideriamo in L, la topologia o(L;,Ly). Come gia visto L; e
uno S.V.T.L.C. e L, ¢ (isomorfo a) Lj. Su Ly consideriamo o(Ls, Ly).

Se G : @ x RM — [—o00,+00] ¢ un integrando normale considereremo G : L; —
[—00, +00] definito come dalla (6.3.2). In realta G sara sempre un integrando convesso.

6.3.6 Teorema. Supponiamo che G sia un integrando normale convesso e che D(G) # 0,
cioé che esista ug € Ly, con G(-,uy) € L}(Q). Allora

G = Go-

Dimostrazione. Osserviamo che se ug € D(G) allora G(x,ug(z)) € R per qo. = € Qe
quindi G*(z,-) > —oo per q. 0. x € Q (cfr. la (b) di (4.1.8)). SERVE???
Fissiamo uy € Ly. Per la definizione di G*(z, -) si ha:

G*(z,uz(x)) > ui(x) - ug(z) — G(z,uy(x)) per ogni funzione u; : Q — R,

Se prendiamo u; € D(G) # ) possiamo integrare su e ottenere:

Ge (13) = /QG*(;U,uz) iz > /Q(u1 g — Gz, w)) do (€] — 00, +00]) Yy € D(G),

w_»

(il primo perché G*(-,uy) ¢ inferiormente integrabile) Ne segue:

Ga+(ug) = /QG*(x,ug(a:)) dr > Gf(uy) > —oo0.

Dimostriamo la disuguaglianza opposta. Fissiamo v € R con [ G*(z,us(x))dz > —7 e
Q
sia m integrabile tale che:

—oo < m(x) < G*(z,us(x)) per q.o. z €, / m(z)dr > —.
Essendo —G*(x, uy(x)) = inf G(x,s) — s - ug(x), per (6.2.12) esiste u misurabile tale che
seR
G(z,u(z)) —u(z) - uy(z) < —m(z)

Poniamo E,, := {x € Q:||a(z)|| < n}: gli E, sono misurabili e |2\ Ex| — 0 per n — oo
(dato che u(z) € RM per q.0. x). Poniamo u,,, = 1g,u + 1o\g,uo. Siha: uy, €L, per
(L.3) (nota che yg,u € L>*(;RM) c L;). Allora:

/Qul,n(a:) ‘uy(x) dw — /Q G(z,uy,)dr = /n (@i(z) - ua(x) — G(z,1)) dat
/Q\En uo(z) - ug(x) de — /Q\En G(x,ug)dx > . m(z) dz+

/ up(z) - ug(z) dr — / G(z,up)dr — / m(z)dx > —y = G(ug) > —7.
O\En, O\E, Q

Per Darbitrarita di  se ne deduce G&(up) > [ G*(x, uy(x)) d. O
Q
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6.3.7 Corollario. Sia G sia un integrando normale convesso. Allora le sequenti proprieta
sono equivalenti.

(a) Esistono u; € Ly con G(-,uy) € LY(Q) e uy € Ly con G*(-,uy) € LY(Q).
(b) Gg é proprio e s.c.i. su L.

Dimostrazione. (a)=(b) Dato che G(-,u;) € L'(Q) si ha Gg(u;) < +oo. Dato che
G*(-,up) € LY(Q) si ha:

G(', ul) 2 u; - ug — G*(',UQ) € Ll(Q) Vul € Ll-

e dunque Gg(uy) > —oo per ogni u; € Ly. Dunque Gg € propria. Per le stesse ipotesi,
applicando due volte il teorema (6.3.6) si ricava che G** = G. Dato che G** & sempre s.c.i.
se ne deduce (b).

(b)=-(a) Se Gg & propria esiste u; € L; con G(-,u;) € LY(Q). Se G ¢ anche s.c.i.
allora dato ¢ € R con —¢ < Gg(uy) esiste uy € Ly con

Go(u) > —c+ (0 —uy,uy) vu' e L
(vedi la (3.2.10)). Allora
c+ (u,uz) > G5 (ug) > (g, u2) — Ga(uy) > —oo

e quindi uy € D(Gf). Per (6.3.6) G = Go+ e dunque G*(-,uy) € LY(Q). O

6.3.8 Proposizione. Sia G un integrando normale convesso. Se u; € D(Gg) e up € Ly
st ha:

uy € 0Gg(uy) & ug(x) € 0Gg(x,ui(x)) per quasi ogni z € ).
Dimostrazione. Dimostro <. Se uy(z) € 0G(z,ui(x)) si ha

G(z,8) > G(z,uy(x)) + uy(z) - (s —uy(z)) Vs € RM,

Ne segue
G(-,u) Z G(-,ul) +uy - (Ll — ul) gJ.0. Yu € L1

e integrando
Go(u) > Ga(uy) + (ug,u—u;) Yuel; & uy € dGs(u).
Dimostro =. Se us € dG(u;) deve essere
Ga(ur) + Gg(uz) = (uz, uy) .

Usando 'espressione di G che abbiamo dimostrato, questo equivale a:
/ (G(z,u1) + G*(z,u3) —uy - uy) de = 0.
Q

Ma l'integrando e positivo dunque ne deduco:
G(z,ui(z)) + G*(z,uz(x)) — uy(x) - us(x) = 0 per quasi ogni x

e questo significa uy € 9G(+,u;) quasi ovunque. ]
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Concludiamo il paragrafo esaminando alcune condizioni su G utili per considerare G
su L, = LP(Q;RM) con Ly = L7 (€; RM); ricordiamo che, se p > 1 allora p’ := (1 —1/p)~"
indica il coniugato di p.

6.3.9 Osservazione. Se p €)1, +o00[, Ly = LP(;RM) e Ly = L (Q) 11 corollario (6.3.7) vale
ancora considerando sugli L; la topologia forte. Infatti, essendo Gs convessa, semiconti-
nuita forte e debole coincidono.

6.3.10 Ipotesi. Siano q € [1,+0], s € [1,+0o0]. Consideriamo le sequenti ipotesi su G.

G(x,s) > —ag(x) — ai(x)|s|? Vs € RM per g.o. z € Q (G~.q.9)
per opportune ag € L'(Q2), a; € L¥(Q).

G(z,s) < by + by(x)[s|? Vs € RM per q.o. z € Q (G*.q,s)
per opportune by € L*(Q), by € L¥(Q);
|G (2,81) — G(x,8)] < a(x)(|s1|P + |s2]7)|s1 — s2| Vs1,80, qo. (AG.q.s)

per un’opportuna a € L*(£2).

6.3.11 Proposizione. Se vale (G~.q.s) allora Gg ¢ s.c.i. in Ly = L% (Q;RM).

Dimostrazione. Supponiamo u,, — u il L% (). Allora esiste un’estratta (u,,) tale che
u,, — u quasi ovunque. Inoltre

G(x,u,, (7)) > —ao(z) — a1(z)|uy, (2)|* =: gr(z)

Notiamo che, essendo % + é + ﬁ =leq—1= %, si ha:

las [, |* = a1 ul?l1 < qllas [a, = af (fa,, |70+ a7 <

dllallslllvn, = wllgs I, |77 + [u]|yy <
alas i, = wlas (n, 557+ l57) = 0.
dunque g — ¢ in L}(Q2), dove g(z) = —ap(x) — ai(z)|u(x)|?. Possiamo allora applicare il
Lemma di Fatou:

liminf/G(x,unk)dmZ/IiminfG(x,unk)de/G(x,u)da:.
Q Q

k—o00 Q k—o0

Dimostrazione alternativa. Con calcoli analoghi a quelli fatti sopra si trova:

1_LSI

Go(w) > —laolly — 1915 ) a | [Julle = g(u)  Vu e LP(;RM).

in particolare G(u) > —oo per ogni u. Se G = 400, la tesi vale, supponiamo dunque che
esista u € L (Q;RM) tale che G(-,u) € L'(Q2). Ragionando come nella dimostrazione di
(4.1.13) (si separa il sopragrafico di G e il sottografico di g con un piano) si ha che esiste
u* € L)' (Q;RM) con G (u*) € R, quindi G*(-, u*) € LY(€). Per la (6.3.7), si ha che Gg
¢ s.c.i. in Lo (Q; RM). O

6.3.12 Osservazione. Essendo 2 limitato si deduce dalla precedente che, se vale (G~ .q.s)
esep>gqs, allora Gg : Q x RM —] — 00,00] ed & s.c.i. in Ly = LP(Q; RM).

6.3.13 Proposizione. Supponiamo che G : Q x RM —] — 00,00] (mai —o0) sia un
integrando convesso verificante (G*.q.s). Allora G ¢ di Caratheodory, G(u) < +oo per
ogniu € L% (Q) e G ¢ s.c.s. in L¥(Q).
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Dimostrazione. Dall'ipotesi si ottiene che per q.o. x in  si ha D(G(z,-)) = R e quindi
(per la convessita) G(z,-) & continua. Dato che G ¢ un integrando la misurabilita in x
verificata. Ragionando come nella dimostrazione della semicontinuita inferiore (usando il
Lemma di Fatou nell’altro verso) si dimostra facilmente la seconda parte della tesi. [

6.3.14 Osservazione. Se valgono (G~.q1.81) e (GT.q2.59) e se p > max(q1 8], g25)), allora G
¢ continua su LP(;RM) e D(G) = LP(Q;RM). Per vederlo basta mettere insieme le due
proposizioni precedenti.

6.5.15 Osservazione. Se vale (AG.p.s) ed esiste uy € LP*'(Q;RM) con G(-,uy) € L(Q)
allora vale (G*.p.s) sia per G che per —G. Infatti da (g.+00.p.s) segue:

+G(,8) < |G, u(@)] + alz) (s + [uo(2)[")(Is] + [luo(2)]]) =
|G (@, uo(2))] + alz)(|s|” + [s|[uo~" + |s|” o] + [up(x)[") <
|G, uo(2))] + 2a(2)(|s” + |uo()[") = bo(x) + br(x)[s]”

dove by = |G(-,9)| + 2a|ug|’ e by = 2a (nota che uy € LP* (Q;RM) = aluyl? € L}(Q)).
Inoltre, se vale (AG.p.s), allora

|G (,8)(v)| < a(2)[s"~"|v] Vs,veRY (a € L*(92)). (9,p-5)

6.3.16 Proposizione. Supponiamo che valga (AG.p.s) e sia ¢ > ps'. Supponiamo inoltre
che esista ug € LY(Q;RM) con G(-,uq) € LY(Q). Allora G(u) € R per ogni u in LI(£2; RM)
ed esiste M € R tale che:

1Ga(v) = Go(w)| < Mlalls(IvIF™" + [ulf™)llv —ull,  ¥v,ueLI(QGRY).

Inoltre:
IG' (- u)v]ly < 2M|lalll[ulz v],  Vv,ueL{Q;RY).

Dimostrazione. 1l fatto che Gg sia finito su L(Q; RM) segue dalle due osservazioni prece-
denti. Usando Holder:

Ge(v) = Ge()| < (I al V" g + [Hal [a " lg) v = ull, =

L ’ (o L/
(II jal? IVIq(”_l)IIf + [ lal® IUI‘”” DIEOIv =, <
1
(Ilfal” Hs/q | |7 @Y H(s/q A+ lllal” Hs/q | ™D, ) v = ull, =

q—ps’ _ _
(lalls V177, )+ llalls[lall, o) IV = ully < llall|QF = (v ]2~ + fallr=) [ = v,

q—s' q—s’

6.4 Problemi semilineari liberi

Sia Q C RY un aperto limitato, G : Q x R® — R™ un integrando normale convesso e sia
p €]1,2*]. Indichiamo con G = Gg : LP(;RM) — [—00, +0o0] il funzionale costruito come
nel precedente paragrafo con L; = LP(Q;RM) e Ly = L (Q; RM).

In quanto segue supponiamo N > 3. In questo modo I'’esponente di Sobolev 2* =
ON ( o111

—— [ cioe — = = — — ] & finito: si possono in realta considerare anche i casi N = 1
N -2 2* 2 N

e N = 2 con opportune modifiche di cui evitiamo di parlare. Ricordiamo che il coniugato
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2N 1 1 1

di2re2Y = — (cioe — == + —

1 e N 12 (Cloe 5 + N
il prodotto scalare

). Ricordiamo che in H}(§2) possiamo considerare

M
(u,v) :z/Vu-VvdzzZ/Vui-Vvidx.
0 Q — Ja

Possiamo anche identificare H(Q; RM) con il suo duale usando il prodotto scalare scritto
sopra come dualita.
Come noto |||, < Sp|v|lg Vv € Hg(Q2;RM) se p < 2%, per una opportuna S, > 0.

6.4.1 Definizione. Definiamo (I'energia) £ : L?(€; RM) —] — 00, oo] ponendo:
1
5/ IVul>dz  se u € H{(Q;RM),

= Q
+00 se u € LP(Q; RM) \ H}(Q; RM).

&(u)

Definiamo inoltre I = I : LP(Q; RM) — [—00, +00] ponendo:

1

—/ |Vul® dz + / G(z,u)dr seu € HJ(Q;RM) e G(-,u)t € L),
Ig(u) == 2 Jo Q

+00 altrimenti.

Dato che su G metteremo sempre delle ipotesi del tipo della (G~ (g.5)) si avra I = E+Gg :
LP(Q;RM) —] — o0, o0.

6.4.2 Osservazione. I & convesso e D(I) = {u € H{(Q;RM): G(-,u) € LY(Q)}.
6.4.3 Osservazione. € : LP(Q;RM) =] — 00, 0] ¢ s.ci. .

Dimostrazione. Mostriamo che £ ha sottolivelli chiusi. Se u, — u in LP(;RM) e se
E(u,) < ¢, allora (u,) & limitata in Hy(2;RM). A meno di sottosuccessioni possiamo
supporre che u, — u in H{(Q;RM). Dato che H}(€2;RM) si immerge con continuita in
LP(Q; RM) se ne deduce u,, — u in LP(Q;RM) e quindi u = u, cio¢ u,, — u in H}(2; RM).
Ma allora

E(up) = &) + (u, —w,w)pn + E(up) > E(u) + (u — w,u) 1 — E(u).
[l

6.4.4 Osservazione. Se vale (G~.q.s) con gs' < p, allora I ¢ s.c.i. . Infatti £ ¢ s.c.i. per
'osservazione (6.4.3) e G ¢ s.c.i. a causa della proposizione (6.3.11).

6.4.5 Proposizione. Siano u € H{(Q;RM) e u* € L' (Q;RM). Allora
u* € 9f(u) & —Au=u". (6.8)

Nella (6.8) —Au va inteso nel senso delle distribuzioni e quindi ’equaglianza —Au = u*
comporta una “maggiore regolarita” di u (rispetto a u € Hi(2; RM) ).

Dimostrazione. E facile verificare che & (u)(v) = [ Vu-Vvdz per ogni u, v in Hj(Q2; RY).
Q

Usando la proposizione (3.3.20), si trova che u* € 9€(u) se e solo se:
/QVu‘V(V—u)d:cZ/Qu*(V—u)da:Z Vv € Hj(9Q).
Per linearita questo equivale a:
/QVu-Vvdxz/Qu*vd:L‘ Vv € Hy(9).

che ¢ esattamente il significato di —Au = u*. O
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6.4.6 Proposizione. Sia u € D(I). Dato u* € L2(Q;RM) si ha u* € dI(u) se e solo se:

G'(-,u)(v —u) € LY(Q),
v eD) /Vu-V(v—u)dm+/

Q

G/(-’u)(v—u)dxz/u*(v_u) d{L’ (69)

Q

Dimostrazione. Per quanto visto nel lemma (6.3.4) e nella dimostrazione di (6.4.5) si ha
che il termine a sinistra nella (6.9) ¢ I'(u)(v —u). La (6.9) segue dunque dalla proprieta
generale stabilita nella proposizione (3.3.20). O

6.4.7 Osservazione. La (6.9) ¢ equivalente alla seguente proprieta.

/QVu-V(v—u) dx+/QG(x,v) dx—/QG(:v,u) de/Qu*(v—u) dr Vv e D(I) (6.10)

Dimostrazione. Dato che G(-,v) — G(-,u) > G'(-,u)(v — u) e chiaro che (6.9) = (6.10).

Viceversa, dato che £(v) — E(u) > &'(u)(v—u) = / Vu - V(v —u)dz, ¢ chiaro che da
Q

(6.10) si deduce u* € 91(u) e quindi la (6.9), per la proposizione (6.4.6). O

6.4.8 Proposizione. Supponiamo che valgano le condizioni di crescita (G~,q1,s1) e
(G*, o, 83) con max(p1s), pash) < p. Allora se u € HY(Q) e u* € LP (Q;RM) si ha:

u* € 9I(u) & —Au € L7 (Q;RM), u* + Au € dG(-,u) q.o. in Q. (6.11)

Dimostrazione. Abbiamo visto (vedi l'osservazione (6.3.14) ) che in queste ipotesi G ¢
continua. Allora per il Teorema (3.3.10) si ha I (u) = 9€(u) + dG(u), cioe u* € 9I(u) se
e solo se u* = v*+w"* per opportuni v* € 9€(u) e w € 9G(u). Usando le caratterizzazioni
trovate nella proposizione (6.4.5) e (6.3.8) si trova v = —Au e w € JG(-,u) q.o. in €,
che corrisponde all’affermazione da dimostrare. O]

6.4.9 Teorema. Supponiamo che valga la (G~.q.s) con qs' < p e che esista uy €
HY(Q;RM) tale che G(-,up) € L(Q).
Allora esiste unica una u € H(Q; RM) tale che G(-,u) € LY(Q) e

Vv € H5(Q) con G(-,v) € LYQ) si ha G'(-,u)(v — 1) € LYQ) e

6.12
/Vﬁ-V(v—ﬁ)da:+/G’(x,ﬁ)(v—ﬁ)da:20 (6.12)
Q Q
Se in aggiunta vale (G*.qu,s1) con g8y < p, allora
—Aael”(QRM) | AacdG(,a) qo. inQ. (6.13)

Se infine si ha anche G(x,-) differenziabile per quasi ogni x € €, allora la (6.13) diventa:
—Ane”(Q;RM) | Aa=V,G(,a) qo. inQ. (6.14)

che equivale a V,G(-, 1) € LP'(Q;RM) e
/Vu'Vvdx+/VsG(x,u)~vdx—0 Vv € Hy (S RM). (6.15)
Q Q

Dimostrazione. Nell’ipotesi (G~.¢.s) con ¢s’ < p si ha che G ¢ s.c.i. in LP?(Q; RM). Dato
che uy € D(G) esiste u}) tale che

G(u) > G(up) = 1+ (u —up, u5) > —C(1 + [[ul,)
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per un’opportuna costante C' (vedi la proposizione (3.2.10) ). Ne segue che

1 1 1
I(u) > Sfully = C=Cllull, > EIIUIIﬁ—C—CIIUIIp > T&Ilullﬁ—ﬁ Yu € Hy(2;RY)

per un’opportuna costante C. In definitiva I ¢ convessa, s.c.i. (vedi l'osservazione (6.4.3))
e coerciva. Dunque esiste un punto di minimo u per I o equivalentemente un punto u
tale che 0 € 9I(u). Per la caratterizzazione di 01 u trovata nella proposizione (6.4.6) la
u verifica (6.12).

Dimostriamo 'unicita. Supponiamo che u; sia un’altra soluzione. Scriviamo la (6.10)
con v = 1, e scriviamo ’equivalente disequazione per t; mettendo v = u; Sommando le
due si ottiene:

—/HV(ﬁl—ﬁ)HdeZ() =10, = u
Q

La seconda parte della tesi segue dalla proposizione (6.4.8). La terza segue dal fatto

che 0G(z,-) = {VsG(x, )} per q.o. x € Q. O

E istruttivo vedere gli stessi risultati facendo un altro percorso.

Ricordiamo che se 4 : H{(€; RM) — LP(Q;RM) & I'immersione, allora possiamo consi-
derare 'aggiunta i* : L' (€; RM) — HL(Q; RM)* = H-1(, RM), che per definizione ha la
proprieta:

J oo o= @)y Y L @RY), W € H@RY).
=i(v)

Rappresentando la dualita (H ', H}) mediante il prodotto scalare di H}(Q; RM):

/ u-vdr = / V(i*u)-Vvde  Vue L (;RM),vv e HL(Q;RM).
Q Q

1

che ¢ il modo debole di dire —A(i*(u)) = u. Scriveremo allora (—A)~" al posto di i*.

6.4.10 Definizione. Sia G : Q x RM un integando normale convesso e consideriamo
G - Hy(;RM) — [—00, +00] esattamente come in (6.5) (considerando L = Hg(Q; RM)).
Notiamo che G = G o i e che D(G) = D(G) N HL(Q; RM).

Per il resto del paragrafo G : Hi(Q; RM) — [—o0, +00] & definito come sopra.

6.4.11 Osservazione. Se G € s.c.i. /continua, allora G & s.c.i. /continua. Questo ¢ immediato
dato che i ¢ continua.

6.4.12 Proposizione. Se u,u* € H}(Q;RM), G(-,u) € L}(Q), sono equivalenti:
(a) u* € 9G(u);
(b) per ogni v € HY(Q;RM) con G(-,v) € LY(Q) si ha G'(-,u)(v —u) € L}(Q) e

/QG’(x, u)(v —u)de > /QVu* V(v —u)dz. (6.16)

Se inoltre G ¢ continua (per es. valgano (G~.q1.51) e (GT.qa.82) con max(q15], ¢255) < p),
allora si ha:

dG(u) = {—A‘lvzv e L7 (Q;RM), v € dG(-,u) q.o. in Q} Yu € Hy(;RM). (6.17)
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Dimostrazione. L’equivalenza tra (a) e (b) segue dalla proposizione (6.3.5).
Se G & continua, allora per la proposizione (3.3.16):

AG(u) = {i*v*:v* € 9G(u)} .
Dalla (6.3.8) e da i* = (—Au)~! ne segue la (6.17). O

6.4.13 Definizione. Consideriamo I : H}(€Q;RM) — [—oc0, +00] definito da

Tu) = s [IVulPde + [,G(z,u)dz  seu e Hy(Q;RY),G(-u) € LY(Q),
' +00 altrimenti.

In altri termini [ := [0 = E 04 + C; Conveniamo allora che & := & o i.

6.4.14 Osservazione. € ¢ differenziabile in H5(Q;RM) e grad£(u) = u per ogni u €
HY(Q; RM).

6.4.15 Osservazione. Sia ha D(I) = D(I) = {u € H{(RM): G(-,u) € L}(Q)}. Inoltre,
per la continuita di £ e il Teorema (3.3.10) si ha:

dI(u) = 0€(u) + 0G(u) = u + G (u). (6.18)
6.4.16 Proposizione. Sia u € D(I). Allora u* € H-1(Q;RM) ¢ in dI(u) se e solo se:
(v—u) € LY

Vv e D(I 6.19
v /Vu V(v —u) dm—i—/G’ V—u)dmZ(v—u,u*)Hé7H,1. (6.19)

o0, equivalentemente, se e solo se:

/QVu-V(v—u)dx+/QG(x,V)dx—/QG(x,u)dx2 <V—11,11*>H57H,1 VVGY?(EIQ)(;)

Dimostrazione. La dimostrazione si fa come la corrispondente dimostrazione della propo-
sizione (6.4.6) e della successiva osservazione, notando che

I'w)(v—u)=TI(u)(v—u) VYuveDI) =D

(nelle derivate direzionali contano solo le restrizioni sulle rette). ]

6.4.17 Osservazione. Siat € D(I) = D(I). Allora @ minimizza I se e solo se @ minimizza
I. Infatti le condizioni (6.9) e (6.19) coincidono se il sottodifferenziale & nullo (u* = 0).

6.4.18 Proposizione. Supponiamo G continua (per es. valgano (G~.q1.81) e (GT.q2.52)
con max(q18), q285) < p). Allora per ogni u € Hy(2; RM):

0I(u) = {u—l— (—=A)'w* w* e LY (Q;RM), w* € 9G(-,u) q.0. in Q}

In altri terming
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Dimostrazione. Dato che G ¢ continua e G=Go I, usando la proposizione (3.3.16) si ha
0G = i*0G. Allora, per ogni u € H{(Q;RM) = D(I) = D(I), si ha:

0I(u) = 9€(u) + 9G(u) = u +i*0G(u)
(la prima eguaglianza vale sempre per la continuita di £). La tesi segue da i* = (—A)~!
e dalla carattterizzazione di 9G. ]

Possiamo allora ritrovare le soluzione @ del teorema (6.4.9) passando attraverso I. Il
seguente teorema si dimostra in effetti imitando la dimostrazione del teorema (6.4.9).

6.4.19 Teorema. Supponiamo che valga (G~.q,s) con qs' < p (1 < p < 2*). Allora il
funzionale I ¢ s.c.i. e coercivo in H5(Q;RM). Dunque esiste u € Hy(Q;RM) di minimo
per I. Tale minimo é unico e verifica (6.12).

Se inoltre vale (GT.q1,s1) con q18y < p, allora u verifica (6.13).

XX XXX XXX XXX XXX XXX XXXXXXX

XXXXXXX XXX XX XXX XXX XXXXXX

XX XXX XXX XXX XXX XXX XXXXXXX

Vediamo ora come si puo costruire un problema duale a quello sopra. Ci mettiamo nel
quadro descritto nell’esempio (4.2.14) considerando

X := H (€ RM), Y ;= L*(Q;RVM),
f:X=]—00,00], g: Y =R, A: X—=Y definite da

1
f(u) = / G(z,u)dx, g(v) = 5/ |v|]? dz, A(u) :== Vu
Q Q
Supponiamo che valga (G.XXXX). E facile vedere che g e A sono continue e che [ :=
go A+ f & corcivo. Si ha:

1.2,
257

e g*(u*) = 3 [||u*||*da: basta applicare la (b) dell’esempio (4.1.12) con ¢(s) =
Q

6.5 Problemi semilineari con ostacolo

In questo paragrafo consideriamo sempre p €]1,2*] ( per semplicita N > 3) e M =1
(consideriamo il problema scalare). Supporremo inoltre:

e un integrando normale convesso G : ) X R — R verificante (G, ¢, s) con ¢s’ < p;
e una funzione misurabile ¢ : Q@ — R (I'ostacolo).
La prima ipotesi implica G = G : LP(2) —] — 00, 00] e [ : LP(Q2) —] — 00, 0] s.c.i. .

6.5.1 Definizione. Definiamo i convessi Ky, Kg, C LP(€2) e il funzionale vincolato I=
Ig, : LP(Q2) =] — 00, 00| definiti da:

Ko ={uel’(Q):u>pqo inQ}, Kgu:={ueK,:G(,u)eL(Q)},
_ Ig(u)  seu € Kg, NHLD),
o) = { o(w) 6.0 MHY()

N +00 altrimenti.

Si vede facilmente che 1:(;7@ = Ig + xk, e che D(I_G#,) = Kg,, NH{(Q).
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6.5.2 Proposizione. K, ¢ chiuso e quindi I, € s.c.i. .

Dimostrazione. u, — u in LP(€2). Passando a una sottosuccessione possiamo supporre
che u,, = u q.o. in €. Dato che u,, > ¢ q.0. se ne ricava u > ¢ q.0., cioc u € K. O]

6.5.3 Osservazione. Se definiamo
Gy(x,s) = {

G(z,s) ses>o(x),
+00 altrimenti,

allora & chiaro che I, = €4 G, . Notiamo che G, = G+ x¢ dove C = {(z,s):s > ¢(z)}
e non ¢ difficile verificare che C' verifica le condizioni indicate in (6.1.7), per cui xc¢, e di
conseguenza G, ¢ un integrando normale. Dunque funzionale [_G,¢ ricade nei casi trattati
nel paragrafo precedente. Chiaramente G, verifica ancora (G~, ¢, s1) (potremmo allora
ricavare da qui la semicontinuita inferiore di /g,).

6.5.4 Teorema. Supponiamo che Kg, NH(Q) # 0. Allora esiste un’unica @ tale che:
u € Kg, NHy(Q) N Hy(Q) e per ogni v € K, NHy(Q) si ha:
G'(-,u)(v—1u) € L'(Q) e

/Qvu-v<v—u)dx+/ﬂa'<x,u)(v—u)dx2o.

(6.21)

La (6.21) si dice disequazione variazionale (relativa a —A + G’ e all’ostacolo ¢).

Dimostrazione. 11 funzionale I, & convesso, s.c.i. (come appena detto) ed ¢ coercivo dato
che TGW > Ig. Inoltre per ipotesi D(fGM) # .

Usando 'osservazione (6.5.3) possiamo usare il teorema (6.4.9) con G, al posto di G.
Se ne ricava lesistenza e I'unicita di un minimo @ per I . Inoltre u verifica la (6.12) con
G, in luogo di G. Dato che D(Ig,,) = Kg,, N HE(Q) questo equivale alla (6.21) O

Vorremmo ora trovare una forma “forte” della disequazione variazionale (6.21). Chia-
ramente non possiamo imporre che G, sia continua. Dobbiamo invece giocare sulla
regolarita dell’ostacolo .

6.5.5 Definizione. Supponiamo che ™ € LP(2). Definiamo la “proiezione” m, : LP?(Q2) —

L?(£2) ponendo:

m,(v)i=vVe=v+(p—0v)".

6.5.6 Lemma. Sia ¢t € LP(Q). La 7, ha le sequenti proprieta.
(a) SeueK,, allora:
lo =me()llp < llo—ul,  Voel(Q).
(b) Supponiamo ¢ € H'?(Q) e ¢t € H{(Q). Allora per ogni v € H(Q) si ha my(v) €
Ho(Q) € Vo (v) = (Vo) luzgy + (Vo) Lipoy-
Dimostrazione. (a) Dato che u > ¢ si ha (puntualmente):
[0 —m()| = (v=¢)" < (v—u)" <|v—ul.

(b) Basta dimostrare che w := (¢ —v)" & in H{(Q) e che Vw = V(o — v)1iy50).

Dalla proposizione (A.2.3) con H(s) := s* si ricava che w € H"?(Q) e vale la formula
(perché H' = 1,.0y; nota che By = {0}). Se consideriamo w; := (¢ — v)*, allora
wy € HY(Q) perché ¢t —v € HJ(Q) e H(0) = 0 (vedi ancora la (A.2.3)). Dato che

O<w=(p—0v)" < (¢ —v) 0=uw

si ha, per la (A.2.10), che w € H}(9). O
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6.5.7 Corollario. Se u € Kg, e G(-,p) € LY(Q), allora esiste una successione (uy) in
HY(Q) NKe,, tale che u, — u in LP(Q).

Dimostrazione. E ben noto che esiste una successione (u,) in H{(Q) tale che v, — w in
LP(€2). Se poniamo u,, := 7,(v,) allora u, € K, € ||u, —ullp < ||ty —vpllp + ||vn —ull, =
17 (vn) = vnllp +[lon = ully < 2[lvn = ull, = 0. N

6.5.8 Proposizione. Supponiamo che valga la sequente condizione su p:
p e B(Q), ot eHy(Q),  GL( o)t eX(Q) ()
Ricordiamo che la pendenza ¢ stata definita in (3.4.2). Allora per ogniu € D(Ig,,) si ha:
VI|(u) < || = Ap+ G(- ) Iy + 2| VIg|(u) (6.22)
Dimostrazione. Sia u € D(Ig,) = Kg, NHY(Q) con |V ,|(u) < +00. Sia v € D(I) cioe
v e HNQ) e G(-,v) € LY(Q). Allora:

G(-,v) > G, mp(v) + G (e (0)) (v = 7y (V) = G, T (V) +
eLl(Q)

GL(-7p(v) - (=l —v)") 2 G(-, () = GL(L )T - (p—0)".
=0 eLy(Q) se vale ()

Abbiamo usato che v < 7, (v) e che m,(v) vale ¢ dove v # 7, (v). Dunque G(-, m,(v))* €
L'(€2). Dalla (G~.¢.s) con ¢s' < p si ottiene G(-, m,(v))™ < ag + a1|my(v)|? € L1(Q) (vedi
i calcoli fatti nella dimostrazione della (6.3.11)) e quindi G(-,7,(v)) € L'(Q2). Inoltre
m,(v) € HY(Q) per la (b) del lemma (6.5.6); in definitiva 7, manda D(I) in D(Ig,,) =
Ka.o NHE(S2). Si ha allora:

I0) — I(my(0)) = & / (90l = [V, e+ [ (0,0) = G, my0) o>
/ Vr,(v) - V(v — my(v)) do + / G (z,7,(v)) (v — Ty(v)) da =
[ Ve Vo= m)dr+ [ 6@ mw)de =
Q Q
/Q (—Ap+G_(z,9)) - (v —Tp(v)) dx > /Q (—Ap+G_(z,0)%) - (v —Tp(v)) dx >
— =8+ GL( @) Iy llv = mp()llp = = | = Ao + GL( ) Al [lv = ull,.

Ne segue:

I(v) = I(u) = I(v) = I(my(v)) + Lau(my(v) = Lop(u) >
= Cllo = ull, = [VIg|(W)llme(v) — ullp, >
—Cllv=ull,= Vel () (I7e(0)=vlp+v=ul,) = =(C+2[VIg,|())llv=ul, Vv e D)
e quindi vale (6.22). O
6.5.9 Teorema (regolarita). Supponiamo che G verifichi sia (G™~.q.s) che (G1.q1.81) con

max(qs’, 1)) < p, che G(z,-) sia derivabile e che valga ().
Allora u risolve (6.21) se e solo se

f) — Az e’ (Q), G'(,a)ecl”(Q), (6.23)

, —Au+G'(-,u) =0 in {u> o}
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Dimostrazione. Sia @ una soluzione di (6.21). Allora @ & di minimo per Ig, e dunque
|VIg,|(@) = 0. Per la proposizione (6.5.8) si ha |VI|(a) < || —Ap+ G (-, o)ty < +o0.
Per la proposizione (3.4.7) ne segue che esiste u* in L” (Q) con u* € dI(a). Per il teorema
(6.4.9), dato che vale (G*.¢;.51) con max(gs’, ¢15) < p, si ha —An € L”(Q) e u* 4+ Au =
G'(-,1) q.o. in Q, dunque G'(-, @) € LP (). Allora la (6.21) diventa (7 € Kg,, N HY(Q) e
)E
/(-Aa LG a)(v—w)de >0 Vo€ Ke, NHYQ)
Q

e per densita (vedi il corollario (6.5.7)):
/Q(—Aa LG a)(v—a)de > 0. Vo€ Ke, (6.24)
Dato che {a +w:w € LP(Q),w > 0} C K¢, si ha:
/Q(—Aﬂ + G'(z,u))wdx >0  Yw e LP(Q), w>0.
che implica —Au + G'(-,@) > 0 g.o. in €.

Sia ora w € LP(Q2) con w = 0 qo. in {z € Q:u(zx) =¢(x)}. Se t > 0 poniamo
v i= my(u + tw) € K. Allora, dalla (6.24) (divido per t):

?Jt—ﬂ

dz >0 Vvt > 0.

/Q(—Aa + G'(z,u))

— 1 —u—tw)*
v — U +(g0 u — tw) e (

Si ha =w ; dato che ¢ < u):
©—u—tw)" o —u — tw
0< ( ¢ ) = 1{u+tw<¢}f < _1{u+tw<<p}w < ’U)’

Dato che, a x fissato, 1{ytw<e}(®) = Liucep(2) = 0 se ne deduce:

(p—u—tw)"
t

’(w—u—tw)+
t

< |w| € LP(Q), — 0 puntualmente

e dunque:

/Q(—Au +G'(z,u))wder >0  Yw € LP(Q) conw=0su {u=¢p}.
Prendendo —w al posto di w si ottiene:

/Q(—AunLG'(x,u))wdx:O Vw € LP(Q2) con w =0 su {u = ¢}.

che implica —Au + G'(z,u) = 0su Q\ {u = ¢}.
Abbiamo dimostrato che (6.21) = (6.23). L’implicazione inversa ¢ semplice. O

6.5.10 Definizione. Diciamo che ¢ ¢ una sottosoluzione per —A + G’ se:

o € HY2(Q), " € Hj(Q), G(-, ) € LY(Q),

/ (VoVu + G (z,0)v) de <0 Vo€ HY(Q), v >0, [G(9)] veLQ). (6.25)
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6.5.11 Proposizione. Se ¢ € C°(Q)NC3(), Vo € L2(Q), ¢ <0 sudQ, G(-,p) € LY()
e
—Ap(z) + G (z,0(x)) <0 Vo € Q.

allora ¢ € una sottosoluzione.

Dimostrazione. Dal fatto che ¢ € C(Q) si ricava che ¢ € L*(Q2), Dato che ¢ € C1() e
Vo € L2(Q) si ha ¢ € HY3(Q). Dato che H(s) := s* ¢ lipschitziana, usando (A.2.3), si
deduce che v € H"“?(Q) e, per le ulteriori ipotesi ¢ € C°(Q), ¢ < 0, dalla (A.2.9), si
ricava infine che ¢ € H}(Q). Per dimostrare la (6.25) prendiamo v € H{(2) con v > 0 e
[G"_(-,¢)] v €LY Q). Per la (A.2.8), troviamo una successione (v,) (la (w,) di (A.2.8))
in H{(Q2) con 0 < v, < v,pq <0 ew, = vin Hy(Q). Dato che:

0< [G/—<7(10)]_17n < [G/—('vgo)}_v € L1<Q)

e che (per il fatto che 7, ¢ a supporto compatto):

/ ViV, dr = —/ A, dx
Q Q

abbiamo che la (6.25) vale per ogni 9,,. Dato che Vo € L*():

/V@V@ndx%/VwVvdx
Q Q

e per la monotonia di v,,:

LG_(x,w)@ndx:A[G_(x, @]%ndx—/ [G_(z, )] Opdx >

/Q[G(x,cp)]Jrf)ndw—/[G( T, vdx—>/ vdx—/Q[G(x,gp)]_vd:c.

Dunque passando al limite si ottiene la (6.25) per v. O

6.5.12 Proposizione. Supponiamo che ¢ sia una sottosoluzione e che u sia una soluzione
della disequazione variazionale (6.21). Allora u risolve il “problema libero” (6.12).

Dimostrazione. Sappiamo che @ € Kg, NH}(2) ¢ di minimo per Ig . Sia v € D(I), cioe

v e H(Q) e G(-,v) € LYQ); allora 7,(v) € HY () (per la (b) del lemma (6.5.6)) e
G('>7r<p(v)) = G(a @)1{v<<p} + G('»“)l{vzw} € Ll(Q)7

dunque 7(v) € D(Ig,,). Inoltre, per I'espressione di 7, (cfr. la dimostrazione di (6.5.8)):

G(v) = Gl (v) 2 GL (7 () (v = 7y (v) = =G () (0 — )"

-

eLl(Q)

Dunque [G_(,¢)] (¢ —v)t € LY(Q) e allora (¢ — v)™ & ammissibile come test nella
(seconda riga di) (6.25). Facendo gli stessi calcoli della dimostrazione della (6.5.8) :

1) = Tmp(0) = 5 [ (Vo = [9m,(0)P) da+ [ (Gla,0) = Glasmo o)) do >
/Vm, V(v —m,(v ))da:+/G/ (2, mp(v)) (v — Ty(v)) da =

/Vgp V(e —v) de — /G’ (o —v)Tdx >0.

Dunque per ogni v € D(I) si ha I(v) > I(7,(v)) = I ,(7,(v)) > Ig,(u) = (1), cioe
@ € di minimo per I che equivale alla tesi. O]
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6.5.13 Proposizione (principio del massimo). Supponiamo che u sia una soluzione di
(6.12) e che ¢ sia una sottosoluzione per —A + G'. Allora u > .

Dimostrazione. Sia i € K¢, la soluzione di (6.21). Per la proposizione (6.5.12) @ risolve
(6.12). Per l'unicita della soluzione si ha u = @, dunque @ > ¢. O

Nello stesso modo si ragiona per “ostacoli superiori”.
6.5.14 Definizione. Sia ¢ : 0 = R una funzione misurabile. Introduciamo i convessi
KY C KY C LP(9) e il funzionale vincolato IV : LP(Q2) —] — 0o, 0o] definiti da:
KY := {u € LP(Q) :u(z) < (x) per qo. v € Q},
KV := {u e KV NH}Q):G(-,u) € LY(Q)},

- I(u) sewu €KY
IY(u) = o=+ :
(@) {+oo altrimenti, (£ X ) ()

Allora D(I¥) = K¥. Se ¢ < ¢ sono misurabili poniamo anche:
Y. .
K = {_u € LP(Q):p(z) <u(z) <¢(x) per qo. x € Q},
KY := {u e KL NH(Q): G(-,u) e L'(Q)},
0. {](u) se u € K,

' =+ u).
’ +oo  altrimenti, ( XK&’)( )

6.5.15 Definizione. Diciamo che v ¢ una soprasoluzione per —A + G’ se

Y e HM(Q), Y7 €Hy(Q),  G(,v) e LY(Q)

/ VUVude + G (e bode > 0 Yo € BYQ), 20, [G4 ()] veri@). 70
Q

La seguente proposizione si dimostra come nel caso delle sottosoluzioni. In questa
proposizione si enunciano sia 1’equivalente della proposizione (6.5.12) sia ’equivalente del
principio di massimo (o meglio di monotonia) contenuto nella (6.5.13).

6.5.16 Proposizione. Supponiamo che 1 sia una soprasoluzione e che u sia una solu-
zione di (6.21) con K¥ al posto di Ky. Allora u risolve (6.12).
Dungque se u é soluzione di (6.12) e se ¥ € una soprasoluzione, allora u < 1

Se p < by, p & una sottosoluzione, 1 € una soprasoluzione e se u & soluzione di (6.21)
con Ki al posto di K, allora @ risolve (6.12)

Dunque se u ¢ soluzione di (6.12) e se p < 1) sono rispettivamente una una sotto e
una sopra soluzione, allora ¢ < u < 1.

6.6 Un problema singolare

Sia a > 0. Vogliamo indagare |’esistenza di soluzioni per il “problema singolare”:

1
—Au=— 1nf
uCl{
w>0 inQ (Psing)
u=0 sudf

Prima di procedere ricordiamo alcune proprieta legate della prima autofunzione dell’ope-
ratore di Laplace.
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6.6.1 Osservazione. Ricordiamo che il numero

1
A= mf{—/ HVUHde:ueHé(Q),/qule}
2 Q Q

¢ in effetti un minimo e che
1
{u € Hy(Q): / w?dr =1, 5/ |Vul]* dx = /\1} = {+e}
Q Q

dove e; > 0 a.e. in . Il numero positivo A; & detto il primo autovalore di —A in Hy(S2),
mentre la funzione e; € la corrispondente prima autofunzione (I’autospazio relativo a A
¢ unidimensionale e ne stiamo selezionando un elemento con la condizione sul segno detta
sopra).

6.6.2 Osservazione. Ricordiamo anche che e; € C*(2), e; > 0 in Q e che, se 0Q &
“sufficientemente regolare” (XXX Hopf Lemma XXX), allora e; € C*(Q) e si ha:

vy :=inf {Ve;(z) -n(z):x € 00} = (inf {|Ve,(z)|: 2 € 002}) >0 (6.27)

se n(z) indica la normale unitaria nel punto x € 02, entrante in 2. Se questo & vero
abbiamo anche che, per § > 0 piccolo:

reOel(r) <= Ve (r) > %

Usando opportunamente il Teorema del Dini, si vede che esiste una costante M tale che:
HYN T ({z e Qre(z)=t}) <M Vte|0,0] (6.28)
Introduciamo la primitiva della funzione singolare in (Pijyg).

6.6.3 Definizione. Se a > 0 definiamo la funzione G, : R —] — 0o, +00] ponendo:

st >0 In(s) ses>0
— ses -

Go(s) =4 a—1 — (per a#1) Gi(s) = {
+00 se s <0 00 ses<0

(il termine —1 al numeratore per o« # 1 non ¢ strettamente necessario, ma fa si che
Go(1) = 0 per ogni «; notiamo che G,(0) = 400 se a > 1).
E chiaro che G, € un integrando normale convesso e che:

Gl(s)=—-s"" ses>0.
Il seguente lemma ci fornisce delle sopra/sotto soluzioni per (P;p,)-

6.6.4 Lemma. Supponiamo che 0} sia regolare, in modo cha valga la (6.27). Allora, se
0 < a < 3 esistono @, € C°(Q) NC>®(Q) tali che p < e:

Vi, Vi € L2(Q), Gal), Galth) €LHQ), 9.0 > 0 in Qg =0 502 (6.20)
—Ap—p *<0inQ ) —AYp — 9™ >0 in Q (6.30)

Dimostrazione. Cerchiamo ¢ e 1 della forma e£(e;(z)) per un’opportuna & : [0, +oo[—
[0, +00], con € > 0 piccolo nel caso di ¢ e grande nel caso di ¥. La costruzione di £ ¢
diversa a seconda che 0 < a <1, a=101 < a < 3. In realta la costruzione fatta per
a < 1 funzionerebbe anche per a = 1, ma quella (pitt complicata) che consideriamo ci
dara maggiori informazioni.
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Caso a €]0,1] Prendiamo &(s) := s, cioe £(e1) = e;. E chiaro che prendendo
¢ = c'e; e i = £"e; valgono le (6.29). Notiamo che per a < 1 G,, ¢ continua e dunque
Golp) e Go(1) sono continue su €. Inoltre:

—Alce))—(ce)) ™™ =elje;—c “e[” = — “e;(1—e"Ne1 ™) = ce; (N —c % ).

Se e — 07 si ha (1 —e'™@\e]™) — 1, dunque per £ > 0 piccolo —A(ce;) — (ce;)™ < 0
in Q. Se e — +oosi ha (A — e~ 17 '"*) — A\; > 0, dunque per ¢ grande —A(ce;) —
(ce) ™ > 01in Q.

Casoa=1 In questo caso prendiamo £(s) := s|In(cs)|/? dove c & fissato con
0 <c<e e}, di modo che In(ce;(x)) <In(e™!) < —1 per ogni z € . Chiaramente
€ @& continua su [0,¢7], £(0) = 0(= £(c™) e € > 0in ]0,c7![ da cui £oe; € CO(Q),
Eoe;=0sudefoe; >0su. Inoltre £ & infinitamente derivabile in ]0,c7![ e

) — p_1 2 ey = L1 ~2 L -3/
€)= [nfes)|* = 3ln(es)| 2, ) = & (=l m(es) ™ = {lines) )

per 0 < s < 1/c. Ne segue che £ o e; € C*(Q) e si ha:

1
Vfoel = (g’oel)vel = |1n(cel)‘1/2__|ln(cel)‘fl/2 Ve,
M_/ 2
h1 N——
ho

(in Q). E chiaro che hy € C°(Q). Dico che by € L2(€). Consideriamo § > 0 e M > 0
come nella (6.28) (= 0 < ||e1||oo). Allora hy ¢ continua su {z € Q:e;(x) > ¢} mentre:

/ b (2)2 do = / |1n(cel(g;)|dxgyio / In(cer (2)]|Vey| dz —

{e1(z)<o} {e1(z)<d} {e1(z)<6}
1 /0 M [°
—/ | n(cy)| HY ' ({z:ei(z) = y}) dy < —/ | In(cy)| dy < +oo0.
Yo Jo Vo Jo

(abbiamo usato la formula di coarea XXX). Ne segue che VEoe; € L*(Q2). Dato che a =1
abbiamo (usando di nuovo la formula di coarea come sopra):

Go(€ 0 ey)|do = In(er) +  In (| In(cer)]) ) dz <
/ [ (e )

{e1(z)<d} {e1(z)<d}
M [° 1
— <ln(y) + = In (| ln(cy)])> dr < 400.
Yy Jo 2

Dato che G_{(y) ¢ continua su {e;(z) > §} ricaviamo che G_;(£ oe;) € L}(€2). Abbiamo
dunque dimostrato le (6.29). Rimane da dimostare la (6.30). Si ha:

—Ale(€oer)) = (e(€oer)) ™ = —e8"(e1)|Ver | — e&'(er) Aey — g (er) T =

e (1 _ 1 _
— ( slIn(ce)|2 + S| In(ce)| 2 ) [Ver >+
(531 2 4

1 1
e\ (] In(ce;)|"? — 5\ ln(cel)yl/z) e — 5‘ In(ce;)| /2 =
1

1 1 1 1
— a_el| ln(cel)\_l/2 1—¢? [(5 + Z| ln(cel)\_l) \Vel|2 -\ (| In(ceq)| — 5) eﬂ

N /
-~

h3
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Dato che hs & continua su € se ne ricava —A(e oe;) — (e€oe;)™t < 0in Q pere >0
piccolo, cioe la (6.30) per ¢. Raccogliendo in maniera diversa si ha:

A oer) — (o) =
Jn(cey)] 2 { (% v 1n<ce1)yl> Veil? + A (| n(ce))| %) o 52} N

2
i| In(cey)| /2 (%0 - 5_2) >0 (see>0 e grande)

€1

(|In(ceq)| > 1 per la scelta di ¢). Dunque vale la (6.30) per .

Caso «a €]1,3]  Notiamo che se @ > 1 non ¢ piu vero che G, (e;) € L(Q), dunque
& necessario cambiare la £ (per @ = 1 avremmo pututo mantenere £(s) = s). Dato
2

1
« in |1, 3] poniamo (3 := (5 <B< 1> e definiamo £(s) := s°. B chiaro che £ &

1+«
continua su [0, 400, £(0) = 0, £ ¢ infinitamente derivabile e £ > 0 su |0, +o0o[. Ovviamente

¢(s) = BsPL = Bsi7a e £"(s) = B(B—1)s%"2 = B(B—1)sT+a per ogni s > 0. Se ne deduce
che £ oe; & CO(Q) NC>®(Q), positiva in 2 e nulla su IQ. Vediamo che V& o e; € L2(9Q).

1—o
[1veoel = [ |¢e|ve o - ﬁ/ &1 Ve 2 di <
Q Q
T 5
5 e P+ oM Ve, [ 5
{91(90)25} 0
L’integrale su {e; > d} € chiaramente finito, il secondo lo ¢ se e solo se:

11—«
1+«

2 >—-12-2a>-1—-asa<d

e dunque la tesi ¢ vera. Vediamo che G, (£ o e;) ¢ integrabile.

1 l—a 1 1-a M 0 —a
/ Go(oe))dr = —— ef”“ dr < (/ e?”o‘ do + — [ s*i5a ds.)
0 l—a /g I —a \Jie (2)>5) v Jo

La condizione di integrabilita ¢ la stessa trovata sopra quindi anche questa tesi ¢ dimo-
strata. Abbiamo provato le (6.29); vediamo le (6.30):

—Ae(oey)) —(e(foey)) ™™ = —55/’(e1)]Ve1|2 —cel'(e))Ae; — e %(ey) =

—2a

—2a
—eB(B—1)e;™|Vey|? 56e1+0‘ e %t =

—2a

—e %[ {1 -8 | (1—pB)|Ver|* + ei =

~
hy

—2a
ce[ ™ (1- B)|Vei|* + e% —eg e

TV
hg

Si vede che la funzione hy & continua su 2, da cui, per € > 0 piccolo, si ha 1 —e'**3hy > 0,
da cui —A(e(oey)) — (e(Eo0ey)) * < 0, cioe vale la (6.30) per ¢. Inoltre

inf hy > min{ inf hy, inf h4} > mln{ (1-— Vg,(52}. >0
Q {el<5} {e1>§}

Ne segue che, per € > 0 grande si ha Shy — 17 > 0 e quindi vale la (6.30) per ¢». [
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Possiamo ora dimostare 'esistenza e 1'unicita di una “soluzione classica” per (Psng).

6.6.5 Teorema. Sia (2 C RN un aperto limitato con frontiera regolare. Sia 0 < a < 3.
Allora esiste unica u : 2 — R tale che:

u € Hy(Q), u € C(Q)NC®(Q), u(r) =0 sex €N
u(z) >0 —Au=u"“ in Q.

Dimostrazione. Definiamo il funzionale I, : L?(Q) —] — oo, co] ponendo:

L) = {3 (Fu + Galw) de s u € HY(@) ¢ Galu) € LA(9)
¢ RS altrimenti.

Notiamo che le funzioni ¢ e ¢ trovate nel Lemma (6.6.4) sono nel dominio di I, (dunque
I, ¢ proprio) e sono rispettivamente una sotto e una sopra soluzione per —A — G’ (questo
segue dalla Proposizione (6.5.11)).

Definiamo I, 4.4 : L*(©) —] — 00, 0], ponendo:

I(u) sewueKY

+00 altrimenti

cioe In gy = 1o + Xk dove KZﬁ e stato definito in (6.5.14). Dato che G, > 0 vale la
condizione (G~ .p.co) per ogni p > 1, dunque per p = 2. Ne segue che [, e (per motivi
analoghi) I, ., sono semicontinui in L?(Q2). Per il Teorema (6.4.9) esiste unico @ per I,,
e per la Proposizione (6.5.16) si ha che ¢ < @ < 1. Questa diseguaglianza implica che
u>0in Qe ||ul|, < +oco. Sempre per (6.4.9) abbiamo:

Vv € H(Q) con Go(-,v) € LY(Q) si ha u™*(v —a) € LY(Q) e

/Vﬁ~V(v—ﬁ)dw—/u°‘(v—ﬁ)dw >0
Q Q
Sia w € C(Q). Se K ¢ il supporto di w: § := in}f(go(x) >0,ese0<e|w|, <d/2siha:
re
inf u(x) + ew(z) > inf p(z) +ew(x) > 6/2 = sup Go(u + cw) < +00.
zeK zeK zeK

Dato che G (u + ew) = G (u) fuori da K, possiamo concludere che, per € > 0 piccolo,
v = % £ ew sono test ammissibili nella disequazione sopra. Ne deriviamo:

/Vﬁ-dex—/u_o‘wdx:O Yw € C2(Q).
Q Q

Se ©; & un aperto regolare con 2; C 2, usando i teoremi standard di regolarita (XXXXX)
(possibile perché 7 := in£ w(x)>0e f(u) = u™ e C®(n/2 + oo[) ), otteniamo che
el
u € C*({y). Per Darbitrarieta di € si ha u € C*(Q).
Dato che ¢ < < 1) si ha anche @ € C°(Q). m
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Appendice A

Appendice

A.1 Alcune generalizzazioni del Teorema di Lagrange

A.1.1 Teorema (Lagrange generalizzato I). Se f : [a,b] — R é continua e se per ogni
b) —
x €la,b[ esistono f'(x) e fi(x), allora esiste un punto & €la,b[ tale che fb) = f(a) l)) f(a) P
—a

compreso tra f () e fi(§).

(¢ —a) e hz) = f(x) - g(a). B
chiaro che h & continua su [a,b] e che h(b) = h(a) = 0. E altresi chiaro che i/ (z) =

f(b) — fla f(b) — fla
@) - POZID gy ) = gy - PO
2’ 2" € [a,b] tali che h(z") < h(x) < h(2”) per ogni x € [a,b]. Se a’,2" € {a,b)} allora
h(z") = h(z") = 0 e quindi h = 0 da cui A'(x) = 0 per ogni z e la tesi vale per un
qualunque § in Ja,b[. Se 2’ €]a,b[ si ha h’_(2') < 0 < A/ (2'): in questo caso scegliamo
§=2a';se 2" €la,b] si ha b/ (") <0 < B (2"): scegliamo allora £ = 2”. In ogni caso si
verifica facilmente la tesi. O

Dimostrazione. Poniamo g(z) := f(a) + /

(b) — f(a)
b—a

per ogni z in |a, b[. Dunque esistono

A.1.2 Proposizione. Sia f : [a,b] — R una funzione continua che ammetta derivata
destra f'(z) (derivata sinistra f'(x) ) in ogni x di |a,b|.

(a) Se f. >0 (f_>0) inla,b], allora f ¢é strettamente crescente in [a,b].
(b) f & debolmente crescente se e solo se f\ >0 (f >0) in |a,b|.

Dimostrazione. Per prima cosa notiamo che, a causa dellipotesi f} > 0:
Vo €la,b] 30 >0taleche x +d <be f(a') > f(x) Va’ €lx,x+ [ (A.1)
Dimostriamo (a) Sia xy €la, b[. Poniamo:
S (o) := {z € [x0,]: f(2') = f(0) V2’ € [0, 2]}.

L’insieme J; (z() non ¢ vuoto dato che contiene zy. Sia T := sup J, (o). Dico che T = b.
Se cosi non fosse avrei a < o < T < b e per continuita f(z) > f(xg) (cioe T € Ji(xg)).
Ma allora, applicando la (A.1) in © = Z troverei un intorno destro di Z tutto contenuto in
Ji(xg), cosa che contrasta con la definizione di z. Abbiamo dimostrato che per ogni xg, x
in Ja,b[ con xy < x si ha f(xg) < f(z). Per continuita lo stesso valse se xg,z € [a,b]. in
altri termini f & debolmente crescente in [a,b]. Ma per la (A.1) la crescenza ¢ stretta.
Dimostriamo (b) Se f ¢ debolmente crescente ¢ facile dimostrare che f} (z) > 0 in
tutte le « di ]a, b[. Viceversa supponiamo che f! > 0 e consideriamo g.(x) := f(z) + €z,

137
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dove £ > 0 ¢ fissato. E chiaro che gy > 0 e dunque per il punto precedente g. ¢ stettamente
crescente. Facendo tendere ¢ — 0T se ne deduce che f & debolmente crescente.

Il caso con la derivata sinistra ¢ analogo (volendo si puo applicare il caso visto sopra
alla funzione h(z) := —f(b+ a — z)). O

A.1.3 Teorema (Lagrange generalizzato II). Supponiamo che f : [a,b] — R sia una
funzione continua tale che:

o per ogni x €a, b| esiste la derivata destra f' (x) (la derivata sinistra f (x));

e per ogni x €a, b| esiste il limite sinistro di f' (x) che indichiamo, mancando un po’
di rigore, con f' (x~) (esiste il limite destro di f’ (x) che indichiamo con f’ (x™).

Allora esiste un punto & €la, b| tale che:

f(b) = f(a)
b—a

f(b) = f(a)

; ¢ compreso tra ' (x) e f’(a:*))
—a

¢ compreso tra fi.(z7) e fi(z) (

Dimostrazione. Si considerano come al solito le funzioni g(x) := f(a)+ I Z)) — /() (x—a)
a

e h(x) := f(z) — g(z) e si prendono i punti 2/, 2" € [a,b] tali che h(z') < h(z) < h(z")
per ogni = € [a,b]. Dato che h(a) = h(b) = 0 uno tra o’ e z” deve essere in |a, b[, a meno
che h non sia costantemente nulla (nel qual caso la tesi ¢ ovvia). Consideriamo il caso
x" €la,b]. Allora deve essere I/ (2") < 0 (per definizione di derivata destra) e dunque

fi(a") < w. Se fosse A/ (z"~) < 0 esisterebbe ¢ > 0 tale che A/ (z) < 0 per

tutte le x € [2" — 0,2"]. A causa della (A.1.2) h sarebbe strettamente decrescente su
[z — 0,2"] da cui h(z” — &) > h(z"), contro il fatto che h(z”) ¢ il massimo di h. Dunque

R (z"7) > 0 da cui f}(z"7) > %ﬁ(a). O

A.2 Alcune proprieta delle funzioni di H}(2)
A.2.1 Lemma. Se (u,) ¢ una successione in Hy(Q) tale che
u, —u in L2(Q) , Vu, = pin L2(Q)Y

peru € L2(Q) e p € L2(Q)N, allora v € HY(Q) e p = Vu.
Questo € vero se, in particolare:

Uy, > U qo , Vu, —>pqo

un(@)] < g(z) , [Vun(2)| < g1(2)

con g e g1 in L*(Q).
A.2.2 Lemma. Sia E C R un insieme trascurabile e sia u € HY*(Q). Allora linsieme:
F(,E):={x € Q:v(x) € E,Vu(x) # 0}

¢ trascurabile (qualunque sia il rappresentante di u usato per definire F(u, F)).
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A.2.3 Proposizione. Sia H : R — R una funzione lipschitziana. Come ben noto
[insieme:
Ey = {s € R: H non ¢ deriwabile in x}

¢ trascurabile. Allora per ogni u € HY*(Q) la funzione H o u ¢ in HY?(Q) e (usando la
notazione del lemma (A.2.2))

H'(u(x))Vu(z) sex € F(u,Eg),

. . (A.2)
0 altrimenti

V(H ou)(x) = {

(dalla tesi del lemma il termine di destra non dipende dal rappresentante di u).
Se poi aggiungiamo che H(0) =0 allora H ou € HY(Q) per ogni u in H ().

Dimostrazione di (A.2.2) e di (A.2.3). Faremo la dimostrazione per passi successivi, ogni
volta mediante opportune approssimazioni. In quanto segue fissiamo u € H}(12) e il corri-
spondente Vu € L?(Q). Consideriamo u(x) e Vu(z) definiti per ogni z in Q (stiamo dun-
que prendendo dei rappresentanti per la funzione e per il suo gradiente). La dimostrazione
e presa da Boccardo-Murat,

Passo uno Supponiamo H di classe C* con derivata limitata. Sappiamo che esiste
una successione (u,) di funzioni C'(Q2) tali che u,, — u in H*?(Q) (e Vu,, — Vu in L3(Q)).
(MS XXX) A meno di sottosucccessioni possiamo supporre che u,, = u e Vu,, — Vu quasi
ovunque. Dato che:

H o tn] < sup | H(8) Jun]  |(H' 0 100) Vita] < s5up | H'(3)] [V,
sER s€R

usando il Lemma (A.2.1) otteniamo H ou,, — Howu in H*?(Q) e V(H ou,,) — (H' ou)Vu
in L%(Q). Se ne ricava H ou € H"*(Q) e la formula (A.2) nel caso appunto di H di classe
C! con derivata limitata (in cui F(u, Eg) = 0). Se u € H(Q), allora le u, si trovano in
CL(€2). Se anche H(0) = 0 si ha H ou, € C}(Q2) da cui H ou € H}(9).

D’ora in avanti consideriamo u € H}(€) (il caso u € HY?(Q) ¢ praticamente identico)-

Passo due Siano a, b, sy € R e consideriamo:

h = al)_oo o] + D1jsy o0 : H(s):= / h(o)do.
0

Se € > 0 possiamo “regolarizzare” h ed H ponendo:

a se s < s,
he(s) == a+8_680(b—a) seso<s<sg+e, , H.s) ::/ha(a)da.
0
b se so+e<s

Poniamo inoltre v. := H.(u). Dato che H. & C! con |H!| = |h.| < M := max |al, ||, si ha
che v. € H{(Q) e V. = (h. o u)Vu. Si vede facilmente che:

ve(x) = H(u(z)) per qo. xin Q , Vo (z) = h(u(x))Vu(z) per q.o. z in Q

[Velliz@) < Mllulliay  + 1VUellia) < M llullyyq) -

Per il Lemma (A.2.1) si ha Hou € H}(Q) e V(H ou) = (hou)Vu.
Possiamo ripetere lo stesso ragionamento considerando:

h = al],oo,s()[ + bl[so,Jroo[



140 APPENDICE A. APPENDICE

notando che [ h(o)do = [h(c)do = H(s) per ogni s. Analogamente definiamo:
0

a se s < g — €,
he(s) := b—l—S_gSO(b—a) seso—e<s<sy. , H(s) ::/0 h(0) do
b se s <s

e v, = lflg(u) Ragionando come sopra si vede che
0. — Houin HY(Q) |, Vi. — (how)Vu in L*(Q)

da cui H ou € HY(Q) (che sapevamo gid) e V(H o u) = (h o u)Vu. Questo ci dice che,
fissati un qualunque rappresentante di u e un qualunque rappresentante di Vu si ha:

h(u(x))Vu(z) = h(u(z)Vu(z) per quasi ogni z € Q.

Ne segue che:
Vu(z) = 0 per q.o. = €  tale che u(x) = so.

Ragionando in modo analogo si dimostra che, se I4,...,[; sono intervalli limitati

disgiunti in R (non importa se aperti, chiusi o semiaperti) di estremi ay, ..., ay, by, ..., by,
k s

se h:=3 a;1;, con ay,...,q in R, posto H(s) := [h(c)do, Hou € Hj(2) e
‘ 0

=1

Vu =0 q.o. su U {u(z) =a;} U{u(z) =b;} , V(Hou)=(hou)Vu

=1

dove la formula di destra si intende che (h o u)Vu = 0 dove Vu = 0 indipendentemente
dal fatto che h o u sia univocamente definita.
Consideriamo ora una successione (]an,b,[) di intervalli disgiunti e poniamo A :=

(@

lan, b,]. Se k € N poniamo:

n=1

k} S S
hi=1a , =) Lo » Hils) ::/ he(o),do , H(s) ::/ (o), do.
n=1 0 0

Poniamo inoltre vy, := Hj, o u. Per quanto visto sopra vy € H{(Q) e Vo, = (hy, o u)Vu.
Ragionando come sopra vediamo che: v, — v =: H o u, Vv, — (h o u)Vu puntualmente
e inoltre (essendo 0 < hy < 1):

o] < Jul € L2(Q) . [(h o w)Vu| < [Vu| € L2(Q),

dunque v € H}(Q) e Vv = 1,Vu.
Passo tre Dimostriamo il Lemma (A.2.2). Sia E C R trascurabile. Dato ¢ > 0
possiamo trovare un aperto A, tale che

ECA. , meas(A,) <e.

Ovviamente possiamo anche supporre che A, C Ae’ per € < €. In questo modo ¢ chiaro
che, per ¢ — 0":
14.(x) -0 Vzconz ¢ E.
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Dunque 14, — 0 quasi ovunque. Se poniamo allora H.(s) := [ 14 (0)do e v, := H.(u)
0

allora per il punto precedente (dato che ogni A, si scrive come unione finita o numerabile
di intervalli disgiunti) abbiamo v. € H}(Q), Vv. = 1,.Vu. Ma ripetendo i ragionamenti
usati sopra otteniamo:

v. = 0in H{(Q) , Vv, — 1xVu.

Se ne deduce 15Vu = 0, cioe la tesi di (A.2.2).
Passo quattro Vediamo il caso generale. Sia H : R — R lipschitziana. Sappiamo

che H ¢ derivabile quasi ovunque dunque esistono h € L*(£2) e un insieme trascurabile
E; tali che:
H'(z) = h(z) Vr e R\ F;

(consideriamo comunque h(x) definita per ogni x). Poniamo:
H.:=nxH | h.:=n-xh

dove 7. sono dei mollificatori. Allora H.(x) — H(z) per ogni x in R e h.(x) — h(x)
per ogni © € R\ Es, dove Esy ¢ un altro sottoinsieme trascurabile di R. Poniamo E :=
Ey U E,. Per il punto precedente sappiamo che Vu = 0 quasi ovunque sull’insieme
{r € Q:u(x) € E}. Dunque H.ou € H}(Q) e

V(H.ou) = (h.ou)Vu— (hou)Vu quasi ovunque in §2
[

A.2.4 Osservazione. Da (A.2.3) si deduce che, se u,v € HY*(Q) (H{(2)), allora ut, u~,
uVv=u+(w—u)TeuAv=u—(u—ov)" sonoin H-?*(Q) (H}(Q)). Inoltre:

VU+ = 1{u20}Vu s Vu = —1{u§0}Vu
VuVwov= 1{WZU}V?} + 1{U<U}Vu , VuAhv= 1{,,2“}Vu + 1{v<u}Vv.

A.2.5 Osservazione. Se u € HY?(€)) e u ha supporto compatto, allora u € H}(2). Per ve-
derlo basta notare che n.xu & a supporto compatto per gy piccolo (7. sono dei mollificatori)
e tende a u in H?(Q) per ¢ — 0.

A.2.6 Proposizione. Sia u € C°(Q) NH(Q) con ulaq = 0. Allora u € HE(S2).

Dimostrazione. Consideriamo il caso in cui u(z) > 0 per ogni x € Q. Allora per ogni
n € N la funzione u,, :== (u—1/n)" ¢ ancora in H*(Q) ed & a supporto compatto, dunque
u, € Hy(Q). Inoltre Vu,, = 1y>1/n3 Vu. Se ne ricava facilmente che u, — u in H**(Q) e
dunque u € H}(9).

Consideriamo ora il caso v > 0. Ricordiamo che la funzione d : R® — R definita
da d(z) := dist(z,R™ \ Q) ¢ 1-lipschitziana e dunque ¢ in H?(Q). Se n € N definiamo
Uy () = u(x) + d(z)/n. Le u, sono in C(Q) N HY2(Q) e sono positive in . Per quanto
visto sopra u,, € Hj(Q2). Dato che u,, — u si ha u € H}(Q).

I1 caso generale si ottiene scrivendo u = u™ — u™. O

A.2.7 Proposizione. Sia v € H{(Q) con v > 0. Allora esiste una successione (v,) in
C> () con v, > 0 tale che v, — v in H?(Q).

Dimostrazione. Per la definizione di H}(£2) si sa che esiste una successione @, in C°(12)
che converge a v in H{(Q2). Allora o, & in H}(£2), ha supporto compatto e converge ancora
a v. Usando un opportuno mollificatore otteniamo una v, che ¢ di nuovo C>*(€2), che
converge a v e che in pitl € non negativa. n
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A.2.8 Proposizione. Sia v € H}(Q) con v > 0. Allora esiste una successione (w,,) con
0 < w, <w,i1 <, w, asupporto compatto in Q e w, — v in HY(Q).

Dimostrazione. Partiamo dalla (v,) della Proposizione (A.2.7). Allora v, A v & in H}(Q),
ha supporto compatto e si ha v, Av — v. Costruiamo ricorsivamente la (w,) in modo che

1

w,, ha supporto compatto 0<w, <w,i1<v , |w,—v|] <=

n
Come passo iniziale definiamo wy := v A v per k in N tale che |[v — v, Av| < 1.
Supponiamo poi di avere costruito wy, ..., w,. Sappiamo che w, Vv, Av — v per k — oo.

Possiamo dunque trovare k per cui ||w,, V vy Av — | < n+r1 e porre Wy 1 := wy,VupAv. [

A.2.9 Proposizione. Sia v € H2(Q)NC() con v(z) <0 (v(z) > 0) per ogni x in 0.
Allora vt € HY(Q) (v= € HY(2)).

A.2.10 Proposizione. Se v € H*?(Q), u; < v < uy con uy,u; € HY(Q), allora v €
Ho(Q).

A.3 Funzioni assolutamente continue

Sia (X, d) uno spazio metrico.

A.3.1 Definizione. Sia I C R un intervallo e sia f : I — X. Diciamo che f & assoluta-
mente continua in I se per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che, per ogni famiglia finita di
sottointervalli disgiunti

k
L, L I =lajb] C I, com Y || <§
j=1

si ha:
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