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Capitolo 1

Limite e continuita in spazi vettoriali
normati

1.1 Spazi vettoriali

1.1.1 Definizione (Spazi vettoriali). Dico che un insieme X ¢ uno spazio vettoriale (su
R) se sono definite un’operazione di somma s:X x X — X e un’operazione di prodotto per
gli scalari p: R x X — X, per cui useremo le notazioni:

r+y:=s(x,y), Az = p(A, x) Ve, y € X, forall\ € R,
che hanno le seguenti proprieta:
commutativita della somma z 4y = y + x per ogni z,y in X;
associativita della somma (r +y) + 2z =z + (y + z) per ogni z,y, z in X;
esistenza dell’elemento neutro esiste 0 € X tale che x + 0 = = per ogni x in X;
esistenza dell’opposto per ogni x in X esiste —z in X tale che x 4+ (—z) = 0;

distributivita della somma rispetto al prodotto
Mz +y) =Ar+ Ay per ogni z,y in X e Ain R.

In quest’ambito gli elementi = di X si chiamano vettor: e i numeri A € R si dicono scalari.
1.1.2 Esempio. Lo spazio RY & uno spazio vettoriale se
x+y:=(x14+y,..., o8 +Yn), Ax = (Azq, ..., \zy)
dove x = (z1,...,2n), Yy = (¥1,---,yn) e A €ER.
Nel resto del paragrafo X sara uno spazio vettoriale.

1.1.3 Definizione (combinazioni lineari). Dati xi,..., ) in X si chiama combinazione
lineare di x, ..., x, un’espressione del tipo:

k

=1

dove Aq,...,A; sono in R. Dico che un vettore x € combinazione lineare di x1,...,x; se
esistono Aq, ..., A, tali che v = \jzqy + -+ - + Ay
Si dice che xq, ...,z sono linearmente indipendenti se I’unica combinazione lineare
di x1, ...,z che produce lo zero e quella con tutti i A\; nulli:
O=X i1+ -+ Mg =A=---=X\ =0
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1.1.4 Definizione. Se X e uno spazio vettoriale definiamo la dimensione di X:
dim(X) :=sup {k € N: esistono k elementi di X linearmente indipendenti} .

Dato che si prende un sup tra numeri interi ¢ chiaro che o dim(X) = oo oppure dim(X) € N
e in questo caso ¢ un massimo: se N = dim(X) € N ci sono N vettori linearmente
indipendenti e non ce ne sono N + 1. Notiamo che dim(X) = 0 se e solo se X = {0}.

Si pud vedere che esistono spazi vettoriali X di dimesione infinita. Se dim(X) =N € N
chiamiamo base per X un qualunque insieme B = {e;,...,ex} cone; € X e ¢; linearmente
indipendenti (i = 1,..., N).

1.1.5 Proposizione. Sia N € N siamo ey,...,exy € X. Allora B = {ey,...,ex} é una
base se e solo se:

® ¢,...,en sono linearmente indipendenti;
e e,...,en “generano X7, cioé per ogni x € X esistono \i,...,Ay € R tali che
x = MNej+--+Ayen (z si puo scrivere come combinazione lineare degli ey, ..., ex).

Se questo avviene, allora D(X) = N — in particolare tutte le basi hanno lo stesso numero
di elementi, pari alla dimensione di X .

1.1.6 Definizione (coordinate). Sia B = {ey, ..., ey} una base per X. Per quanto sopra
dato z in X si ha x = A\e; + -+ + Ayen per opportuni coefficienti A;. E facile vedere
che i \; sono unici: chiameremo (A1,...,Ay) le coordinate di x rispetto alla base B e le

indicheremo con [z]s (elemento di RY). La coordinata i-esima si indica con [z]g;.
Notiamo che 'applicazione z +— [z]g & bigettiva da X in RY (ed ¢ lineare). Quindi
ogni spazio di dimensione N si puo “rappresentare” mediante RV.

1.1.7 Esempio. X = R" ha dimensione N. Una base per RY & costituito dai vettori
e = (e1,...,e,n) cone;; =0 peri#jee;,; =1 Pervedere che By := {ey,...,en} ¢
una base (la base canonica ) in RY basta notare che:

e ¢li e; sono linearmente indipendenti: se 0 = \je;+- - -+Ayey allora \je;+- - -+Ayey
ha tutte le componenti nulle; ma la componente j-esima di A\je; + --- 4+ Ayey €
esattamente A;, dunque A\; = 0 per ogni j =1,..., N;

e gli e; generano RY: se x = (z1,...,2,) allora x = x1e; + -+ + x,ey.

Dunque, rispetto alla base canonica, le coordinate di x sono le componenti di x.
1.1.8 Esempio. Consideriamo
X =C%0,1):={f:[0,1] = R, f continua}
(le funzioni continue su [0, 1]). E immediato verificare che X & uno spazio vettoriale (con

(f +9)(x) == f(x) + g(x) e (\f)(x) := Af(2)).

Questo spazio non ha dimensione finita. In effetti preso comunque un £ intero esistono

fi,---, fr € X tra loro linearmente indipendenti. Siano infatti f; tali che:
_ 1—1 1 .. .. le—1 1
fi(z) = 0 fuori da % fi(z;) = 1 se x; & il punto medio di %]
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fi

Se A1, ..., A, sono tali che f(x) := Ay fi(x) + -+ + A\ fr(x) € la funzione nulla, allora:
0=f(z))=Mfi(x)+- -+ Nfi(z) +- +Mfe(@) =204+ N1+ -+ 0=\
e quindi i A\; sono tutti nulli.

1.1.9 Definizione. Sia L : X — X' un’applicazione tra due spazi vettoriali X e X’. Si
dice che L ¢ lineare se

Lz +py) =MLz +puly  Vo,ye X, VA, ueR.

Indicheremo con £(X, X’) I'insieme delle applicazioni lineari da X in X. E immediato
verificare che £(X, X’) ¢ uno spazio vettoriale.

1.1.10 Notazione. D’ora in poi conviene pensare che i vettori di B siano delle colonne:

T
xeRVex=|: con ry,...,xy €R.

TN

1.1.11 Proposizione (rappresentazione delle applicazioni lineari). Siano X e X' spazi

vettoriali e sia L : X — X' un’applicazione lineare. Siamo B = {e1,...,ex} una base

per X e B' ={€},..., €y} una base per X'. Datii=1,....,.M e j=1,...,N poniamo:

a;j = [Lej|p i € consideriamo la matrice A di componenti a; ;. In altri termini
A=Appp=|Leils, -, [Len]s]

é la matrice M x N avente come colonne i vettori [Le;|p . Allora
[Lz|p = Az Ve e X

dove A opera su x| mediante il ben noto prodotto righe per colonne.

M
Dimostrazione. Notiamo che per definizione degli a;; si ha Le; = ) a; e}, per j =
i=1
1,...,N.
N
Sia ora x € X. Le coordinate di z in B sono i numeri z; tali che x = ) z;e;. Allora:
=1
N N N M M [/ N
Lx=1L E xje; | = E xjLe; = E T a;je; = E E a; ;| €.
j=1 j=1 j=1 =1 i=1 \j=1
N
Questo significa che i numeri ) a; jz; sono le coordinate di Lz nella base B’. Ma questi
Jj=1

numeri sono proprio le componenti del prodotto A[z]z. ]
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1.1.12 Osservazione. Se consideriamo X' = X e L = Id (la funzione identica) allora la
formula precedente esprime il cambio di coordinate dalla base B base B’. Dunque posto

M(B',B) = [es- -+, [en]s]
si ha:

[l‘]g/ = M(B/, B)[l‘]g Vo € X.
Ne segue:

M(B,B"M(B',B)[z]s = [z]s, M(B,B)M(B,B)[x]g = |z]|s
cioe:
M(B,BYM(B',B) =1, MB ,B)YM(B,B') =1
e dunque:
M(B,B)™' = M(B,B)

In particolare se vy, ..., vy sono N vettori di R, allota la trasformazione che fa passare
dalle coordinate canoniche a quelle nella base {vq,...,vn}

1.1.13 Proposizione. La rappresentazione delle applicazioni lineart mediante matrici ha
le sequenti proprieta:

e se A rappresenta Ly e Ay rappresenta Lo allora A\ Ay + Mo Ao rappresenta ALy +
)\ZLZ;'

e se A rappresenta L e B rappresenta G, allora AB rappresenta L o G.

1.1.14 Definizione. Dico che un’applicazione b : X x X — R e bilineare se b e lineare
rispetto ad ognuno dei suoi due argomenti:

b(A1z1 + Ao, y) = Mib(z1,y) + Aab(22,y), bz, My1 + Aaya) = Mib(w, y1) + Aob(, 92).

Un’applicazione bilineare b si dice simmetrica se b(z,y) = b(y, z) per ogni x,y in X.

Data un’applicazione ® : X — R dico che ® e una forma quadratica se esiste un’appli-
cazione b tale che ®(z) = b(z, z). E ovvio che (ai fini di definire ®) posso sempre supporre
b simmetrica (se no rimpiazzo b con b(x,y) := (b(x,y) + b(y, z))/2 notando che in questo
modo la forma quadratica associata rimane la stessa).

1.1.15 Definizione. Data un’applicazione bilineare b dico che b é semidefinita positiva
su X se b(z,z) > 0 per ogni x € X; dico che ¢ definita positiva se b(x,z) > 0 per ogni
x € X con x # 0. Analogamente definisco b semidefinita negativa e definita negativa.
In realta queste sono proprieta dalla forma quadratica associata a b e quindi useremo la
stessa terminologia parlando di .

1.1.16 Definizione (prodotto scalare). Chiameremo prodotto scalare su X un’applica-
zione bilineare simmetrica b tale che b(z,z) > 0 e vale zero se e solo se = 0. Se esiste
un prodotto scalare su X diciamo che X e uno spazio di Hilbert. In tal caso useremo la
notazione x - y in luogo di b(z,y) — riassumendo, il prodotto scalare (se esiste):

e ¢ bilineare nei sui argomenti:
(Mz1+ Aom2) -y = Mi(z1, ) + Ae(22,9), T (Myr + Aaya) = M, y1) + Aa(x, 42);

e ¢ simmetrico :x -y =y - x;
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e ¢ strettamente positivo: z-x > 0e x-x =0 solo se z = 0.

Chiameremo norma (associata al prodotto scalare) 'espressione ||z|| := v/ - x, defi-
nita per ogni x in X.

Diremo che due vettori x e y sono ortogonali se x -y = 0; diremo anche che un insieme
di vettori V ¢ ortonormale se per ogni x in V si ha ||z|| = 1 e per ogni coppia di vettori
distinti x,y € Vsihaz-y = 0.

1.1.17 Esempio. Nello spazio RY si puo introdurre il prodotto scalare (canonico):
X.y;:x1y1+...+xNyN_

Non e difficile verificare che tutte el proprieta richieste sono verificate e che in questo caso:
x|l = /af+ -+ 2%

Per il resto del paragrafo supponiamo che in X ci sia un prodotto scalare (z,y) — z-y.

1.1.18 Osservazione. Se x1,...,xT; sono mutuamente ortogonali, allora sono linearmente
indipendenti.

1.1.19 Proposizione. Supponiamo che X abbia una base. Allora X ha una base orto-
normale.

1.1.20 Proposizione. Supponiamo che B = {ey,...,ex} sia una base ortonormale.
Allora per ogni x € X le coordinate di x rispetto a B sono i numeri

Ti =€ 1=1,... k.
Dimostrazione. Supponiamo che

k
Tr = E Ti€;.
i=1

Prendiamo j tra 1 e k£ e moltiplichiamo la relazione sopra per e;:

k k
T-ej = E zie; | -ej = E zi(e; - €j) = x;.
i—1 i=1

perché e; - e; = 0 quando ¢ # 7 mentre e; - e; = 1. ]

1.1.21 Osservazione. Se B € una base ortonormale in X (di dimensione N) allora

In altri termini il prodotto scalare in X si trasforma nel prodotto scalare canonico di RY.
Per vederlo basta usare la Proposizione (1.1.27): e chiaro che in questo caso a; ; = €;-e; =
0ij (0ij =0sei#j,0;; =1), cioe A=1 e la tesi segue.

1.1.22 Definizione. Dato un sottospazio V' C X definiamo [’ortogonale di V:
Vi={reX:z-v=0% e V}.

VT & un sottospazio vettoriale di X tale che X = V @& V7. Ne segue facilmente che
(VT =V.
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1.1.23 Teorema. Sia X di dimensione finita e sia L : X — R una funzione lineare.
Allora esiste un vettore v € X tale che

Lr=xz-v Ve e X.

Inoltre l'applicazione L — v ¢ lineare (e dipende dal prodotto scalare).

1.1.24 Definizione. Sia L : X — X un’applicazione lineare. Diciamo che L & simmetrica

se
Lr-y=z-Ly (= Ly-x) Vr,y € X.

1.1.25 Osservazione. B facile vedere che se dim(X) =N, Beunabaseper X, L: X - X
¢ lineare e A ¢ la matrice N x N che rappresenta L (A = Ay g3), allora:

L ¢ simmetrica < A = AT (A ¢ simmetrica).

1.1.26 Teorema. Sia X di dimensione finita e sia b : X x X — R un’applicazione
bilineare. Allora esiste un’applicazione lineare L : X — X tale che:

b(w,y) = (Lx)-y  VryeX.
Inoltre L ¢ simmetrica se e solo se b é simmetrica (N.B. L dipende dal prodotto scalare).

Dimostrazione. Fissato y in X l'applicazione x + b(z,y) ¢ lineare da X in R. Dunque
per il Teorema (1.1.23) esiste v € X tale che:

b(z,y)=x-v  VrelX.

Dunque per ogni y ¢ definito un vettore v per cui vale la relazione sopra. E facile vedere
che v & unico e quindi possiamo chiamare L l'applicazione y — v (cioe scrivere v = Ly).
E anche immediato verificare che L e lineare. ]

1.1.27 Proposizione. Sia X di dimensione N, sia b : X x X — R un’applicazione
bilineare e sia L applicazione lineare che rappresenta b come dal Teorema (1.1.26). Sia

B = (e1,...,ex) una base ortonormale di X e sia A la matrice N x N che rappresenta L
rispetto alla base B (in partenza e in arrivo).
Allora:

b(z,y) =[z]zAlyls  Vr,yeX.

Non é difficile verificare che a;; := b(e;, €;):

5(61,61) 5(617€N)
A:: . .

blen,e1) -+ blen,en)

E chiaro anche che A = AT (A é simmetrica) se e solo se b é simmetrica, se e solo se
L ¢ simmetrica.

1.1.28 Definizione. Sia L : X — X lineare. Si dice che un numero A ¢ un autovalore se
esiste e € X tale che e # 0 e Le = Xe. 1l vettore e si dice autovettore di autovalore .

1.1.29 Osservazione. Se si fissa una base B in X e A e la matrice che rappresenta L
rispetto alla base B (in partenza e in arrivo), allora Ale|s = A[e]g. Dunque la ricerca degli
autovalori di L equivale alla ricerca degli autovalori di A. Per quest’ultimo problema
abbiamo a disposizione le tecniche dell’algebra lineare che ci dicono che gli autovalori di
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A sono le radici del polinomio caratteristico P(A) := det(A—AI). In generale queste radici
sono complesse (in effetti si potrebbe rifare la teoria degli spazi vettoriali prendendo gli
scalari in C e considerando allora matrici a coefficienti complessi).

E ben noto che ad autovalori diversi corrispondono autovettori linearmente indipen-
denti; da questo segue che se A ha N autovalori distinti Ay, ..., Ay (P ha N radici distinte,
tutte di molteplicitd 1) allora esiste una base per RY fatta di autovettori di A. Rispet-
to a questa base la matrice si scrive come Diag()\,..., Ax) (la matrice diagonale avente
A1, ..., Ay sulla diagonale). Dunque A ¢ diagonalizzabile: Diag(Ay,...,A\y) = M 1AM
dove M = M (By, B), By ¢ la base canonica e B ¢ la base ottenuta dagli autovettori.

Se P ha meno di N radici le cose si fanno complicate. In generale per ogni radice
Ao di P si definiscono la molteplicita algebrica pi,(Ao) che € I'intero m tale che P(\) =
(A—=X0)™Po(A), con Py(Ag) # 0 e la molteplicita geometrica yi,(Ao che & la dimensione del
sottospazio generato dagli autovettori di A di autovalore Ag. In generale j15(Xg) < f1a(Ao)-
Se per qualche autovalore g si ha 114(Ag) < f1a(Ao) la matrice non & diagonalizzabile.
In questo caso ci sono forme canoniche piu complicate (“forma di Jordan”) che sono per
esempio utili nella soluzione di sistemi di equazioni differenziali lineari. Se la matrice e
simmetrica la situazione ¢ molto pitt semplice come vediamo ora.

1.1.30 Proposizione. Sia L un’applicazione lineare simmetrica. Siano \y # Ay due au-
tovalori di A e siano ey, es due corrispondenti autovettori. Allora e, ed e5 sono ortogonali.

Dimostrazione. Si ha:
)\1(61 . 62) = (/\161 . 62) = (L61 . 62) = (61 . L€2) = (61 . )\262) = )\2(61 . 62)
Dato che A\; #£ X5 ne segue e - e5 = 0. O

1.1.31 Teorema (Teorema Spettrale). Sia dim(X) = N. Sia L : X — X lineare e
simmetrica. Allora L ha tutti autovalori reali e X ha una base ortonormale di autovettori
di L. Questo significa che esistono eq,...,ex in X ed esistono \i,..., Ay in R tali che
Le;=MNe;jeej-ej=06; (i,j=1...,N).

1.1.32 Osservazione. 11 Teorema Spettrale ci dice che esiste una matrice M tale che
MMT™ = I per cui MTAM e diagonale. Infatti siano ey, ...,ex e A1,..., Ay come sopra e
consideriamo

M :=ley,...,epn].

Per quanto visto all’Osservazione (1.1.12) M rappresenta la trasformazione di coordinate
dalla base B = {ey,...,ey} alla base canonica By = {¢1,...,éx} (n.b. se z € RY allora

[z]s, = x). Dato che B e By sono ortonormali si ha M~! = MT; dunque Mé; = e; mentre
MTe; = ¢;. Allora:

MTAMéZ = MTAei = MT(/\zeZ) = )\,;MTei = )\zéz
da cul si ricava:

A= = Diag()\l,...,)\N)
0 - An
1.1.33 Osservazione. Supponiamo che ® : X — R sia una forma quadratica e sia b bili-

neare simmetrica per cui ®(z) = b(z,z). Per il Teorema (1.1.26) esiste una applicazione
lineare simmetrica tale che b(z,y) = (Lx)-y. Per il Teorema Spettrale esistono Ay, ..., Ay
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autovalori reali di L e ey, ..., ey autovettori corrispondenti tra loro ortogonali. In parti-
colare B := {ey,...,ex} ¢ una base ortonormale per X. Per la Proposizione (1.1.27) si

ha che
N

O (z) = b(z,z) = [z]gA[z]s = Z i - e;)? Va_ieinX
i=1
(perché a;; = b(e;,e;) = (Le;) - ej = Niei,e;) = Ndij e se [z]p = (21,...,2,) allora
T;=1T-€;).
In particolare ® ¢ semidefinita positiva (negativa, definita positiva, definita negativa)
seesolose \; >0 (N, <0, A\ >0, \ <0)perognii=1,..., N.
Notiamo anche che se ® ¢ definita positiva (negativa) se e solo se

Jv > 0 tale che ®(x) > v|x||* (< —v|x||?) vx € X. (1.1)

Per vederlo basta prendere come v il minimo autovalore (o il massimo autovalore).

1.1.34 Osservazione. Una forma quadratica ® su RV ¢ definita mediante n(n + 1)/2
coefficienti ¢; j coni=1,...,N e j=1,...,4 dalla formula

@(X) = Z Ci j LT

i=1..,N,j=1,..,i

Per esempio, se N = 2 (x = (21, 22)) ®(X) = €112+ 2,273+ 912271 — non ¢’¢ bisogno del
termine ¢y 92122 perché lo si pue assimilare a co 2271 (essendo z1x9 = xox1). In questo
modo una matrice C' da cui si ottenga la ® ¢ quella con i coefficienti ¢; ; detti sopra,
convenendo che ¢; ; = 0 quando j > 7. Dato pero che vogliamo una matrice simmetrica
bisognera considerare A := (C' + CT)/2 che vuol dire a;; := (¢;; + ¢;,4)/2; notiamo che i
termini sulla diagonale rimangono gli stessi (a;; = ¢;;) mentre gli altri vengono distribuiti
meta da un lato e meta dall’altro della diagonale).

Per esempio se N = 3 e se ¢(z,y,x2) = ax® + by* + c2* + dvy + exz + fyz la matrice
da considerare e:

d e
a J— J—
2 2
d f
A=12 J
2 b 2
f e
= — c
2 2

1.1.35 Definizione. Data una matrice M x N A si chiama minore di A una sottomatrice
A7 ottenuta da A cancellando un sottoinsieme I C {1,..., M} di righe e un sottoinsieme
J C {l,...,N}dicolonne. Se A ¢ quadrata (M = N) possiamo definire i minori principali
di A come le sottomatrici quadrate AL, dove I C {1,..., N} (dunque J = I).

Se K =1,..., N chiamo minore principale dominante K -esimo la sottomatrice A(K)

ottenuta cancellando le ultime N — K righe e le ultime N — K colonne, cioe A(K) :=
AIN-K+1..N}
{N-K+1,..N}*

aii, 0y, WK
a ) a ’ . .
A = (). A@) = (0 02 e A -
7 7 a1, *°°, QKK

1.1.36 Proposizione (criterio di Sylvester). Supponiamo A simmetrica. Allora:
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e la matrice A (la forma quadratica associata ad A) é definita positiva se e solo se

det (A(K)) >0 VK =1,...,N.

e la matrice A (la forma quadratica associata ad A) é definita positiva se e solo se

(—=1)%det (A(K)) >0 VK =1,...,N.

St noti che il secondo caso seque dal primo dato che A ¢é definita negativa se e solo
se —A e definita positiva. Non € vero l’analogo criterio ottenuto rimpiazzando “definita”
con “semidefinita” e “>7 con “>7. Vale in effetti:

e la matrice A (la forma quadratica associata ad A) ¢ semidefinita positiva sse:

det (A') >0 per ogni minore principale A’
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1.2 Spazi normati e prodotti scalari

In questo paragrafo supporremo sempre che X sia uno spazio vettoriale.

1.2.1 Definizione. Chiameremo norma su X una applicazione da X a valori in [0, 400,
denotata solitamente con || || tale che:

e ||z]| = 0 se e solo se x = 0;
o [zl = (e[l
o [lz+yll < l=ll + vl

per ogni x,y in X e per ogni t € R (z + y e txr hanno senso perché siamo in uno spazio
vettoriale). La terza proprieta viene detta “disuguaglianza triangolare” (per la norma).

Chiameremo spazio normato uno spazio vettoriale X dotato di una norma || || (for-
malmente una coppia (X, || ||) in cui X & uno spazio vettoriale e || || € una norma).

Nel seguito di questo paragrafo X indica uno spazio vettoriale normato e || || indica la
norma.

1.2.2 Definizione. Dato uno spazio normato si definisce la distanza tra due punti x; e
29 in X ponendo:
d(.]?l,l'g) = ”1'1 — .CCQH

E facile vedere che la distanza verifica le proprieta seguenti.
1. d(z,y) = 0 se e solo se = y;
2. d(z,y) = d(y, v);
3. d(z,y) < d(z,2) +d(z,y)

Si potrebbe chiamare spazio metrico un insieme X su cui ¢ definita una distanza, cioé una
funzione con le proprieta dette sopra. Molte delle nozioni che introdurremo infatti dipen-
dono solo dalla distanza — la distanza indotta dalla norma secondo la definizione sopra e
un caso particolare ed ha varie proprieta in piu rispetto al caso generale (& invariante per
translazioni, ha una proprieta di “omegeneita” rispetto alle dilatazioni — in sostanza va
d’accordo con la struttuta lineare dello spazio).

1.2.3 Definizione. Se A C X dico che A é limitato quando esiste r > 0 per cui
Ve € Asiha: [jz]] <r
In caso contrario dico che che A é illimitato. Questo si verifica se:
Vr > o dr € A tale che ||z|| > r.

1.2.4 Definizione. Dati zy € X e un numero r > 0 chiamiamo palla (aperta) di centro
xo e raggio r l'insieme

B(zg,r) :={z € X:d(z,z0) <r}={z e X:|z—xl <r}.
1.2.5 Definizione. Siano dati un insieme A C X e un punto g € X. Diremo che:
e 1 ¢ interno ad A se esiste r > 0 tale che B(xo,r) C A;

o 1 ¢ esterno ad A se esiste r > 0 tale che B(zg,7) N A = 0;
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e 1y & di frontiera per A se non e né interno né esterno ad A.

E chiaro che, dato A, ogni punto xy di X ricade in una e una sola delle tre categorie
indicate sopra. E anche chiaro che un punto e esterno ad A se e solo se ¢ interno al
complementare di A: CA := X \ A. Definiamo allora:

A= {z € X :z ¢ interno ad A}, 0A :={x € X :z ¢ di frontiera per A}

o

A viene detto interno o parte interna di A mentre 0A si chiama frontiera di A. Possiamo
o

anche chiamare “parte esterna di A I'insieme C.A. Con queste definizioni lo spazio X viene

“tripartito” nei tre insiemi disgiunti:

X = AUCAUA.
1.2.6 Definizione. Dato A C X chiamiamo chiusura di A I'insieme:

Z::/‘iuaA:AuaAzc(c}t).

Le tre definizioni scritte coincidono dato che la parte interna di A ¢ contenuta in A che a
sua volta ¢ disgiunto dalla sua parte esterna e quindi: A C A C AU 0A. Dunque si ha:

Ac Ac A

Se zo € A diciamo che xy ¢ aderente ad A. E facile vedere che xy ¢ aderente ad A se e
solo se xg non ¢ esterno ad A se e solo se:

Vr>03dx € A:x € B(xg,r).

In particolare i punti di A verificano la proprieta sopra prendendo xz = xy per ogni r > 0.

1.2.7 Esempio. Se X = RY possiamo considerare la norma euclidea : dato un punto x
in RY, se x = (21,...,2y) si pone:

Il o=yt 4+ 2Ry

Per verificare che si tratta di una norma bisogna dimostrare la diseguagliaza triangolare
(le altre due proprieta sono immediate). Vederemo dopo la dimostrazione generale, per
ora limitiamoci al caso N = 2; dimostriamo cioe che:

V(w1 +y)? + (22 +12)? <y Jaf + a3 + \/y%ﬂ/%-

Dato che tutti i termini sono positivi possiamo elevare al quadrato:

(21 +y1)* + (22 + y2)* S1’?+x§+y?+y§+2\/x%+x%\/y%+y§'

Sviluppiamo i due quadrati nel termine di destra e semplifichiamo. Si arriva a:

2x1y1 + 2wys < 2\/$% + x%\/y% + 3.

Se il termine di sinistra e negativo la diseguagliaza ¢ vera, se no semplifichiamo il 2,
eleviamo di nuovo alla seconda:

(21y1 + 212)? < (2] + 23) (vF + v3).-
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Sviluppando i calcoli:
Ty} + 235 + 2mimannye < YL + 2Tys + a3yt + 23y
che dopo le semplificazioni diventa:
2013931 y2 < 2TY5 + T3YT.

Quest’ultima diseguagliaza e vera: se infatti poniamo a := x1y2 e b := x9y; la diseguagliaza
si scrive
2ab < a® + b

che & ben nota ( e si deduce dal fatto che (a — b)? > 0).
Notiamo che la norma euclidea induce la distanza (euclidea)

d(x,y) = /(21— )2+ + (a5 — yn)2.

1.2.8 Esempio. Dati due spazi normati X e X; possiamo definire una norma su £(X, X7)
(applicazioni lineari da X in X;), ponendo:

I = sup {[[ L[|y : [l = 1}

Si vede facilmente che:

[Lally < I LlHl=l] - Ve e X

(anzi ||L|| € V'inf delle costanti C' per cui |[Lz||; < C|z||). Verifichiamo che si tratta di
una norma. L’unica cosa non ovvia e la disuguaglianza triangolare:prendiamo dunque

Ly, Ly € L(X,X1). Sex € X e ||z|| =1 si ha:
(L1 + Lo)x|| = || L1z + Loz|| < ||Lyz|| + ||Loz|| < || Ly + || Lz
Prendendo 'estremo superiore su tutte le z di norma 1:
11+ Lo|l < {[Lal + ([ 2]
Dunque abbiamo definito una norma. Si vede subito che (X3 € un terzo spazio normato):
| LaLal|| < ||Lal| || L2]] VL, € L(X, X)) YLy € L( X7, X5).
Di fatto abbiamo anche introdotto una norma tra le matrici. Se N, M € N definiamo:
X = M(M,N) := {matrici M x N a coefficienti reali} .
Se A € M(M,N) definita la norma di A:
Al = sup { [ Axgor:x € RY, [l = 1}

dove con || ||gx indichiamo la norma euclidea in RX. E chiaro che:

1Ax|lrar < [ Allarxlixllre ¥x € RY,
IAB||a i < |Allanl|Bllvg VA€ M(M,N), VB € M(N, K).

Vedremo ora che in presenza di un prodotto scalare la norma associata (definita da
|z|| := v/x - x) ¢ effettivamente una norma secondo la Definizione (1.2.1). Supponiamo
dunque che X sia uno spazio vettoriale con un prodotto scalare “.”.
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1.2.9 Teorema (disuguaglianza di Schwartz). Se (z,y) — x -y & un prodotto scalare,
allora:
oyl < llzllllyll  Va,y e X.

Inoltre vale l’equaglianza se e solo se x e y sono linearmente dipendenti.

Dimostrazione. Fissiamo x e y in X. Se uno dei due ¢ nullo la tesi ¢ ovvia, quindi
supponiamo che x e y siano entrambi diversi da zero. Consideriamo la funzione:

t o) = o+ tyl* = (v + ty) - (@ + ty)

definita al variare di ¢ in R. Per la seconda proprieta del prodotto scalare ¢(t) > 0 per
ogni t. D’altra parte, usando la bilinearita e la simmetria si trova:

p(t) =yl + 2t(z - y) + ||=]*

dunque () € un polinomio di secondo grado in ¢ che e sempre maggiore o eguale a zero.
Questo equivale a dire che il discriminante deve essere minore o eguale a zero:

(@ 9)” = [l=l*[lyl* < 0

che corrisponde alla tesi da dimostrare. Nel caso in cui valga l’eguaglianza il discriminante
sopra fa zero e allora ¢ ha una radice (“due radici coincidenti”) nel punto

=Y
Y-y
Usando la definizione di ¢ si ha ||z + ty||* = 0. Per la stretta positivita del prodotto

scalare x + ty = 0, dunque x e y sono linearmente dipendenti. O

1.2.10 Osservazione. La formula ||z| := \/x - x definisce effettivamente una norma su X.
La parte non ovvia e la diseguagliaza triangolare che dimostriamo utilizzando Schwartz.
Siano x,y € X, per la bilinearita e la simmetria, e usando Schwartz:

Iz +ll® = lzl® + lyll® + 2(z - y) < ll2l* + Iyl + 20l [yl = (2l + =])*
da cui la tesi (estraendo la radice e notando che tutto & positivo).

Dunque quando c¢’e un prodotto scalare c¢’e¢ automaticamente una norma.

1.2.11 Osservazione. La disuguaglianza di Schwartz permette di definite ’angolo 6 tra
due vettori. Dati infatti X e y non nulli in X si ha

1< —=<1
[l [lyll
e dunque esiste 6 tra 0 e 7 tale che cos() = —” xHHy I Nel caso di R? o R? si puo vedere
Ty

facilmente che 'angolo 6 cosi definito € lo stesso introdotto per via geometrica (avendo
stabilito la tradizionale corrispondenza tra R%/R? e il piano/lo spazio geometrico).

1.2.12 Esempio. Nel caso di RY ¢ immediato verificare che il prodotto scalare canonico
Xy := x1y; + --- + xnyyy induce la norma euclidea, che dunque ¢ effettivamente una
norma (non solo nel caso N = 2 come abbiamo visto prima).

Vediamo per esempio cosa ci dice la formula:

lz+y* = [Ix[1* +2(x - y) + lyII*

che abbiamo gia incontrato come immediata conseguenza delle proprieta formali del pro-
dotto scalare e della norma. Si tratta del Teorema di Carnot che nel caso di x e y tra
loro ortogonali si riduce al Teorema di Pitagora (vedi figura).
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r+y

1.3 Limite e continuita in spazi normati

1.3.1 Definizione (limite). Sia A un sottoinsieme di uno spazio normato X e sia g € X
un punto di accumulazione per A. Sia f : A — X; dove X € un altro spazio normato con
norma || |[;. Diciamo che un elemento [ di X; ¢ il limite di f(x) per x che tende a xo, e
scriveremo

lim f(x) =1,

T—TQ

se
Ve >0 36 > 0 tale che Vx con x € A, = # xo, ||z —xo|| <dsihalf(x) -1 <e. (1.2)

Notiamo che agli effetti del limite non ha nessuna rilevanza I’eventuale valore che f(x)
assume in xg. Quando lim f(z) = [ diremo anche che f(x) tende a | per x che tende a
T—TQ

To € scriveremo:
flz) 2% (f(x) — I se xo & chiaro dal contesto) .

1.3.2 Teorema (unicita del limite). Siano X e Xy due spazi normati con norme ||| e
| |1 rispettivamente. Siano A C X, f : A — X una funzione e xy € X un punto di
accumulazione per A. Se esistono

=g S =i f=)

allora lg = 1.

dl(yo,yl) (

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che yg # ;. Prendiamo ¢ := > 0).

Per la definizione di limite esistono ro > 0 e 71 > 0 tali che valga la (1.2) per r = ro, [ =y
e per r =y, | = l3. Prendendo r := min(rg, r;) otteniamo che

Vo € B(xog, )N Aconx#xy siha f(z)e€ Bi(ly,e) e f(z) € Bi(ly,€).

Dato che xy ¢ di accumulazione per A c¢’¢ sicuramente un punto z in B(xg,r) N A con
x # xo e quindi y = f(x) deve stare contemporaneamente in By (ly,€) e in By(l;,¢). Ma
questo e impossibile:

3e = dl(lo,ll) S dl(l(),y) + dl(y,ll> <e4e=2 m

[l

1.8.3 Osservazione. Si ha lim = [ se e solo se lim ||z — z¢]| = 0 (la funzione z
T—T0 T—T0

|x — zo|| = d(z, ) va da X in R). Inoltre & semplice verificare che, se f(x) — [, allora

| f(x)|| & limitata per z vicino a xg. Anzi si ha || f(z)| — ||l

Valgono le solite proprieta del limite di cui omettiamo la dimostrazione.
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1.3.4 Teorema. Siano X, X, e X5 spazi normati, A C X, B C Xy, xg di accumulazione
per A e yo di accumulazione per B. Valgono i fatti sequenti (sottinteso che x — xg).

o Siano fi, fo: A— X1. Se fi(z) = Iy e folz) = Iy allora fi + f2)(z) = 1y + s

e Se fi: A—=R, fo: A= Xy ese filr) = 11 e folx) = Iy, allora il prodotto
flfQ(ZE) —: X = lllg.

oSef:A%Bef(x)m)yo,seg:B—>Xgeg(y)y_>—yo>lcong(y)7élper
T—T0

y # yo, allora g(f(z)) —= I.

o Sef:A— Xy e f(xr) =1, se Ay C A exy é di accumulazione per Ay, allora la
restrizione f|4, : A1 — X tende ancora a l.

o Se f:A— RN sihache f(x) — 1 se e solo fi(x) — I; dove f; el; indicano l'i-esima
componente di f el.

e Se f:A—Re f(xr) = 1>0, allora esiste 6 > 0 tale che f(x) > 0 per ogni x € A
con x # xg e ||z — 0| <6 (permanenza del segno).

e Sef:A—Re f(x)—=1>0ese f(x) >0, alloral > 0 (monotonia del limite).

1.3.5 Definizione (limiti infiniti). Nel caso in cui lo spazio di arrivo X; sia R si possono
considerare il limiti infiniti per f. Consideriamo dunque f : A — R, zy di accumulazione
per A. Si dice che f tende a +o0o0 (—00) per & — xq e si scrive:

lim f(x) =400 <1im f(z) = —oo)
T—T0 Tr—T0
se
VC € R 30 > 0 tale che Vo € A,z # xo, ||x — o] <0 si ha f(z) >C (f(z) <C).

Se A C R diremo che +00 (—c0) & di accumulazione per A quando sup A = +oo (inf A =
—00). In questo caso si possono definire i limiti a pitt 0 a meno infinito.
Data f: A— X; el € X; dico che f(x) tende a [ per x — 400 (z — —00) e scrivo

Jp s =t (s =1)

se
Ve >03C eRtaleche Ve € A,z > C (z < C) sihalf(z) =] <e.

Ovviamente le due definizioni si possono combinare se c’e R sia in partenza che in arrivo
(ma questo ¢ stato fatto in Analisi 1).
Se A € RY diciamo che oo (senza segno) ¢ di accumulazione per A quando A &
illimitato. In questo caso possiao introdurre il limite per ||z| — co.
Data f: A — X; el € X dico che f(z) tende a [ per ||z| — oo e scrivo:
lim f(z)=1

[[]|—o0

se
Ve > 0 3C € R tale che Vo € A con ||z]| > C siha ||f(x) —1]|; <e.

Nel caso in cui X; = R posso definire anche

lim f(z) = +oo (—00)

[[]| =00

combinando le definizioni sopra.
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Per i limiti infiniti valgono gli stessi risultati dimostrati in Analisi 1 (quando c’era R
anche in partenza). Le dimostrazioni sono identiche pur di rimpiazzare il valore assoluto
con la norma.

1.3.6 Proposizione. Siano A C X xy di accumulazione per A e consideriamo funzioni
da A a valori reali e limiti per x — xg.

e se f(x) = 400 e g(x) — +oo allora (f + g)(x) — +oo;
o se f(z) = —o0 e g(x) = —oc allora (f + g)(z) = —o0;
(
(

()
() (

e se f(z) = +oo eg(x) = 1>0 (1<0) allora (fg)(z) = +oo (—);
o s¢ f(x) > —oc0 eg(z) = 1>0 (1<0) allora (fg)(x) = —o0 (+00);
e se f(z) = +oo (—o0) allora 1/ f(x) — 0 (07);

e se f(x) = 0% (07) allora 1/f(x) — +o00 (—00);

I casi +00 — o0, 0 - 00 e quelli che si riconducono a questi sono al solito indetereminati
(non c¢’é una risposta generale).

1.3.7 Definizione (successioni). Chiamiamo successione in X o successione di punti di
X una applicazione a da N a valori in X. Nel caso di una successione si usa le convenzione
di indicare con a,, in luogo di a(n), elemento n-esimo della successione e con (a,) ( o
(@n)nen ) la successione a.

Dato che I'unico punto di accumulazione per N ¢ 400 1'unico limite che si pio condi-
derare per una successione ¢ quello a +00. Ricordiamo che a,, — [ con € X se

Ve > 0 Jn € N tale che Vn > 7 ||a, — || < e.

Notiamo anche che ai fini del limite contano soli gli elementi a, con n grande per cui
possiamo includere nelle successioni anche le applicazioni (a,) definite da un certo ng in
poi (che si possono indicare con (ay,)p>n,-

1.3.8 Proposizione (caratterizzazione della chiusura mediante successioni). Siano A C

X exz e X. Allora:

e 1y ¢ aderente ad A se e solo se esiste una successione (x,) di punti di A tale che
Ty — T,

o A ¢ chiuso se per ogni successione (x,) di punti di A che ammetta limite x si ha
x € A, cioé:
r, €A x, >x = x€A.

1.3.9 Proposizione (caratterizzazione del derivato mediante successioni). Siano A C X
ex € X. Allora: xo é di accumulazione per A se e solo se esiste una successione (x,) di
punti di A con x, # xo tale che x, — xg.

1.3.10 Proposizione (caratterizzazione del limite mediante successioni). Siano A C X,
xo di accumulazione per A, f: A — Xy el € Xy. Allora sono fatti equivalenti:

1. lim =1,
T—rT0

2. per ogni successione (x,) di punti di A con x, # xo € T, — o si ha f(x,) — (.
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1.3.11 Definizione (estratte). Data una successione (a,),en chiamo sottosuccessione di
(an)nen O successione estratta da (an)nen Una (an, ),y dove (0x)ren € una successione di
interi strettamente crescente.

1.3.12 Proposizione. Sia (a,) una successione di punti di X che ammetta limite | € X
(0 anche | = £o0 nel caso in cui X = R. Allora ogni sua estratta (a,, tende allo stesso
limite . Questo € un caso particolare del risultato sulle restrizioni.

1.3.13 Teorema. Se (a,) ¢ una successione di punti di RN ed ¢ limitata allora esiste una
sua estratta (a,,) che ammette limite | € X.

Dimostrazione. Questo teorema e stato dimostrato in Analisi 1 nel caso N = 1. La
dimostrazione nel caso generale si ottiene notando che (a,) ¢ limitata in RY se e solo se
ogni componente a,; di a, ¢ limitata in R. Si puo allora considerare un (ny) tale che a,, 1
ammette limite a; in R. In questo modo le rimanenti componenti ristrette alla (nx) sono
ancora limitate e quindi, passando ad un’ulteriore estratta (ank ) si puo fare in modo che
anche Qny, 2 ammetta limite ay (continuando a valere che Uy, 1 — a1). Ripetendo N volte
il procedimento alla fine si trova la tesi. O

1.4 Norme equivalenti

1.4.1 Definizione (norme equivalenti). Sia X uno spazio vettoriale e siano || || e || ||1
due norme su X. Diciamo che sono norme equivalenti se esistono due costanti positive,
0< Cl < CQ, tali che:

Cillz]l < llzlly < Goflef] Vo e X.

Cio che rende interessante questa definizione e il fatto che due norme equivalenti danno
luogo alla stessa nozione di limite.

Piu precisamente, se (X, || ||) e (Y,]| ||") sono due spazi normati, f : X — Y ¢ una
funzione tale che f =% [, dove zy € X el € Y, allora sostituendo le norme su X e su Y
con due norme equivalenti || ||; e || ||} (e quindi considerando due “diversi” spazi normati
(X, ]| I) e (Y, ]| |[1)) & ancora vero che f Z=2% 1.

1.4.2 Esempio. Dato p > 1 poniamo:

Ix|lp := (Jar [P 4+ + |IN\p)1/p vx € RV

1%]|oc := max (|z1],...,|zx[)""  VxeRN

(si puo dimostrare che ||x|[, = ||x||c per p — 400). Notiamo che || || € la norma euclidea.
Si puo dimostrare che || ||, ¢ una norma su RY per qualunque p € [1, +00]. Verifichiamolo
nei casi estremi p = 1 e p = 0o (vedremo piu in la il caso p = 2). Al solito 'unica proprieta
difficile ¢ la disuguaglianza triangolare. Dato che |a + b| < |a| + |b] se a,b € R, abbiamo:

x4yl =ler+ o+ +lov +yn| < oa| + ol + - 4 o]+ lyn] = lIx]+ Iyl

Da |z; + ;| < || + |ys| per i = 1,... N si ricava (per una nota proprieta del massimo):

< . 1) < ) | =
I+ ¥lloo < max (il + |yil) < max, [zl + max [l =[xl + o

Tutte le norme || ||, sono tra loro equivalenti. In effetti dato p > 1:

sed =1, N sihal|z|=(Jz]")"? < (Jor [P+ + e ) = | Ix]|o < %],
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e d’altra parte, essendo :|z;| < ||x||oc peri =1,---, N, si ha:

Il = (21" za )P < (Bt +Ix2) P = NYP|x]|o0 = | %]l < N7 Ixlo

Dunque la norma || || ¢ equivalente a una qualunque || ||,. Da questo si deduce il resto:
dati p1,ps > 1 si ha:

Ixllpy < NP xlloo < NYPH g, (1l < NYP2Ix]ls0 < NP2,

Dunque qualunge p si scelga, la nozione di limite che ne ne ricava non cambia. La norma
euclidea ¢ spesso la pitt conveniente per motivi che vedremo ora (esistenza di un prodotto
scalare), cio nonostante a volte puo risultare pitt comodo utilizzare la norma || ||~ o la
norma || ||;. La figura mostra come sono fatte le palle di centro 0 e raggio 1 al variare di
p (nel caso N = 2).

1.4.3 Esempio. Le matrici M x N si possono anche vedere come dei vettori di lunghezza
NM “mettendo in un’unica fila gli NM coefficienti”.
Possiamo allora introdurre in M(M, N) le norme:

M N 1/p
Al = (ZZI%V’) D Al mex ()

i=1 j=1 T

(p > 1) — qui a;; sono le componenti della matrice A. Tutte queste norme sono equivalenti
e inducono su M(M, N) la medesima nozione di limite.

Queste norme sono anche equivalenti alla norma “canonica” || |[an. Vediamo che
la norma || |[an € equivalente alla || ||z ( da cui il caso generale per p € [0,00]). Se
A€ M(M,N) ex €RY si ha (uso Schwartz):

M N 2 M N N
Axl =3 (z ) S (z Zx?) AR
i=1 \j=1 Jj=1

i=1 \j=1

Prendendo il massimo al variare tra tutti gli x di norma 1 si trova:

[ Al < 1A (1.3)
Viceversa indichiamo con e; 'i-esimo vettore della base canonica che ha tutte componenti
nulle tranne la i-esima pari a 1. Dato che ||e;|| = 1:
M 1/2
|Allv,n > ||Ae;i]] = (Z a?,j) .
j=1

Eleviamo al quadrato e sommiamo su tutti gli indici ¢ =1....N si ricava:

M M
MIA|G =)0 al, = [ All3
i=1 j=1
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e dunque:
1

VM

Ay = —=|IAl2. (1.4)

Da (1.3), (1.4) si deduce la tesi.

N

E immediato verificare che (rispetto a una qualunque di queste norme):

A, — A HIM(M,N) ~ (An)i,j—>(A>i,j V’L:L,MV]:L,N

1.5 Funzioni continue

1.5.1 Definizione (continuita). Siano X e X; due spazi normati con norme || || e || |1
rispettivamente. Sia A C X e f: A — X, esia xg € A. Si dice che f e continua in zq se

Ve > 0 3 > 0 tale che Vo € A con ||z — x| < e siha ||f(x) — f(zo)|1 <e.

Si vede subito che se xy € un punto isolato di A qualunque funzione & continua in xy: basta
prendere § > 0 in modo che AN B(x,d) contenga solo xqy. Se invece xq & di accumulazione
e facile vedere che f € continua in zq se e solo se

lim f(z) = f(xo).

T—xQ

1.5.2 Osservazione (caratterizzazione della continuita mediante successioni). Sia f : A —
X, esia xg € A. Allora f e continua in zq se e solo se:

per ogni (z,) successione in A con x, — xg si ha f(z,) = f(zo).

Infatti se xy ¢ isolato non c’¢ niente da dimostrare (si noti che se x, € A e z, — w9
allora x,, = x¢ per n grande, per cui f(z,) = f(xo) per gli stessi n). Se invece zq ¢ di
accumulazione si usa la corrispondente caratterizzazione del limite con [ = f(zy).

Valgono 1i soliti teoremi di cui omettiamo la dimostrazione

1.5.3 Teorema. Siano X, X; e X5 spazi normati, A C X e xg € A. Valgono i fatti
sequentt.

e Se f,g: A— Xi sono continue in xqy, allora f + g é continua in xy.

Se f:A— X eg: A— R sono continue in xy, allora il prodotto gf : X — X; ¢
continuo in xg.

Se f: A — B C X; é continua in xo, g : B — Xy & continua in f(xo), allora
go f: X — Xy e continua in xg.

Se f: A— X; ¢ continua in xg e se xg € Ay C A, allora la restrizione f|4, : A} —
X & continua in xg.

f: A — RN ¢ continua in xy se e solo se tutte le sue componenti f; : A — R
(i=1,...,N) sono continue in x.

1.5.4 Proposizione. Sia A C RN un insieme chiuso e limitato e sia f : A — RM una
funzione continua. Allora f(A) = {f(x):x € A} é chiuso e limitato.
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Dimostrazione. (a) Dimostriamo che f(A) ¢ chiuso. Per questo prendiamo (y,,) in f(A)
tale che y, — y € RM. Per definizione di f(A) esiste (z,) in A per cui y, = f(z,).
Dato che A ¢ limitato esiste un’estratta (x,,) che ha limite: x,, — = € RM. Dato che
A & chiuso x € A. Se x ¢ isolato ¢ chiaro che z,, = x per k grande e allora y,, = f(x)
per k grande. Dato che y, — y anche f(z) = y,, — vy e quindi y = f(z). Se invece
x ¢ di accumulazione per la continuita di f in = abbiamo f(z') zze, f(z) che implica
Yn, = f(zn,) = f(x). Anche in questo caso se ne deduce y = f(z). In entrambi i casi
y = f(z) per x € A cioe y € f(A), dunque f(A) & chiuso.

(a) Dimostriamo che f(A) ¢ limitato. Se non lo fosse si troverebe una successione
(yn) in f(A) per cui ||yn|lgn — +o0o. Per definizione di f(A) cio significa che esiste
(xn) in A per cui ||f(z,)|lry = ||yn|]lrm — +00. Ragionando come sopra si puo trovare
un’estratta (z,,) e un punto z in A per cui x,, — = e per la continuita di f in = si ha
Yn, = f(zn,) — f(z). In particolare (y,, ) ¢ limitata, il che ¢ in contraddizione con il fatto
che (yn,) ¢ estratta da una successione che diverge in norma. O

1.5.5 Osservazione. Se f: A — R & una funzione (senza altre ipotesi) e se M = sup f(A),
allora esiste una successione (x,,) in A tale che f(z,) — M. Un’analoga proprieta vale se
M =inf f(A).

Dimostrazione. Dobbiamo distinguere due casi. Supponiamo M finito; allora M e carat-
terizzato da:

flz) <M Vo € A,
Ve > 0 Jdz. € A tale che f(z.) > M —e.

Se prendiamo € = 1/n e definiamo x,, := 1/, abbiamo
1
n

da cui f(x,) — M. Supponiamo ora che M = +00; questo equivale a
VC € R Jz¢ € A tale che f(z¢) > C.
Prendendo C' = n € N si vede immediatamente che f(z,) — 400 = M. O

1.5.6 Teorema (Weierstrass). Sia A C RY un insieme limitato e chiuso. Sia f: A — R
una funzione continua. Allora f ammette massimo e minimo, cioé esistono x’ e x" in A
tali che

f@) < f(x) < f(z") V€ A.

Dimostrazione. Per quanto visto sopra I'immagine f(A) € limitato e chiuso in R. Sia
M = sup f(A). Per I’'Osservazione precedente M ¢ limite di una successione di punti di
A. Dato che f(A) ¢ limitato questo implica M € R. Dato che M f(A) & chiuso questo
implica M € f(A), cioe esiste z” in A per cui f(z”) = M che & proprio la tesi. Per il
minimo si ragiona in maniera analoga. O

1.5.7 Teorema (continuita dell’inversa). Sia A C RN un insieme limitato e chiuso in
RY e sia f: A — RM una funzione continua e iniettiva. Posto B := f(A) (che é anche
lui chiuso e limitato per quanto visto prima) é ben definita f~: B — A. Allora f~! ¢
continua.
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Dimostrazione. Fissiamo vy in B e dimostriamo che f~! & continua in y,. Se yq ¢ isolato
in B non c¢’e nulla da dimostrare, se no bisogna far vedere che

lim f~'(y) = o
Yy—Yyo

Ragionando per successioni basta far vedere che se y, € B, y, — 9o allora f~1(y,) —
fYyo). Indichiamo x, := f~'(y,), To := f~'(yo) e supponiamo per assurdo che non
valga x,, — xg9. Negando la definizione di limite si vede che esistono € > 0 e una estratta
(xn,) tali che ||x,, —xo|| > . Essendo A chiuso e limitato, pur di passare a un’ulteriore
sottosuccessione, possiamo supporre che z,,, — x; per un opportuno punto z € A, che
deve verificare ||T — z¢|| > € e dunque T # . Applicando f e usando la continuita si
ha f(z,,) — f(z). Peraltro essendo (f(z,,)) = (yn,) estratta da (y,) che converge a
Yo = f(xo) se ne ricava f(Z) = f(xo). Questo & assurdo perché f ¢ iniettiva. O

1.6 Completezza

1.6.1 Definizione (successioni di Cauchy). Sia X uno spazio normato e sia (z,) una
successione in X. Si dice che (z,,) ha la proprieta di Cauchy o che (z,) € di Cauchy, se

Ve > 0 3dn € N tale che Vn,m > n si ha ||z, — x| < e
(i punti della successione si avvicinano tra loro al crescere degli indici).

1.6.2 Osservazione. Se x, — x in X, di sicuro (z,) ¢ di Cauchy — lo si vede dalla definizione
dato che ||z, — x| < ||z, — || + ||z — x||. Il viceversa puo essere falso. Per esempio
in X = Q ci sono successioni di Cauchy che non hanno limite — basta prendere una
successione di razionali (g,) che in R tenda a v/2 (questa non ha limite in Q).

1.6.3 Proposizione. Se una successione (x,) ¢ di Cauchy, allora é limitata.

Dimostrazione. Applicando la definizione sopra con ¢ = 1 si trova n tale che per ogni
n,m > n risulta ||, — x,,|| < 1. In particolare per n > n:

@]l = [[#n = 25 + zall < [n — zall + |zal] < 1+ [lzall
Ne segue che preso un n arbitrario:
||| < max(|laa], [Jz2],- . - lza-ll, 1 + llzall)-
O

1.6.4 Definizione (completezza). Si dice che uno spazio normato X & completo se ogni
successione di Cauchy converge a un punto = € X.

1.6.5 Teorema. Lo spazio RN ¢ completo.

Dimostrazione. Facciamo vedere che R e completo. Sia data una successione di numeri
reali (z,,) che sia di Cauchy. Dato che (z,,) ¢ limitata esiste uan sottosuccessione (z,, ) ed
esiste x € R per cui x,, — 2. Sia ora € > 0 e scegliamo 7 come dalla proprieta di Cauchy.
Dato che nj, — 400 (ng NON z,,, ) si ha che n; > n per k abbastanza grande. Dunque se
n > n e k ¢ grande abbiamo:

= ]| < <.

Facendo tendere k — oo si ha z,, — x da cui:

e, —z|| <e  VYn>n
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che (essendo £ > 0 arbitrario) ¢ le definizione di x,, — z. Questo dimostra il caso N = 1.

Nel caso generale basta notare che se (x,,) ¢ di Cauchy in R™ | ogni componente (z;,,) ¢
di Cauchy in R (peri =1,...,N), come ¢ facile verificare. Dunque esiste x = (z1,...,xy)
tale che z;,, = x; peri =1,..., N, cioe x,, = X e la dimostrazione ¢ conclusa. O

La completezza gioca un ruolo chiave in moltissime questioni. Ne riportiamo due.

1.6.6 Definizione (serie assolutamente convergenti). Data una successione (z,) in uno
spazio normato X si definisce la serie degli x,, come la successione .S,, delle somme parziali,
definite da:

Sn::x1+---+xn:Zxk.
k=1

Si dice che la serie degli x,, é convergente o anche che la successione (x,,) é sommabile, se

la successione (.5,,) ammette limite S in X. Se questo accade il punto S si chiama somma
oo

della serie degli z,, e lo so indica con Z x,. In realta, con abuso di linguaggio, spesso si

n=1
oS

indica con E x, anche la serie (oltreche la sua somma) cioe la successione (.5,,).
n=1
Si dice che la serie degli x,, ¢ assolutamente convergente o anche che la successione
o
() € assolutamente sommabile, se la serie di numeri reali positivi E ||z, || € convergente.

n=1
Si noti che quest’ultima serie, essendo a termini positivi puo solo convergere o divergere

a +00 e che a questa serie si possono applicare i criteri queli quello del confronto.

1.6.7 Teorema. Se lo spazio X é completo ogni serie assolutamente convergente é con-
vergente.

Dimostrazione. Sia (x,) una successione e siano

Swimar et dn owi= o] e ]

o o0 oo
le somme parziali di E x, edi E ||z, || rispettivamente. Supponiamo che g T, converga

n=1 n=1 n=1

o
assolutamente cioe che Z ||, || converga. Questo significa che (o,,) converge per cui & di
n=1
Cauchy. Dunque dato € > 0 esiste n € N tale che
lop —om| <€ Vn,m > n.

(c’¢ il valore assoluto perché siamo in R). Se allora n > m > n si ha:

n m n n
15, 5ol = |- 3] | 35 < 3 o -
k=1 k=1 k=m+1 k=m+1
n m
=D laxll =D llawll = low — om| < e
k=1 k=1
oo
Dunque (S,,) € di Cauchy. Per la completezza di X (S,) ha limite cioe la serie an
n=1

converge. ]
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Un altro risultato legato alla completezza e il Teorema delle Contrazioni.

1.6.8 Definizione (contrazioni). Chiamiamo contrazione un’applicazione f : A — A,
dove A C X, tale che

1f(2) = FWll < alle =yl Yo,y € A

per un’opportuna costante o < 1. Notiamo che una contrazione e sicuramente continua.

1.6.9 Teorema (delle contrazioni). Se X ¢é completo ogni contrazione f definita su un
insieme A chiuso ha un punto fisso T € A, cioé un punto tale che

flz)==z.

Dimostrazione. Prendiamo un punto (a caso) g € A e definiamo ricorsivamente una
successione (x,,) ponendo:

Tpy1 = f('rn>

(dunque z1 = f(xg), x2 = f(z1) = f(f(x0)) e cosi via). Preso n € N si ha:

lens = zull = 1/ (@a) = f(wn-0)ll < allzn = 2naal] <
< Oé2|!In_1 — Tp_o|| < - <Az — x| = "] f(zo) — 0.

Pit in generale se n > m € N:

n—1 n—1 n—1
n = 2l = | D (@rpr = 2e) || < D lawss — zall <) ¥l f(w0) — w0l <
k=m k=m k=m
o N am—i—l
< — — _
< o) =2l 3 o = ) = sl T

La disuguaglianza sopra implica che (z,) e di Cauchy, perché se ¢ > 0 basta fissare n in

n+1
l -«
¢ completo esiste T € X tale che z,, — Z. Dato che A ¢ chiuso z € A. Dato che (z,41)
¢ un’estratta da (z,) si ha anche z,,; — Z e per la continuita di f vale f(z,) — f(Z).
Andando al limite nella relazione x,,1 = f(z,) otteniamo la tesi:

z = f(z).

modo che || f(zo) — xol| < e per avere ||z, — x| < € per n,m > n. Dato che X
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Capitolo 2

Calcolo differenziale

2.1 Derivate parziali e differenziale

In questo paagrafo consideriamo € un sottoinsieme aperto di RV e f : © — RM una
funzione. Dato x € R indicheremo con z,...,zx le sue componenti e similmente con
fi,---, far le componenti di f; dunque ogni f; ¢ una funzione da () a valori in R.

2.1.1 Definizione (derivata direzionale). Sia xo € Q e sia v € RY. Diciamo che f ¢
derivabile lungo la direzone v se esiste il limite:

£ (x0) (0) = lim 0 E V) = f(X0) (e RM).

t—0 t

11 vettore f'(xq)(v) si chiama derivata direzionale di f lungo v ( o nella direzione v).
f'(x0)(v) ¢ la derivata in t = 0 della funzione di una variabile p(t) := f(x¢ + tv) (cioe
della restrizione di f sulla retta per xy con direzione v (se v # 0).

Chiamiamo derivata parziale i-esima di f in x, il limite (se esiste):

of . f(xy,. oz, aen) —f(x, o 204, e, XN)
oz, (x0) = £z, (x0) = D; f(x0) := mgg; P
cioe la derivata in « = w; della funzione x — f(zq,...,z,... 2n). E facile vedere che:
of

oz, (x0) = f'(x0) (&),

dove é; sono i versori della base canonica di RY.

2.1.2 Osservazione. L'esistenza delle derivate direzionali, anche rispetto a ogni v € RY,
non ¢ di per sé garanzia di regolarita per la funzione f. Consideriamo f : R?> — R definaita
da

Ty —
f(x,y) T ZL‘2+y2 se (xvy) 7&(070)7 f(070) T 0
Questa funzione non e continua come gia visto; ¢io nonostante:
of of
—(0,0)=0 —(0,0)=0
ax ( ) ) Y ay ( 7 ) 9

(dato che le estrizioni di f all’asse = e all’asse y sono identicamnente nulle). Un altro

esempio e
.

m se (33,3/) 7é (070)7 f(0,0) = 0.

fzy) =

29
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Preso v = (v1,v9) # (0,0) si ha:

2,,2 2,,2 2,,2 2,,2

v v v v
) = £ 1% 1Y) Doy = Y12 o2 i
f(v) 202 + thvy 0?2 4 120 dtf< ) v} + 1205 (v} + t2v3)?
. viv? o . .
Se t = 0 si ha f/(0,0)(vy, 1) = gl che quindi esiste per ogni (v, vy). Pero:
U1 Uy

2,2

: 2 v Yy 1
i;ﬂgf(y,y)—;%y4+y4—2¢o

e dunque f non ¢ continua in (0, 0).

2.1.3 Definizione (differenziale). Sia L : RY — R un’applicazione lineare. Diremo che
L ¢ il differenziale di f nel punto xq se:

lim f(x) — f(x¢) — L(x — %)

x4 I = xo|

—0. (2.1)

A rigore dovremmo dire un differenziale ma vedremo fra un momento che se un tale L
esiste allora e unico. Quando una tale L esiste diciamo che f e differenziabile in xq e
denotiamo con df(xy) il differenziale di f in xq.

2.1.4 Proposizione. Se f ¢ differenziabile in xo allora ¢ derivabile in x¢ lungo una
qualunque direzione v e st ha:

f'(x0)(v) = df(zo)v Vv € R".
In particolare il differenziale e unico.

Dimostrazione. Sia L : RY — RM un’applicazione lineare che verifichi la (2.1). Se fisso v
e faccio il limite (2.1) sulla restrizione x = x¢ + tv trovo:

f(xg+tv) —f(x¢) —tLv f(xo+tv) — f(x0)

0=1 & lim =Lv
t—0+ t|v| t—0+ t
Usando —v al posto di v e usando il cambio di variabile s = —t nel limite si ha:
f(xg—tv) —f f —f
lim (xo = tv) = Fixo) =—Lv & lim (0 & 5v) = £(x0) = Lv
t—0+ t 50~ S
che insieme alla prima eguaglianza ci da la tesi O]

2.1.5 Teorema. Se f ¢ differenziabile in xq, allora € continua in Xg.

Dimostrazione. Dalla definizione di differenziale si ottiene:

Hf<x> — £(x0) — L(x — x)

I = ol

‘ <1 perxé€ B(xg,p)

pur di prendere p > 0 sufficientemente piccolo. Allora:
1£(x) = £(x0) — L(x —x0)|| < [lx = x0[| per x € B(xo,p)

e quindi:
[£(x) = £(xo)[| < ([[L]l + DIIx = %o per x € B(x0, p)

da cui f(x) — f(x¢) per x — xo. O
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2.1.6 Osservazione. L’esistenza del differenziale in xq si puo esprimere:

f(x) = f(x0) + df (x0)(x — X0) + R(x,%0)

R
dove il “resto” R(x,Xg) ¢ o(||[x—xo||), cio¢ lim Rlx, o) = 0. In altri termini “localmente”

x—xo ||x — X
f(x) si comporta come la funzione affine m(x) := f(xg) + df (Xxo)(x — Xo)

2.1.7 Definizione (iperpiano tangente). Chiamiamo iperpiano tangente al grafico di £
I'insieme

= {(x,y) € R¥™M .y = f(x0) + df (x0)(x = %0) } ,
cioe il grafico della funzione 7(x) introdotta sopra. Nel caso M = 1 (funzione a valori
reali) II ¢ effettivamente un piano di dimensione N in RV*L,

2.1.8 Osservazione. Notiamo che le definizioni di derivate direzionali e differenziale si
potrebbero fare sostituendo RY e RM con due spazi normati X e X;. In effetti se si
guarda alle definizioni si vede che si & usata la nozione di limite (e quindi la norma) e la
nozione di applicazione lineare. In quest’ambito piu generale rimane ancora vero che la
differenziabilia implica la derivabilita e la relazione tra differenziale e drivate direzionali.
Viceversa 1'uso delle derivate parziali ¢ legato a RY (alla dimensione finita di X), come
pure la rappresentazione matriciale che ora vediamo.

2.1.9 Definizione (matrice jacobiana). Supponiamo che f sia differenziabile in xy. Allora
esiste una matrice M x N che indichiamo con Jg(xg) che rappresenta df(x,) (rispetto alle
basi canoniche in RY e RM):

df (x0)(v) = Jg(x0) v vv € RY

(considerando il prodotto tra matrici — qui e vitale scrivere i vettori come colonne).

Sappiamo che (J¢(xo));; = (df(x0)é;); = (ﬁ(x0)> = 0f; (x0), dunque:

8l’j 81’]'
0 0 0

D) 2l o )

Je(xo) = : : :
0 0 0

D) Dl o )

La matrice Je(xg) si chiama matrice jacobiana di f nel punto xg.

2.1.10 Definizione (gradiente). Se f : Q@ — R & differenziabile in % chiamiamo gradiente
il vettore:
of

8:131

of
VFxo) = | 30 | = Jpxo)

(xo0)

a .
L (x0)

Questo vettore permette di rappresentare il differenziale df (xo) mediante il prodotto sca-
lare (canonico): df(xg)v = V f(xg) - v. Possiamo allora riscrivere la differenziabilita
come:

f(x) = f(x0) + Vf(x0) - (x = %0) + of[lx = xo]])
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2.1.11 Osservazione. Supponiamo f : 2 — R differenziabile in xq e V f(xg) # 0. Poniamo

N V f(x0) T
= TV )] Allora [|[9]| =1e

) (9) = Vo) & = 7o) 70 = V)]
Peraltro, usando Schwartz, se ||v]] = 1 si ha:

f'(x0)(v) = Vf(xo) - v < [[VF(xo)lllIVI] = IV f(x0)l|

Dunque il gradiente individua la direzione » rispetto a cui la derivata direzionale ¢ massima
(tra i vettori di norma 1) e la sua norma ¢ proprio il valore massimo di tali derivate
direzionali:
V f(x0)

Vf(x0)|| = max f'(x0)(v) = f'(x (— .

1960l = max /o)) = /020 ( 157y
2.1.12 Osservazione (curve). Consideriamo il caso in cui la dimensione in partenza sia
N = 1. In questo caso si considera di solito una funzione continua = : [a,b] — RM
(definita su un intervallo chiuso [a, b]), che viene detta curva in RM. Se t, €]a, b| si vede
che la differenziabilita di 4 in ¢y equivale a dire che esiste un vettore w € RM tale che:

V() =) —wlt—to) o () —y(t) —wlt—to) o . YO =) _
It — to t —to t>to t—t

Dunque nel caso N = 1 la differenziabilita equivale alla derivabilita. In effetti in questo
caso il vettore w che e limite del rapporto incrementale (che ha senso dato che t — ¢y € un
numero) si chiama derivata di v in ty e si indica con v'(ty) (€ RM). Si noti che (nel senso
delle derivate direzionali) v/(tg) = v'(to)(1).

2.1.13 Teorema (del differenziale totale). Sia f : Q — RM e supponiamo che esistano

of
le derivate parziali —(x), 7 = 1,....N, per tutte le x di Q (basterebbero le x di un

oz,
opportuno disco B(Xq, p)). Se tutte queste derivate parziali sono continue in X allora f é
differenziabile in xq.

Dimostrazione. Facciamo la dimostrazione nel caso N = 2, M = 1. Cambiamo un po’ la
notazione indicando con (z,y) e (xo, o) 1 vari punti. Quello che dobbiamo dimostrare é:

0 15)
F(ay) = F(20,90) — 2L (o, y0) (2 — 20) — 20 y0) (9 — w0)
. ox oy
lim =0
(,9)—(zo0.y0) l(z — zo,y — yo)||

Prendiamo (z,y) abbastanza vicino a (zo,yy) in modo che il rettangolo di base [zg, 2| e
altezza [y, y| sia contenuto in €2 (che & aperto). Allora (vedi anche la figura):

of

f(@,y0) — f(x0,0) = %(5(55)7@/0)(55 — )

per un opportuno £(z, yy) compreso tra xy e x: si € usato il teorema di Lagrange rispetto
ala variabile x tenendo y = 1, fissa. Analogamente

F(ey) — fla.mo) = g—;j@, 1@, 9)) (5 — )
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con n(z,y) compreso tra yo e y. Sommando le due relazioni otteniamo:

) = o) = 5 o) = 20) = 5 o, ) = )

Alz,y) = [(z = 20,y — wo)|l -
|(z — z0,y — vo)|| |

Applicando Schwartz:

Ar.y)| < \/ (Gt = ) + (Gt - Eoizomw)

e quest’ultima quantita tende a zero per ipotesi, quando (z.y) — (xo, yo), dato che:

5(3773/0) — o, 77(%9) — Yo-

A
Y P
n(z,y) Qury
Yo
PO P, sYo
] g(xv yO) z g

O

2.1.14 Teorema (calculus). Valgono i sequenti risultati (omettiamo la dimostrazione).

o Sef,g:Q — RM sono differenziabili in xo e \, i € R, anche M+ pug ¢ differenziabile
in xg € st ha d(Mf + ug)(xo) = Adf(xo) + pdg(zo). In termini di matrici jacobiane:
Iaeug(X0) = AJe(X0) + ptg(Xo)-

e Se f: =R, g:Q— RM sono differenziabili in xq, anche fg ¢ differenziabile in
Xg e st ha d(fg)(x0)(v) = df (x0)(v)g(x%0) + f(X0)dg(zo) (V). In termini di matrici
jacobiane: Jrg(x0) = V f(x0)@8g(x0)+ f(20) Jg(X0) (VOW € la matrice di componenti
vw; ).

o Sef . g: QO — RM sono differenziabili in xo, anche f-g ¢ differenziabile in xo e si ha
d(f-g)(x0)(v) = df(x0)(v) - g(x0) + £(x0) - dg(z0). In termini di matrici jacobiane:
Jr.g(x0) = Jr(x0)8(z0) + £(x0) Jg(x0)-

CHECK

2.1.15 Teorema (di composizione). Se f : Q@ — RM ¢ differanzabile in xo € Q, se
g : O — RE ¢ differenziabile in yo = f(xo) € Q1, Q1 aperto in RM, allora gof : Q — RE
¢ differenziabile in xq e si ha d(gof)(x¢) = dg(yo)odf(xg). In termini di matrici jacobiane
Jgot(X0) = Jg(¥0)Jf(%0): lo jacobiano della composizione é il prodotto degli jacobiani.

Dimostrazione. Per ipotesi si ha:

g(y) = g(yo) + dg(yo)(y — yo) + og(y,y0)ly — ¥oll
f(x0) + df (x0)(x — X0) + 0¢(x, X0) ||x — X0]|-
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dove
lim o¢(x,%g) = 0, lim og(y,yo) = 0.

X—X0 Y—Yo

Combinando le due e usando y = f(x), yo = f(x):

g(f(x)) = f(g(x0)) + dg(yo)(df(x0)(x — Xo) + o (z, z0)||x — X0l|)+
og(£(x), £(x0))[|df (x0)(x — x0) + 0¢(x, %0)[[x — %o | =
f(g(x0)) + dg(yo)df (x0)(x — x0) + R(x,Xo)

dove
[ R(x,%0) || < {I[Jg(¥o)llloe(x, %0)[| + [|og(£(x), £(x0))[[([|Je(x0) || + [loe(x, %0) ) } [[x — Xo|
R(x,x0)

H ” — 0 e quindi la tesi e dimostrata. O
X —Xp

da cui si vede che
2.1.16 Osservazione. La formula di composizione e particolarmente espressiva in termini
dei differenziali ( o delle matrici jacobiane ). Possiamo tradurre questa formula in termini
di derivate parziali:

M
ag(afx(j())l( 0) = (Jeot (%)) ; g(¥0)), . (Jr(%0))s ;§§Z(YO)g—f;(Xo)
Dunque
M(Xo) = 00 (YU)%(Xo) i=1,...,K, =1,...,N, (2.2)
dz; — Yk Ox;

(che non ¢ una formula immediatamente intuitiva).

2.1.17 Osservazione. Supponiamo che f :  — R sia differenziabile e che « : [a,b] — Q
sia una curva derivabile. Allora applicando la formula sulla derivata della composizione:

st

= Vf(v(to)) - ' (to)- (2.3)

Supponiamo che ~ sia una curva di livello e cioe che f sia costante suvy: f(v(t)) =C € R
per ogni t € [a,b]. Allora la derivata di f o~y & zero, da cui V f & ortogonale alle curve
di livello.

2.1.18 Esempio. Sia p > 1 e consideriamo g,(x) := ||x||?, definita per x € RY.
Se p > 1 la g, ¢ differenziabile in ogni x e si ha:

Vop(x) = pllx[P7?x  Vx.

Se p = 1 il risultato & vero per le x # 0 (in questo caso Vg (x) = x/||x]|).
p

M|

: LA . Ogp P& L\ -2

Infatti ¢g,(x) = | D 27| da cui 8_(X) =3 > a; 2x; = p||x||P~*z;. Questa
i=1 L i=1

espressione e continua (nelle x # 0 quando p = 1) e quindi la tesi segue dal teorema
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del differenziale totale. Prendiamo ora f : Q — RM differenziabile e sia h(x) := ||f(x)|[P.
Allora h e diffenziabile in ogni x (tale che f(x) # 0 se p = 1) e si ha:
Vh(x) = plf ()|~ Je(x)"f(2). (24)

Infatti h = g, o f e quindi dh(x) = dg,(f(x))df (x) = Vg,(f(z))TJe(x) (ricordiamo che il
gradiente ¢ il trasposto dello Jacobiano). Passando al trasposto Vh(x) = J¢(x)™Vg,(f(x)) =
Je(x)T (pl[f(x)[|P~2E(2)) = pllf(x)]|P~2Je(x)TE ().
2.1.19 Esempio. Se f(z,y) = 2% + 4y®. Per C € R consideriamo “I'insieme di livello”
{f =C}:={(z,y): f(z,y) = C}. Allora:

0 se C' <0,

{f:C}: {0} SGCZO,
ellisse di semiassi vC e \/76 se C' > 0.

Prendiamo C' > 0. Una curva che viaggia in {f = C} & data da:

At = (cos(t),%sin(t)) 0<t<om

Tale ~ ¢ derivabile e
1
' (t) = (— sin(t), 3 cos(t)) :

Possiamo interpretare /() come un vettore tangente alla v e quindi a {f = C'} nel punto

~(t). Questo ci dice che, se (z,y) € {f = C} allora il vettore v(z,y) = (—Qy, g) e
tangente a {f = C} nel punto (z,y).

Calcoliamo il gradiente di f. Si ha:
Vi(z,y) = (22,8y).
Se ora calcoliamo V f(x,y) - v(x,y) troviamo effettivamente 2x(—2y) + 8y(z/2) = 0.

2.1.20 Definizione (connessione). Diciamo che aperto € & connesso se per ogni coppia
di punti x; e x5 in {2 esiste una curva continua in €2 che li congiunge: esiste v : [a, b] — €,
~ continua, v(a) = x; e ¥(b) = xa.

Si puo dimostrare la seguente proprieta.

2.1.21 Proposizione. Se () e connesso allora per ogni coppia di punti X1 e Xy in ) esiste
una curva C' in Q che li congiunge: esiste v : [a,b] — Q, v ¢é derivabile, v ¢ continua,
y(a) =x; e y(b) = x3.

2.1.22 Teorema. Supponiamo che ) sia connesso e che f : £ — R abbia gradiente
identicamente nullo: Vf(x) =0 Vx € Q. Allora f ¢é costante in Q.

Dimostrazione. Fissiamo xq in 2. Dato un qualunque altro punto x consideriamo = :
[a,b] — Q di classe C! che congiunga xy a x. Si ha

d
/) =VI(®)-~'() =0 Vicabl
Dunque, per i risultati in una variabile, f(~(t)) e costante su [a, b]. In particolare:

fx) = f(v() = f(v(a)) = f(x0).

Dato che questo vale per ogni x in €2 si ha la tesi. O
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2.1.23 Definizione (massimi e minimi relativi). Sia f : A — R dove A C RN, Si dice che
un punto xo di A & un punto di massimo (minimo) relativo per f se esiste p > 0 tale che

f(x) < f(x0) (f(x)>f(x0)9  Vx € B(xg,p) NA.

Se cio avviene si dice che f(Xg) € un massimo (minimo) relativo per f.

2.1.24 Teorema (di Fermat). Sia f : Q@ — R con Q aperto e sia xo un punto di
(che quindi é interno a ). Se xq é punto di massimo o minimo relativo per f e se f ¢
differenziabile in x¢ allora xo € un critico (o stazionario) per f cioé:

Vf(X()) = 0.

Dimostrazione. Se X € un punto di massimo relativo interno a € si ottiene facilmente
dalle definizioni che

dp > 0 tale che B(xp,p) C Qe f(x) < f(x0) Vx € B(xo,p).

Sia v € RY con v # 0. Allora zy + tv € B(xg, p) purché |t| < e, := p/||v].
Da tutto questo segue:

o(t) := f(xo + tv) ¢ definita per — e, <t < &, e ha massimo per t = 0.
Ne segue ¢’(0) = 0. Ma (per definizione) ¢'(t) = f'(x0)(v) = Vf(x0) - v e quindi
Vf(x0)- v vv € RY.
Prendendo v = V f(xg) si trova ||V f(x0)||* = 0 da cui V f(x¢) = 0. O

2.2 Derivate seconde e successive

Consideriamo sempre 2 C RY aperto xo € Qe f: Q — RV,
Ricordiamo che £(RY,R") indica le applicazioni lineari da RY a RM e che in L(RY,RY)

¢ definita la norma ||L|| := sup ||Lx]].
|x||=1

2.2.1 Definizione (derivate direzionali seconde). Siano v,w € RY. Diciamo che f ¢
derivabile due volte lungo (w, v) se esiste la derivata direzionale f'(x)(v) per le x vicine a x
e f'(x)(v) e derivabile a sua volta in x( nella direzione w. I risultato (f'(v))’(w) si chiama
derivata direzionale seconda lungo (w,v) e si indica con f”(xq)(w,v) := (f'(v)) (w).
Chiameremo " (x¢)(€é;, &;) derivate parziali seconde rispetto a x; e x; e le indicheremo

T = (22
con 8@8% ®o0) = sz Z; *0)-

2.2.2 Definizione (differenziale secondo). Se supponiamo f differenziabile in tutto
risulta definita I'applicazione: df : Q — L(RY,RY). Ha senso considerare le derivate
direzionali e il differenziale di df nel punto xq (cfr. I’'Osservazione (2.1.8)).

Chiamiamo d(df)(x¢) (se esiste ) il differenziale secondo di f in %, e lo indichiamo con
d*f(x0); quando d*f(xg) esiste diciamo che f ¢ due volte differenziabile in xo. Notiamo
che d*f(xg) : RY — L(RY,RY) ed ¢ lineare (cioe d*f(xq) € L(RY, L(RY,RY)). Allora dati
v,w € RY ha senso calcolare (df)(x)(v) € L(RY,RM) e applicarlo a un w. Il risultato &
lineare sia in v che in w: dunque il differenziale secondo in un punto xq si puo pensare
come un’applicazione bilineare scrivendo:

d*f (x0) (W, v) = (d*f(x0) (v)) (W)
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Analogamente la derivata direzionale di df lungo un vettore v ¢ un oggetto in £(RY,R")
e per ogni w si ha:

R ] e

o G0 ) (W) — dE (o) (W) oo+ ) (w) — £ (x0)(w)
t—0 t t—0 t

=f"(w,v).
Dunque se applichiamo le proprieta del differenziale:
d*f (x0) (W, v) = (d(df) (x0) (v)) (W) = ((df)' (x0) (v)) (W) = £"(x0) (W, V) Vv, w € R".
Il seguente teorema e conseguenza del Teorema del differenziale totale.

2.2.3 Teorema (del differenziale totale per le derivate seconde). Se le derivate seconde
0*f
8377;81'3‘

allora £ ¢ due volte differenziabile in xg.

(x) (i,j = 1,...,N) esistono per tutte le x vicine a Xy e sono continue in Xo,

2.2.4 Definizione. Indichiamo con C?(€2) I'insieme delle funzioni aventi derivate seconde
continue in tutto Q. Chiaramente le funzioni in C*(Q2) ammettono differenziale primo e
secondo continui in €2.

2.2.5 Esempio. Prendiamo la funzione f : R?> — R definita da:

zy(a? — y?)
gy e Lm0 £ 0.0
0 5€ (xay) = (0,0)

Si vede che f ha derivate parziali prime continue in (0,0), punto in cui entrambe queste
derivate fanno zero. Con qualche calcolo:

of y(at +4a%y® —yh)  Of z(z' — 4o’y — y')
_(:[;’y) — 3 N2 y —($,y) = 2 2)2 ’
or (2% + y?) dy (% + %)

9 0 o 1/of of e

o 0 .1 [of of 1 —y4__
7y 00 =l (5700 - 5700.0) = hy S = -1

Quindi cambiando l'ordine di derivazione il risultato cambia.

2.2.6 Teorema (di Schwartz). Se f ammette derivate parziali seconde per tutte le x vicine
a Xo e queste sono continue in Xq allora:

o0’f o0’ f
— (%) = ——(x i,j=1,..., N,
amiaxj( 0) 8xj8mi( 0) J
dunque le derivate seconde miste non dipendono dall’ordine con cui si fanno le derivate.

Dimostrazione. Facciamo la dimostrazione nel caso N = 2. Consideriamo la funzione
(definita in un intorno di (zo, yo):

Az, y) = f(z,y) — f(xo,y) — f(z,90) + f(Z0, Yo)-
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Se poniamo anche ®.(y) := f(z,y) — f(xo,y) (dove x ¢ considerato un parametro)
possiamo scrivere:

Az, y) = u(y) = Pu(yo) = L4(M)(y — 0)
per un opportuno n = n(z,y) tra yo e y (uso Lagrange). Calcolando @/ :

o) = (Lo~ s -y = 22

, (& = 20)(y = bo)

of

per un opportuno £ = £(x,y) tra xo e x (riapplico Lagrange a x +— 8—(:10,77)) Questo
Yy

procedimento si puo ripetere invertendo z e y (cominciando con lo scrivere A(zx,y) =
U, (x) — Wy (x) dove U, (z) = f(x,y) — f(z,y0) e facendo gli stessi calcoli). Si trova:

0 of
A(l",y) = 8_y%

con & = ¢ (x,y) compreso tra xg e x e = n/(x,y) compreso tra yy e y. Eguagliando e
semplificando (z — x¢)(y — yo) troviamo:

0 of _oof,,
A questo punto facciamo tendere (x,y) — (zo, yo): notiamo che i punti passano al limite:
€@ y)n(z,y) = (o, 90); ()7 (2, y)) = (20, Y0)

(per come sono stati costruiti) e allora, a causa dell’ipotesi di continuita delle derivate

&)y —yo)(x — ).

seconde: 9 of 9 of 9 of 9 of
%8_1;(5’77) - %a—y(iﬂo,yo), 87;%(5 ) = gy%(iﬂo,yo)-
. . 00 0 0
Dato che 'eguaglianza passa al limite: %8_5(%’ Yo) = 8_3/8_3];(%’ Yo)-
]
2.2.7 Definizione (matrice Hessiana). Supponiamo f : Q — R di classe C*(£2). Poniamo
0*f N o0 f N 0 f (%)
0x10x, 0 0x10%5 0 0210z N 0
Ty () 7T (x,)
(9962(9901 0 8$282L’2 0 81’281’]\/ 0
Hy(xo) =
A i 1 R
drndry ) drnOry drndry

La matrice quadrata N x N cosl introdotta si chiama matrice Hessiana o Hessiano di f
nel punto xy ed ¢ una matrice simmetrica. Si ha:

f"(x0)(w,v) = wTH(x)v  Vv,w € R". (2.5)
_ o
N axﬁx]

Infatti per definizione di Hy si ha é] H¢(xo) é; (x0) = f"(x0)(&, é). Scrivendo

N N
v =) vé,w= )Y w;é;, per la bilinearita di (v,w) — f”(x¢)(v,w) si ha la (2.5).
i=1 j=1
Il fatto di prendere f a valori reali fa si che gli elementi di questa matrice siano numeri
reali (se f fosse a valori in RM gli elementi di H¢(xg) sarebbero vettori di R™). Questo

caso si puo comunque recuperare ragionando sulle singole componenti di f.
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2.2.8 Definizione (derivate successive). La costruzione fatta per le derivate seconde si
puo iterare definendo le derivate direzionali (parziali) n-esime e i differenziali n-esimi.
Riassumendo, dati vy, Vs, ..., Vv, possiamo definire £f™(xq)(vy,vs,...,v,) derivando f
nella direzione v, poi f’(v,) nella direzione v,,_1, poi f’(v,_1,v,) nella direzione v,_5 e
cosi via. Nel caso i cui le direzioni siano scelte tra i vettori della base canonica abbiamo
le derivate parziali:

ot (x0)
a!L‘ilafEZ‘z tee al’zn %0

= f(n) (X0)<éi17 éig) ey ézn)
Se le derivate partiali esistono nell’intorno di xy e sono continue in xq allora:
£V (x0)(V1, Vo, . .., V) = d"F(x0) (V1, Vo, . . ., Vy) Vvi,va,..., v, € RY

dove il differenziale n-esimo di £ in xo & un’applicazione n-lineare simmetrica: d"f(xg) :

BN xRM x ... x RJ\L — R ¢ lineare rispetto a ogni variabile e se 7,7 =1,...,n:
n fattori
d"f(x0)(Vi, .oy Viy ooy Vo, V) = dME(X0) (VL o Ve VL V).

2.2.9 Definizione. Definiamo I'insieme C"(Q; RM) come I'insieme delle funzioni f : Q —
RM™ che hanno derivate partiali fino all'n-sima continue in Q. Se M = 1 scriviamo
semplicemente C"(Q2). Se f € C*(Q;RM) diremo che f ¢ di classe C™ su .

Introduciamo anche C*(€2;RM) come 'insieme delle funzioni f di classe C"(Q; RM) le
cui derivate partiali fino all’n-sima.

si estendono a delle funzioni continue su tutto Q. Anche qui conveniamo che C*(Q) :=
C*($%;R). Per esempio f(x) = +/z ¢ in C1(]0,1]) ma non in C*([0, 1]).

Ricordiamo anche che, se A C RY C°(A; RM) indica le funzioni continue da A a valori

in RM (C°(A) := C°(A;R)).
2.2.10 Osservazione. Notiamo che, se f € C*(Q;RM), I'espressione

ot (x0)
axilaxiz cee &L’Zn %0

si scrive di solito mettendo in ordine crescente le direzioni di derivazione e raggruppando
quelle rispetto alla medesima direzione, cioe:

o"f (x0)
O 0ay - QN Y

dove my +---+my=n

(con la convenzione che se m; = 0 non c’¢ la derivata nella direzione i-esima). Per esempio:

. . 0*f . O*f
invece di ————  si scrive

020x0ydx 0x20ydz’

2.2.11 Osservazione. Se f € C"(;RM), xg € Q e vy,...,v, € RV allora:

£ (x0) (Vi, Vo, -,V Z Z Z . 8x T om (X0)V1iy V2,45 Uni,  (2.6)
21 12 n

i1=11492=1 in=

Infatti se i v; sono vettori della base la formula la formula ¢ vera — nel caso generale si
usa la n-linearita.
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2.2.12 Notazione. Conveniamo di scrivere ™ (xy)v" per indicare £ (xo)(v,v,..., V).
Se per esempio M =1 en = 2 si ha:

f"(x0)v? = vT Hy(xq) v

che ¢ una forma quadratica.

2.2.13 Definizione. Chiamiamo N -multiindice una N-upla di interi a = (aq, ag, ..., ay)
(, > 0se h=1,...,N). Supponendo che « sia un multiindice introduciamo le seguenti
convenzioni.

lal = +as+ -+ an, al:=alag!--ayl, v¥i=oftv5? - o)y

(per ogni v € RY). Se |a| =n e f ¢ una funzione di classe C" definiamo:

B of
C 0rY 0y - -0z

D,f

(convenendo che se a; = 0 non c’¢ dz; a denominatore).

2.2.14 Proposizione. Se f € C"(;RM), xg € Q e v € RN si ha:

£ (xp)v" = ) —Daf (x0)v*. (2.7)
|a|=n
Idea di dimostrazione. Si usa la formula (2.6) con vi = vo = -+ = v, = v e si usa il

calcolo combinatorio per raggruppare i termini eguali nella sommatoria di destra. Vediamo
come funziona la cosa nel caso della derivata terza con M = 1, N = 3. La (2.6) ci dice
che:

VU V1 +

5 5 63 X0 83 X0 83 X0
3 3 fxo) f(x0) f (o)

i k= Vv + —————
1 j=1 k=1 amlaxjaxk’ o axlal‘laml axg(?xl@xl

3 3 3 3
%vlvgvl + %vgvgvl + %vgvgvl + %
aigg—ijgllvzvlvg + a%g—i(g;vgvlvg + (;jg—;xg;vlvgw + ai@g—ijg)xz
85@2—;;%)1:1@11}1@3 + 852£—:(51X?))xgv201v3 + aig—mvngg + 8315—2(263

0% f (x0) 0 f (xo) 0% f (x0) 0 f(x0)

———————VoU9V3 + ——————V3VV3 + ——————V1V3V3 + ——————
8I28ZE28[L‘3 2728 81‘381’281’3 3728 61‘181‘38I3 178 8x28x38x3

V3VoU1+
V1V V9 +
VU9 +

—f- ?J3’U3UQ+

+ V1V2V3+

VaV3V3+

0 f(x0)

81'3837381'3

Pf(xo) 5 Pf(x0) 3, Pf(x0) 5, ,0°f(x0) 4
o3 Pt o3 2 o3 3+38x%8x2 !
9 f(x0) 0 f (x0)

0x30x3 01023

V3V3V3 =

P f (x0) 2
1

2
V203 4+ 3L v+
2 2 2

(9951895
3 3
0 f(XO)vgvg 16 0° f(x0)

8w28x§ 81’181'261)3

9 f(x0)

U2+3

+3

vgvg +3 vlvg +3 V1UgU3
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Si vede che il risultato si puo ottenere dalla formula dato che i possibili 3-multiindici «
con || = 3 sono:

(3,0,0), (0,3,0),(0,0,3) (3' _ 1)

(2,1,0), (2,0,1),(1,2,0), (0,2,1), (1,0,2),(0,1,2) (3—!23)

(1.1,1) (5 =9)

2.3 Formula di Taylor

In questo paragrafo supponiamo sempre f : Q — R dove Q & un aperto di RY e xo € Q.

2.3.1 Definizione (insiemi convessi). Si dice che un insieme A C RY & convesso se:
Vxo,x1 € A, Vt € ]0,1] siha: tx;+ (1 —1t)xy € A.

Notiamo che la curva t — tx; + (1 —t)xo = xo +t(x1 — Xg), cheint =0 valexgeint =1
vale x1, descrive il segmento tra xq e x;. Dunque un insieme A & convesso quando A ha
la proprieta di contenere tutti i segmenti aventi come estremi due punti di A.

2.3.2 Lemma. Sia €2 un aperto convesso e siano Xq,x € ). Ha senso allora definire
o(t) = f(x0 + t(x — Xq)) Vi€l —e, 14¢f
per € > 0 sufficientemente piccolo. Se f € C*(Q2), allora ¢ € C*(] —¢e,1+¢€]) e si ha:

A9 = [0+ 1x =) (x - x0) = 30 S Dax w0t (28)

|al=k

Dimostrazione. Per la convessita si ha che (1) := x¢ + t(x — x¢) € Q se t € [0,1]. Dato
che Q & aperto questa proprieta rimane valida anche per —e <t <lel <t <1+4¢g, se
e > 0 & abbastanza piccolo. Dunque ¢ ¢ definita su | —e,1 + €.

Notiamo ora che, a t fissato, ¢¥)(¢) in ¢ coincide con la derivata k-esima in h = 0 della
funzione h +— f(v(t) + h(x — X)), che per definizione & f® (~()((x —x¢)*). Dunque vale
la prima eguaglianza in (2.8). La seconda eguaglianza segue dalla (2.7). O

2.3.3 Definizione (Polinomio di Taylor). Sia f di classe C"(2). Dato x¢ € Q definiamo
il polinomio di Taylor di ordine n per f rispetto al punto xg

1
Pf,n,X()(X) = ZECZ(M}E(X X = XO Z Z D f XO X Xg) . (29)
k=0 k=0 |a|= & !

Conveniamo che Py, (x) = Pr,0(x) (se X = 0 non scriviamo Xg). Se f e chiara dal
contesto scriviamo semplicemente P, x,(x) 0 P, (x).

2.3.4 Osservazione. Se n = 2 abbiamo:

Pan () = J(3x0) + ¥ (x0) - (x = o) + 2 (3~ x0)7 Hy(ox0) (x — x0).



42 CAPITOLO 2. CALCOLO DIFFERENZIALE

2.3.5 Teorema (formula di Taylor con resto di Lagrange). Siano Q convesso, xg € ) e
f e Cctt(Q). Allora per ogni x € Q esiste ty €]0,1] tale che:

1
f(x) = Prpx(x) + ( + 1)|df("+1) (%0 + tx(x — %0)) (x — %)™ =
OF f(xg + tx(x — %))
Prnxo (%) m+1)! Z Z Dan, - O, (@i — @o4,) ++ (Ti, — Tos,). (2.10)
k=
Dimostrazione. Consideriamo ¢(t) := f(xo + t(x — X¢)) definita su I :=| —e,1 + €], per

e > 0 sufficientemente piccolo. A causa del Lemma (2.3.2) la ¢ ¢ di classe C"**(I) per cui
possiamo applicare la formula Taylor unidimensionale:

(®) (n+1)
Z“’ + 2 ()t”“ vtel dover €]0,1[.
(n+1)!

Mettendo t = 1 e utilizzando la formula (2.8) otteniamo la tesi:

" LM (n+1)
o(1) = Z ’ k'( ) + LARNANEY 57'1') dove 1 = tx €]0,1].
;??:) Pt ! (n+ )
=Py (x) = LT G (o)) Gemxg)
fin.xqg (n+1)!

]

2.3.6 Osservazione. Conveniamo di chiamare resto di Taylor di ordine n (per f in X)
I’espressione:

Rf,n,XO (X) = f(X) - Pfﬂ%Xo (X)

con le stesse convenzioni di notazione adottate per Pk, x,. Il teorema precedente dice che:

1

mf("H) (&) (x —x0)"™  per & interno al segmento tra X e X.

Rf,mxo (X) =

2.3.7 Teorema (di Taylor con resto di Peano). Siano Q un aperto di RN, xo € Q e f di
classe C™(Q2). Allora
lim anxo( )

oo |[x = Xo||"

=0.
Possiamo esprimere questo fatto dicendo che Ry, x,(x) = o(||x — xo||") e scrivere

J(%) = Ppnxo(x) + o([[x = xo[["). (2.11)

Dimostrazione. Possiamo prendere p > 0 tale che B(xg,p) C . Dato che B(xq,p) &
convesso possiamo utilizzare il teorema precedente al passo n — 1 ottenendo:

Rp100 (%) = 3 /() 0= x0)" = 70 x0) e x0) (£ (60) = ) (x0) x = 30)"

che equivale a: .
Ry (x) = a(f(n) (&) — f™(x0)) (x = x0)"

da cui
|2 pno

|x — xo||” — n' v=

max [|(f (&) — £ (x0))v"]|

ed ¢ chiaro che il termine a destra tende a zero se x — xg (= &{x — Xo). O
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2.3.8 Osservazione. La proprieta del resto secondo Peano si puo esprimere:

Rt nxo(X) = 0 fnx (X)X — %o]|" dove lim oy, x,(x) = 0.
X—X0

2.3.9 Teorema (analisi dei punti critici). Sia f di classe C*(Q2) e supponiamo che xq €
sia un punto critico per f. Allora:

1. se Hf(xq) € strettamente definita positiva (negativa), allora xo é di minimo (massi-
mo) relativo per f;

2. se Hy(x) é definita positiva (negativa) per le x in un intorno di X, allora xq é di
minimo (massimo) relativo per f;

3. se f(xo) € indefinita, allora Xo non € né punto di massimo relativo né punto di
mainimo relativo per f.

Dimostrazione. Usando la formula di Taylor con resto di Peano (nota che V f(x0) = 0):
F() = F(x0) + (x — x0)7 Hy(x0) (x = Xo) + 7(x)x = o]
dove 0(x) = 02x,(x) = 0 per x — xo. Se H;(x() € strettamente positiva si ha:
v Hy(x) v > v||v|? vv € RY
per una opportuna v > 0. Ne segue:
) > fxo) + (v + ()| Ix — o]

Dato che v+o(x) — v > 0 per x — Xq esiste un disco B(xq, p) C 2 tale che v+o(x) > v/2
per le x in B(xg, p). Dunque:

Fx) 2 flxo) + Slx—xol” Vx € Blxo, )

Abbiamo dimostrato la prima proprieta (per il massimo si fa nello stesso modo).
Se Hy & (solo) positiva in un intorno B(xy, p) possiamo usare la formula con il resto
di Lagrande in B(xq, p) (che ¢ convesso):

f(x) = f(x0) + (x —x0)" Hf (&) (x — %0) > f(X0) Vx € B(xq, p)

dove & si trova sul segmento tra x¢ e x e quindi & € B(xg, p), da cui Hy(&) > 0.
Se infine Hy(xg) ¢ indefinita possiamo trovare due direzioni v; e v in RY tali che:

f"(x0) Vi = v] Hy(x0) vi > 0, f"(x0)vs = v} Hs(x0) va < 0.
Dato che f'(xq)vy = f/'(x0)va = 0 se ne ricava che esiste € > 0 tale che:
f(xo 4+ tvy) > f(x0) per 0 < [t] < ¢, f(xo 4+ tva) < f(x0) per 0 < |t]| < e.

Se cio € vero X non e né di massimo né di minimo.
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2.4 Differenziabilita dell’inversa e teorema delle fun-
zioni implicite

2.4.1 Lemma. Sia Q convesso e sia ® € C*(;RY) e supponiamo che || Je(x)|| < L per
ogni x € Q. Allora:

|P(x2) — P(x1)]| < L||xa — x1]| VX1, Xy € Q.
Dimostrazione. Dati x1,x5 € ) e p > 1 consideriamo la funzione
p(t) = [|0(tx2 + (1 — t)x1) — D(x1)|”
definita per ¢ € [0,1]. La ¢ & continua in [0,1], ©(0) = 0, ¢(1) = [|P(x2) — P(x1)]]P.

Notiamo che ¢(t) = g,(P(y(t)) — ®(x1)) dove g,(y) = ||yl|P e ¥(t) = tx2 + (1 — t)x;.
Usando le formule (2.3) e (2.4) (nota che 4" = x — X1 ) otteniamo che ¢ ¢ derivabile e

o' (t) = pllP(v (1) — (x1) [P Ja (v () (R (7 (E) — D(x1)) - (%2 — X1)
Allora
' (1) < pl@(v(t) — @7 | Je(v(8)T] %2 — x| < pMP ' L|Ix5 — x4 ].

dove M := max ||®(v(t)) — ®(x1)||. Applicando Lagrange:

0<t<1
1) — (0
J96e) — 2 = D=0 — o) < e, - x|
(1 €]0, 1] opportuno). Facendo tendere p a 1 si ha la tesi. O

2.4.2 Teorema. Sia Q aperto di RN e sia £ € C(Q;RY). Sia xq € Q tale che J¢(xg) ¢
una matrice invertibile (cioé det(Je(x9) # 0).

Allora esiste p > 0 tale che f é iniettiva in B(Xo, p), l'insieme 0y := f(B(Xo,p)) € un
aperto di RY | la funzione inversa £=1 : Q; — B(xo, p) (in verita linversa della restrizione
£ B(xo,p), Che & ben definita su ) ¢ di classe CH(Q1;RY)) e vale:

Je-1(y) = Je(F (y) ™ Vy € (1,

che si puo scrivere anche:
Je-1(f(x))) = Jp(x) 7! Vx € (L.

Dimostrazione. Prendiamo py > 0 tale che B(xq, pg) C Q) e:

ITd — Je(x0) ' e (x)]| < Vx € B(xo, po) (2.12)

N =

(stiamo usando la continuita di x — Jg(x)). Per ogni x € B(xy, pg) definiamo:
P(x) :=x — Jp(x0) H(x)

Dato che Jg(x) = Id — Je(xo) "t Jp(x

~—

, dalla (2.12) e dal Lemma (2.4.1):

[B(x2) = D) || < Sllxa =3l Va1, %5 € B(xo, po)-

DN —
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Ne segue che, per ogni x1,x5 € B(xo, po) si ha:
7 (x0) ™ (£ (x1) — £(x2))[| = 1161 — %2) = (D(x1) — D(x2)) | >
I = all ~ [ @(1) — (xa) | > 31— x|~ 3 31 — x| = 5131 — o]
Dialtra parte | Jr(x0) " (E(z1) — £(xa))I| < [1e(x0) (1) — £(so)] dla cui:

||f(X1) — f(Xz) ||X1 — X2H VX1,X2 S B(Xo,pg). (213)

1
[
2|5 (x0) =l

In particolare f ¢ iniettiva in B(xq, p). Allora & ben definita f~* : f(B(xq, po)) — B(X0, po)
~— —

-0
e si ha:
£ (ye) = £ ()l < 201 Je(x0) " lllyr —wall - ¥y1,y2 € Qu (2.14)
Quindi 7! & continua. Rimane da mostrare che ; ¢ aperto e la differenziabilita di £~
Prendiamo dunque y € Q; e sia x := f !(y) 'unico punto in B(xg, p) tale che
f(x) = y. Prendiamo p > 0 tale che B(x,p) C B(xo, pp). Poniamo p; 1= v
2| Je (x0) |
Fissiamo y’ € B(y, p1) e definiamo la mappa ®y/ : B(x, p) — R" ponendo:
Oy (x) == x — Jy(x0) T (£(x) = ¥') (= (x) + Je(x0)7'Y).
Dato che @,/ differisce da ® per una costante, si ha ancora:
1
1@y (x2) — Sy (1)l < Fllx2 = 1]
Notiamo che x = ®,,(x), da cui, se si prende x’ € B(x, p)
[y (x) = x|| < ||y (x) = Py (x)]| + [ Dy (x) = Dy (x)[| <
1 - 1 - p P
< S X = x| e o) Y =yl < 5o+ [ e(x0)Hlpr < 5+ 5 = p.
g% — X0 A4 2772

<p <p1

Dunque @,/ (x') € contenuto in B(x, p) C B(x, p) per tutte le x’ di B(x, p). Siamo dunque
nelle condizioni di applicare il Teorema delle Contrazioni e ottenere che esiste un punto

x" in B(x, p) tale che:
D (x)=x & Ji(x) (X)) -y) =0 fX) =Y.

Abbiamo in questo modo dimostrato che ogni y’ € B(y, p1) appartiene a f(B(x,p)) C
f(B(x0,p0)) = 1. Dunque 2, ¢ aperto.

Dimostriamo che £~ ¢ differenziabile. Innanzitutto notiamo che J;(x) & invertibile
per ogni x in B(Xq, po). Questo si puo in realta dedurre dalla (2.12) (NON FATTO), ma
lo si pud comunque ottenere pur di prendere py abbastanza piccolo all’inizio.

Siay € e sia x := f~!(y). Per la differenziabilita di f in x:

f(x) —f(x) = (x)(x' —x) +o(xX)||x' —x|| VX' €Q.
dove o(x') — 0 per X’ — x. Prendiamo y’ € ; e poniamo x' = f~1(y’):

Y =y =R&)EY) - y) + o\ EDIET ) - £ )
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Applichiamo J¢(x)™" a entrambi i lati:

Jex) TNy —y) = £ ) — £ ) + ) e (T Y)IET ) — £ ()] -

-

=:R(y’)

Poniamo o,(y’) := —R(y')/|ly’ — y||- Usando la (2.14):
e ()~ o (E ()21 Te(x0) Iy — ¥
Iy’ =yl

con L = 2||Je(x) 7 ||| Je(x0) Y. Sey’ —y sihaf~l(y) — f(y) =x da cui oy(y’) = 0.
Abbiamo dunque:

1Y) =f'(y)+ =&)Y -y)+a)y -yl VY €,

con 01(y’) = 0 per y — y e quindi f~! ¢ differenziabile in y e Jp-1(y) = Je(x) 1. O

lon (Y < = Lljo(t " (y))l

2.4.3 Notazione. Sia data una funzione g :  — R™ con Q aperto di RV *M e supponiamo
g differenziabile. Conveniamo di indicare (x,y) i punti di R¥** dove x € RNV e y € RM.
Conveniamo anche di indicare con

iy, o 2(xy)
8 a$l Y ) ) axN Y
g . .
a_(xa y) == : :
X
W y) e P y)
axl Y Y Y axN )
lo “Jacobiano parziale” di g rispetto a x1,...,zy (che &€ una matrice M x N) e con
591 a91
—_— X, s DY y — X7
; oy, ) Dy )
g : )
@(K y) = : :
Con (x,y), - Oon (x,)
8y1 ) ) ) ayM b
lo “Jacobiano parziale” di g rispetto a yi,...,yy (che & una matrice M x M).
Conviene anche considerare in RY x RM la norma [|(x,y)|e := max {||x||n, ||¥]ls}

che ¢ chiaramente equivalente alla norma standard ||(x,y)|| = /IIx||%+, lly|%;- Rispetto
a questa norma le palle B((xg,¥0), #)so SON0 gli insiemi:

Q(X0, Y0, p) = B(x0,p) x B(yo,p) = {(x,¥):x = xollx < p. [ly — yollsr < p},
dove (xg,y0) € RM*M ¢ p> 0.

2.4.4 Teorema (delle funzioni implicite). Siano N, M interi, sia @ C RNTM aperto e sia
g € CH{Q;RM).
Supponiamo che (Xo,¥yo) sia un punto di 2 per cui g(Xo,yo) = 0 e che si abbia:

0
det (%(Xo,yo)) # 0.
Allora esistono p > 0, py > 0 ed esiste una funzione f : B(xq, p) — RM tale che:

{(x,¥) € B(xo,p) x B(yo, po) :8(x,y) = 0} = {(x,f(x)) :x € B(x0,p)} -

Inoltre £ ¢ differenziabile in B(xo, p) € si ha:

) =~ (FEex ) ) FElxte)  vx e Bloap)
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Dimostrazione. Definiamo la funzione h : Q — R¥*M ponendo:
h(x,y) = (x,g(x,y))
Si ha che h(xg,yo) = (x0,0) e
Idy, On, v

Jh(X07y0): og og
a_X(XO,YO)a @(X(]?y{))

(Idy indica la matrice identica di dimensione N x N, Oy »s € la matrice nulla di dimensione

N x M). Per la struttura di Jy, si ha det(Jn(x0,¥y0)) = det (g—g(xo,yg)> # 0. Per il
Yy

Teorema di Inversione Locale esistono pg > 0 e p; > 0 tali che h & iniettiva su Q(xo, yo, fo)
e Q(x0,0,p1) C Q :=h(D(x0,¥0, po)) (stiamo usando le palle rispetto a || ||)-
Scriviamo h=! = (hy', hy'). Dato che

(&,m) =h(h;'(&,n),hy' (& 1) = (hy'(€,n), g (€,1),hy ' (€,7))
otteniamo

hi'(&n)=¢ glEh'(¢&n)=n V(Emn)e B((x0,0),p1)

Prendiamo p := min(pg, p;) e definiamo f(x) := h;'(x,0) per le x in B(x,p) (N.B.
(x,0) € Q(x0,0,p) C Q(x0,0, p1), quindi f & ben definita). Per quanto sopra ha:

g(x,f(x)) = g(x,h;*(x,0)) =0 Vx € B(xo, p).
Viceversa se (x,y) € B(xq,p) X B(yo,p0) C Q(X0,¥0,00) € g(x,y) = 0, allora:
h(x,y) = (x,0) = (x,y) =h7(x,0) = y = h; ' (x,0) &y = f(x).

Dunque abbiamo caratterizzato {(x,y): g(x.y) = 0}N(B(xo, p) X B(yo, p1)) come grafico
della funzione f definita su B(xq,p). Per quanto riguarda la differenziabilita di f basta
usare le regole di calcolo. Prima di tutto:

Idy, On, s !

']h_1 (5’77) = Jh(h_l(éan))_l = ag =

Idy, On, v

_ (I i
_<g—§(h1(£m)))1%@1(5,”)), (g_i(hl(ﬁ’n)))l _(J21 ]22)'

Notiamo ora che f = w5 0 h™! o & dove my(x,y) = y (proiezione su RY) e o(x) = (x,0).
E facile vedere che

Je(,y) = (Oun Tdu)  Jo(x) = <§;le)

da cui, usando la formula di composizione:

_ Ju(o(x)) Jia(o(x))) (1dy | _ _
Te(x) = (OM’N IdM) (J21(0'(X)) JQQ(U(X))) (ON,M> = Ju(x,0) =

08 (-1 718g ! = — %X X 718_gx X
(FEwreon) Eareo)—- (FExr) Ee o)
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2.4.5 Osservazione (caso M = 1). Sia Q un aperto in R¥*! e sia G € C(Q2,R). Poniamo:
M ={(x,y) € Q:G(x,y) =0}.

Supponiamo che:

G
(X0, %0) € M, a—y(X07y0> # 0.

Allora esistono p > 0, € > 0 e una funzione f : B(xq, p) — RY di classe C! tali che:
M 0 (B(x0, p)X]yo — €, 90 +€[) = {(x, f(x)) :x € B(x0,p)} -
2.4.6 Osservazione (caso N, M = 1). Sia Q un aperto in R? e sia G € C(€, R). Poniamo:
M = {(z,y) € 2:G(z,y) = 0}

Supponiamo che:

oG
(70, 90) € M, 8_y(x0’y0) # 0.

Allora esistono d > 0, € > 0 e una funzione f :]xq — d, %o + 6[— RY di classe C! tali che:
M N (Jxg — 0,20 + d[X]yo — €, 90 + €]) = {x, f(x)) :x E]zog — 5,20 + [} .

Notiamo che ~(z) := (z, (x)) ¢ una curva in R%e che

oG
, / %(3& f(z))
Y(@) = (L @) = | 1,-02 | 2 0,0)
a—y(% f())
dunque vicino a (xg, yo) l'insieme M & descritto da una curva regolare.
2.4.7 Osservazione. E abbastanza chiaro che, se Q € RNM xg = (2q,...,2y4n) & un
punto di 2, e g € C(€; RM) con g(x0) = 0, e se un sottoinsieme di M variabili x;,, ..., z;,,
0
trale N+ M xq,...,xyyp € tale che lo “jacobiano parziale 8 (x0)” € inver-

8(%1 o 'axiM)
tibile, allora, vicino a xg, l'insieme M := {x € Q:g(x) = 0} si descrive come il grafico di
una funzione f definita sulle rimanenti N variabili z;,,...,x;, a valori nelle z; , ..., x;,.

oG
In particolare nel caso M = 1 basta che una derivata 8_(X0) #0 (itraleN+1)
L
per poter affermare che esiste una funzione f definita nelle z; con j # 7 a valori reali, tale

che, vicino a xg

{g(X> = 0} = {(Z‘l, S ,$i,1,f(«1;1, ey Li—15, it 1y - - - 7xN+1)7xi+17 S JxN+1>}'

2.5 Massimi e minimi vincolati

2.5.1 Definizione. Chiamiamo insieme regolare (o vincolo regolare ) di codimensione M
in Q (M < N) un insieme V' C  tale che esiste g : Q — Rdi classe C! con le proprieta:

V={xeQ:gx) =0}, rank (Jg(x)) =M VxeV (2.15)

(ricordiamo che il rango di una matrice A ¢ il massimo n per cui esiste un minore n x n di
A con determinante non nullo — notiamo anche che I'ipotesi sopra significa che le M righe
di Jg(x) sono linearmente indipendenti). Se V' ¢ un insieme regolare di codimensione M
in RY possiamo chiamare dimensione di V il numero intero N — M.

Se 2 = RY diciamo semplicemente che V & un insieme regolare di codimensione M.
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2.5.2 Esempio. L’insieme V := {z? + y*> + 22 = 1,2 = y} ¢ un insieme regolare di codi-
mensione due. Infatti possiamo considerare:

22 +y? + 22 -1
g(lC,y,ZC) T ( x—y

(per tutte le (z,y,2) in R?). Chiaramente V = {g(x,y, z) = 0}. Inoltre:
(22 2y 2z
Jg(xa%z)_ (1 -1 O)

2y
1 1 ha
determinante —2(z +y) = —4y = —4y per (r,y,2) € V. Dunque, se (z,y,2)) € Vex # 0

Questa matrice ha sempre rango due nei punti di V. Infatti il minore

1 0
ha determinante —2z # 0. Si vede abbastanza facilmente che V' ¢ descritto dalla curva

regolare ~y(t) := <‘/7§ cos(t), \/75 cos(t), sin(t)) per t € [0, 27].

Jg(x,y, z) rango due. Se x = 0 anche y = 0 da cui z # 0 e in tal caso il minore 2 22)

2.5.8 Osservazione. Un vincolo regolare di codimensione M si pud sempre vedere co-
me intersezione di M vincoli regolari di codimensione 1. Infatti se g ¢ tale che V =
{x:g(x) = 0} allora:

V=Vin---NVy doveV;:={x:¢;(x) =0},

e dove ¢1(x), ..., ga(x) sono le componenti di g(x). E chiaro che ogni V; & regolare perche
se fosse Vg;(x) = 0 la riga i-esima di Jg(x) sarebbe identicamente nulla e quindi ogni
minore M X M avrebbe una riga nulla da cui rank(.Jg)(x) < M, contro l'ipotesi (2.15).
Non e pero vero il viceversa perché non e detto che insiemi regolari di codimensione 1
abbiano sempre intersezione regolare: per esempio

I'iperboloide V := {22 +1=2a?+ yQ} e il piano P :={z =1}

sono regolari perché Vg;(x) ¢ il trasposto della riga i-esima di jg(x) e se Vg;(x) = 0 si
avrebbe det(Jg(x)) = 0. Pero la loro intersezione e data da:

VAP={z=1z=y}n{r=1,2=—y}

cioe dall’unione di due rette che si intersecano in (1,0,0) che non puo essere regolare
dato che non vale la tesi del teorema delle funzioni implicite:

In effetti 'ipotesi su Jg in (2.15) equivale a dire che le righe di Jg(x) sono linearmente
indipendenti per ogni x € V', che ¢ lo stesso che dire che gli M vettori Vg;(x), ..., Vg (x)
sono linearmente indipendenti. Geometricamente questo significa che i V; si “inter-
secano trasversalmente”. Nell’esempio sopra invece l'iperboloide V' e il piano P sono
“tangenti” nel punto (1,0, 0).

2.5.4 Teorema (dei moltiplicatori di Lagrange). Siano © un aperto di RN e V' un vincolo
regolare di codimensione M in €, individuato da una funzione g € C1(Q; RM) verificante
la (2.15). Sia f € CY(Q;R) e sia xg € V un punto di massimo o minimo relativo per f
ristretta a V. Allora esistono M numeri reali A1, ..., Ay tali che

Vi(xo) =MVagi(x0) + -+ A Vgu(xo) (2.16)

(g =(91,---,9m)). I numeri \y,..., Ay sono detti moltiplicatori di Lagrange.
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9g(xo)

Dimostrazione. Pur di riordinare le variabili possiamo supporre che sia
3($N—M+1 e 'Z‘M)

invertibile. Conveniamo allora di indicare i punti x € RY come (x/,x") con x' € RVN-M

x” € RM. Per il teorema delle funzioni implicite esistono p > 0, p; > 0 e una funzione

¢ : B(x},p) — RM tale che

(x',x") e V,x" € B(xq,p),x" € B(xp,p1) & X € B(xp,p),x" = p(x).

Dato che (xj, x) € punto di massimo (minimo) locale per f su V' abbiamo che x{ & punto
di massimo (minimo) per f(x') := f(x/,¢(2')) in B(xy, p). Dunque Vf(x{) = 0. Si ha
allora:

0f (xp) 9 (xo)

0" = J;:(x},) = = +
f< 0) a($1"‘33N—M) 8($1"'37N7M)
L i) dplxy) i)
8(13N7M+1 . '37M> 8(% . 'foM) 5(1’1 . 'foM)
- 9f(%o) ( Og(x0) )1 9g(xo)
a<37N7M+1 te QTM) a(aijMJrl o '-CEM) 8(1’1 o 'meM)‘
Dunque
df (o) _ df (o) ( Jg(xo) )1 9g(xo)
3(!101 e 'IEN—M) ?(fN—MH e 'IM) 8($N—M+1 T iEM) J 6@1 T fL’N—M)'
::/;(rxo)

Notiamo ora che A(xg) € una matrice 1 x M, cioe A(xg) = (A1(X0),- .-, Am(Xo)); inoltre:
df (o) ( Jg(xo) ) ' dg(xo) _ df(xo)
?(xN—MH e 'xM) a(CUN—M-H e '$M) | 5($N—M+1 . '$M) a(xN—M—i-l . '37M) '

::/;(’xo)
Possiamo allora mettere insieme le due eguaglianze scrivendo:
df (o) dg(xo)
- - S = A X -
Ay xar) ( 0)8(x1---xM)
che tradotto in termini di gradienti significa
M
Vf(XQ) = Z )\i(Xo)vgi(Xo).
i=1
]
Ricordiamo che dati vy,..., vy € RY| si indica con span(vy,...,vy) il sottospazio

generato da vy,...,vy.

2.5.5 Osservazione. Supponiamo che V' sia un insieme regolare di codimensione M in )
aperto di RY e sia g, g € C1(; RM due funzioni verificanti (2.15). Allorasei=1,..., M,
applicando il teorema precedente con f = g; si ha:

M
v.gz Z ng Vx eV
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per opportuni )\, ; (dipendenti da x). Dunque V§;(x) € span(Vgi(x),..., Vgu(x)) per
t=1,..., M. Scambiando g e g si ottiene:

span(V g (x), ..., Vau(x)) = span(Vg (x), ..., Vgu(x)).

Dunque il sottospazio span(Vg;(x), ..., Vgu(x)) non dipende dalla g utilizzata per de-
scrivere V' ma solo da V. Poniamo allora

Ny (x) = span(Vgi(x), ..., Vgu(x))

e chiamiamo Ny (x) il sottospazio normale a V in x. Chiamiamo spazio tangente a V' in
x l'ortogonale a Ny (x): Ty (x) := Ny (x)T. Notiamo che

dim(Ny(x)) = M, dim(Ty(x)) =N - M Vx e V.

Nel caso g scalare, cioe M = 1, lo spazio normale ¢ dato da Ny (x) = {\Vg(x): A € R}
(che non dipende dalla scelta di g).

Il teorema dei moltiplicatori allora si esprime dicendo che, se xq € di massimo o minimo
per [ si V, allora Vf(xg) & nel sottospazio normale a V' in xq.

2.5.6 Definizione. Sia V un insieme regolare di codimensione M in € aperto di RY
e sia f € CY(Q). Un punto xo € V di dice punto critico vincolato per f su V  se
Vf(xo) € Ny(xp), cioe se esistono Ai,..., Ay in R tali che valga (2.16) (dove g ¢ una
funzione per cui vale (2.15)).

Finora abbiamo considerato vincoli definiti madiante delle “condizioni di eguaglianza”.
Possiamo anche considerare delle “condizioni di diseguaglianza”.

2.5.7 Teorema. Sia Q un aperto di RY. Siano M > 0 e K > 0 due interi e siano
g1y 9m € hi, ... hg delle funzioni C*(S;R) (se M = 0 non c’¢ nessuna g, se K =0
non c’¢ nessuna h). Consideriamo:

Vi={xeQ:gkx)=0,i=1,...,M eh;(x)<0,j=1,...,K}
(le g; danno “vincoli di equaglianza”, le h; “vincoli di diseguaglianza”). Supponiamo che:

sexg €V e sehj(x0) == hj,(x0) =0 allora (2.17)
Vgi(X0)s-- -, Vau(X0), Vhj (X0), . .., Vi, (X0) sono linearmente indipendenti. ~

Nell’ipotesi sopra sono cowolte tutte le g; e solo le h; che si annullano in Xo; notiamo che
(2.17) implica M + R < N.
Consideriamo una f € C*(Q) e supponiamo che xq in' V' sia un punto di massimo ( di

minimo ) relativo per f su'V. Allora esistono Ay, ..., Ay € i, ..., g n R tali che:
M K
Vf(Xo) = Z )\lvgl@(o) -+ Z/Lthj(Xo), w; = 0 se h]’(Xo) < 0. (218)
i=1 j=1
Questo equivale a dire che, dette hj,, ..., h;, le h; tali che hj(xg) = 0 (eventualmente

nessuna e allora R =0) si ha:
Vf(x0) = MVgi(xo) + -+ + ArVau (Xo) + 1 Vhj, (Xo) + - 4+ 1V, (%0).

Inoltre:
i; >0 nel caso del massimo w1 <0 nel caso del minimo (2.19)
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Dimostrazione. NON FATTA O

2.5.8 Osservazione (Lagrangiana). Introduciamo la funzione lagrangiana associata a f e
al vincoli (g;), (h;), definita da:

K

L(X7 A, 6) = f(X) - Z )\lgi(x) - ZMj(hj(X> + 532)7

j=1

che dipende oltre che da x € () dalle variabili ausiliarie A = (A1, ..., Ay), o= (p1, - - -, flg)
ed=(01,...,0x) (dunque L & definita su 2 x RM x RE x RK),
Allora (xo, A, p, §) & critico per L se e solo se xo € V, vale la (2.18) e 67 = —h;(xo)
Se ne ricava che i massimi/minimi per f su V sono “la componente x” dei punti critici
(liberi) di L (e si ha l'informazione sul segno dei p; (2.19)).

Dimostrazione. Si ha:

M

g—i(x, A, p,0) = %(X) - ;Aigii (x) = ;“j%(x)’
§_§<X, A 1,8) = (g1(%), .., gu (%)),

g_i(x’ A, 8) = (i (x) + 62, hi(x) + 6%)

g_f;(x, A, 8) = (2pubn, . 2055

Supponiamo che (xg, Ag, g, d9) sia critico per L. Allora:

M K
Vf(x0) =Y _ MiVai(xo) + Y _ o, Vhi(xo),

i=1 j=1
0=g1(x0) =+ = gu(xo),

0= hy(xq) + (5%70 == hg(xo) + 5(2)7K,
0 = 2p0,100,1 = -+ = 240,00 k-

La prima riga ci da la parte sinistra della (2.18). La seconda riga implica che x¢ verifica i
vincoli di eguaglianza, la terza che x verifica i vincoli di diseguaglianza; inoltre h;(x¢) = 0
se e solo se 0; = 0. Ma allora dalla quarta riga si ottiene p; = 0 per tutti quegli indici j
per cui h(xg) < 0; abbiamo in sostanza dimostrato la tesi. ]

2.5.9 Definizione (domini regolari). Sia Q un aperto di RY e sia D C . Diremo che D
e un dominio regolare in () se esiste una funzione G' € C(€2;R) tale che

D={xeQ:G(x) <0}, VG(x) #0 Vx € D con G(x) =0. (2.20)
Se 2 = RY diciamo pit1 brevemente che D ¢é un dominio regolare. Notiamo che:
D={x€Q:G(x)>0}, 9D :=0DNQ={xe€Q:G(x)=0}.

Nel caso Q = R¥, o piil in generale se D C , allora D & chiuso e 9oD = 0D.
Dunque un dominio regolare ¢ un caso particolare di vincolo, in cui c¢’e solo una
condizione di disuguaglianza. In particolare dgD € un insieme regolare di codimensione
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1, dunque per ogni x € JoD lo spazio normale ¢ dato dalla retta {A\VG(x): A € R}.
Definiamo:

VG(X)
VG

che ¢ un vettore di norma 1 tale che Ny, p(x) = { \v(x): A € R}. Si puo vedere che © non
dipende dalla scelta di GG. Infatti da quanto gia visto si ha che se G ¢ un’altra funzione
che verifica le (2.20) allora VG = AVG con A € R, A # 0. Ma per la prima delle (2.20)
deve essere A > 0 e quindi i normalizzati dei due gradienti devono concidere.

Il vettore 0(x) si chiama normale unitaria uscente da D nel punto x.

Rimarchiamo che la possibilita di definire univocamente 7 dipende dal fatto che 0D
e la frontiera dell’aperto D e quindi sulla retta normale e possibile individuare un verso
entrante in D e un verso uscente da D.

V(x) = Ug,p(X) 1=

2.5.10 Esempio. La palla chiusa D := {2% + 3* + 22 < 1} ¢ un dominio regolare. Infatti
posto G(x,vy,2) := 2> + y?> + 22 — 1 si ha:

2x
D ={(2,y,2):G(z,y,2) <0} e VG(z,y,2)= |2y | #0 seG(z,y,2)=0.
2z

La frontiera di B ¢ S := {z® + y* + 2% = 1} che ¢ un insieme regolare di codimensione
uno (in R? dunque S ha dimensione 2). In questo esempio {2 = R3.

2.5.11 Osservazione. Non tutti gli aperti sono parti interne di un dominio regolare. Per
esempio € := {0 < ||x|| < 1} (la palla unitaria privata dell’origine) ¢ un aperto, ma non
e 'interno di un dominio regolare. Infatti la sua frontiera e costituita dalla sfera S :=
{||x|| = 1} unita al singoletto {0}. Questo non & un insieme regolare di codimensione 1
(lo si deduce dal teorema delle funzioni implicite, applicato vicino a 0).

2.5.12 Definizione (domini regolari a tratti). Sia Q un aperto di RY e sia D C €.
Diremo che D & un dominio regolare a tratti in §) se esistono Gy, ..., Gk funzioni C*(Q)
tali che D = {x € Q:G1(x) <0,...,Gg(x) <0} e vale:

se xg € Q ese Gy, (x¢) =+ = Gj,(x0) = 0 allora

2.21
VGj, (xo), ..., VGj,(X0) sono linearmente indipendenti. (221)
Se Q = RY (basterebbe D C Q) diciamo che D ¢ un dominio regolare a tratti (questo
¢ il caso che ci interessa di piu). In sostanza un dominio regolare a tratti € un vincolo
risultante da un numero finito di condizioni di disuguaglianza.
Notiamo che stavolta:

0oD :=0DNN={xeN:Gi(x) =0}U---U{xeN:Gx(x)=0}.

S

=:51 =Sk

Dunque la frontiera di D (relativa a 2 ) e fatta dalle K “toppe” S, j = 1,..., K, definite
sopra. In ogni S si puo individuare un “interno”:

ST i={x€Q:Gj(x) =0,Gi(x) >0 peri#j}.

Ognuno degli S} ¢ un insieme regolare di codimensione 1 (relativamente all’aperto €, :=
{x € Q:G,(x) <0Vi#j}) per cui nei punti x € S; ¢ ben definita il versore normale
VG;(x)
IVG; ()l

uscente mediante 0(x) := Dunque nei punti della frontiera di D che si trovano
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in 5] U---U Sk la normale ¢ ben definita. I rimanenti punti della frontiera sono quelli
in cui pit di una Gj si annulla e in questi punti non ¢ in generale possibile definire la
normale.

Se siamo in R® potremmo classificare questi punti come “spigoli” se due condizioni
condizioni di vincolo si annullano o “vertici” se se ne annullano tre (piu di tre non ¢
possibile a causa della (2.21)).

Si potrebbe dimostrare in generale che questi punti sono “pochi” (in un senso oppor-
tuno) tra i punti di frontiera, e che quindi, se D & regolare a tratti, “in quasi tutti i suoi
punti di frontiera” esiste la normale uscente.

2.5.13 Esempio. L’insieme D = {(z,y,2) € R®:2? +y*> + 22 < 1,2 > 0} (“I'emisfero
nord”) ¢ un vincolo regolare a tratti. D risulta infatti definito mediante le due funzioni

Gi(x,y,z2) = 2?4yt 422 -1, Go(z,y,2) = —2.

Si vede facilmente che i gradienti

2z 0
VGl(ZL‘,y, Z) = 2y ) VGQ(Z',?/, Z) = 0
2z -1

sono non nulli dove le rispettive GG si annullano e sono linearmente indipendenti dove
entrambe le G fanno zero (cio¢ in {(x,y,0):2* + y* = 1}). Dunque la condizione (2.21)
sono verificate. Notiamo che la frontiera di D si puo dividere in tre pezzi:

Sp={a*+y’+2"=1,2>0},5:={z=0,2"+y* <1} ,5° = {z=0,2" +y° =1}
I primi due sono la “parte regolare” della frontiera su cui e definita la normale:
x 0

1
su S, v(z,y,z)=1| 0 | susj

v(z,y,2) = Yy
’.’E2+y2+22 e 1

mentre in Sy (“I'equatore”) D ha uno spigolo.
Vediamo in altro esempio ponendo:

D, = {m2+y3+22 < 1,x20,z20}.
In questo caso abbiamo tre “funzioni di vincolo”:
Gl(xay72) = $2+y2—|—2’2—1, GQ(Z’,Z/,Z) = —Z, Gg(l',y,Z) =z

i cui gradienti sono:

2z -1 0
VGl(xay7Z) = 2y ) VGZ('I.awa) = 0 ’ VG?)(x?ya Z) = 0
2z 0 —1

Con un po’ di pazienza si vede che l'ipotesi (2.21) & verificata. In questo caso la frontiera
di D; ha tre “pezzi regolari”

1= {x2+y2+z2:1,x>0,z>0},
pi={r=0,2"+y*<1,2>0}, S}:={2=0,2"+y*<lz>0},



2.5. MASSIMI E MINIMI VINCOLATI 95

su cui e definita la normale uscente (normalizzando i gradienti scritti sopra) e una “parte
singolare” S°, che a sua volta si potrebbe suddividere in

Sti={2=0,2"+y*=12>0}u{z=0"+2"=12>0}U{z=0,2=0,y" <1}
( che ¢ costituita da tre “spigoli” ) piu l'insieme ( dei due “vertici” )
Sy:={r=0,2=0,9"=1} ={(0,1,0),(0,-1,0)} .
Un altro esempio e il cubo:
Q = {((@,y,2): 2] < 1,1y < 1,12/ < 1)

che come ci si puo aspettare ha sei facce regolari su cui e definita la normale, dodici spigoli
e otto vertici.
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Capitolo 3

Calcolo integrale

3.1 Integrale di Riemann in piu variabili
3.1.1 Definizione. Ricordiamo che in intervallo in R & un insieme avente una delle forme::

[a,b) ={z €R:a<z<b}, [a,b[={reR:a<z<b},
la,b) ={z €eR:a<z<b}, Ja,b[={reR:a<z<b}.

dove —o0o < a < b < 4o00. I numeri (estesi) a e b si dicono estremi dell'intervallo. Notiamo
che nei casi in cui un estremo sia infinito esso non appartiene comunque all’intervallo
(perché stiamo considerando sottoinsiemi di R) e quindi, per esempio, [0, +o0] e [0, +o0|
indicherebbero lo stesso insieme; a scanso di equivoci usiamo le seconda notazione e non
la prima (se fossimo in R esteso [0, +-00] conterrebbe anche il punto +oo e sarebbe diverso
da [0, +o0[). Notiamo anche che gli intervalli di R sono tutti e soli gli insiemi convessi di
R. Dato un intervallo I di estremi a e b chiamiamo lunghezza di I il numero (esteso)

I(I):=b—a (0 < I(I) < +00).

Naturalmente la lunghezza di I ¢ finita se e solo se I ¢ limitato.
Chiamiamo N -rettangolo in RY un insieme R ottenuto come prodotto cartesiano di N
intervalli 14, ..., Iy:

szlX"'XIN:{(.’ﬂi,...,.’IIN)ifL'lEIl,...,ZENGIN}.

Chiamiamo misura di R (area se N = 2, volume se N = 3) il prodotto delle lunghezze
degli intervalli che definiscono R:

IR|:=1(1) - I(Iy) se R=1I x - x Iy.

3.1.2 Definizione (suddivisioni). Ricordiamo che se I ¢ un intervallo di estremi a,b € R
(dunque limitato) si chiama suddivisione di / un numero finito di punti (ordinati) in I:

o= (To,T1,...,Tpn_1,Tp) dovea=z9 <z < - <Tp_1<T,=D>.
Data una suddivisione ¢ di I, fatta di n + 1 punti, risultano definiti gli n sottointervalli:
IW = [zg, 2], .. I® = [rp_y, ], . T = [y, 2],

la cui unione ricopre [a,b] (che coincide con I eccetto al piu per i punti a e b) e che si
intersecano tra loro al pitl agli estremi. Si vede che I(I) = [(IM) 4 --- 4 1(1™).

57
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Dato un N-rettangolo R = I; X --- X Iy chiamiamo suddivisione di R una n-pla di
suddivisioni dei singoli I, ..., Iy:
o :=(01,...,0n) dove gy & una suddivisione di I

Data una o come sopra, dove la o, ha n; + 1 punti, risultano definiti ny - ny---ny
sottorettangoli di R:

R(“""’ZN = Iil X X ]](\Z[N), il = 1,...,711,...,@]\72 1,...,’[1]\7.

Con un abuso di notazione indichiamo con o anche l'insieme dei sottorettangoli cosi
individuati. In questo modo possiamo scrivere

R C U R’ (se R & chiuso c¢’¢ l'eguaglianza) e |R| = Z |R'|.

R'eo R'eoc

3.1.3 Definizione. somme integrali Sano dati un N-rettangolo limitato R C RV e una
funzione limitata f : R — R. Per ogni suddivisione o di R introduciamo

S'(foo) =) if fX)R|, S"(f.0):= ) suwp f)|R].

Reo
dette rispettivamente somma inferiore e somma superiore di f relativamente a o.

3.1.4 Proposizione. Se o ¢ o5 sono due suddivisioni di R si ha:
S'"(f,o1) < S"(f,02). (3.1)
cenno di dimostrazione. E conseguenza della definizione che
S'(f,o1) <S"(f,02) Vo suddivisione.

Se ora oy 03 sono due suddivisioni qualunque possiamo definire o := (0y,...,0y), dove
o; = 01; U 09, ottienuta mettendo insieme i punti di o1, e quelli di o9, (1 =1,1...,N).
In questo modo o ¢ piu fine di o1 e di o, cioe ogni sottorettangolo indotto da o (da
05) si puo ottenere mediante 'unione di una sottofamiglia dei rettangoli indotti da o. Si
vede che (questo richiederebbe una dimostrazione rigorosa) passando da una suddivisione
ad un apiu fine le somme inferiori aumentano e le somme inferiori diminuiscono. Dunque:

S'(f,o1) < S'(f.o) < 5"(f.0) < 5"(f 02).
[l

3.1.5 Definizione (integrale sui rettangoli). Sia R un N-rettangolo limitato di RV e
f + R — R limitata. Definiamo

f(x)dx :=sup{S'(f,o):0 € Z(R)}, /*f(x) dx :=inf{S"(f,o):0 € X(R)}
R R

dove ¥(R) indica I'insieme di tutte le suddivisioni di R. i due numeri sopra introdotti
si chiamano rispettivamente integrale inferiore di f su R e integrale superiore di f su R.
Per la (3.1) si ha:

R*f(x)dxg/Rf(x)dx.
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Se l'integrale inferiore e l'integrale superiore coincidono diciamo che f ¢ integrabile e
chiamiamo integrale di f su R il valore comune

[ stixi= [ foae= [ (%) da.

Quando N =2 o N = 3 si usa scrivere:

//Rf(x’y) drdy, ///Rf(xay,Z) dzdydz

La seguente caratterizzazione si ricava dalla definizione (NO DIM).

3.1.6 Proposizione (caratterizzazione dellintegrabilita). Dato un N -rettangolo limitato
R C RY e una funzione limitata f : R — R, f ¢& integrabile su R se e solo se:

Ve > 0 esiste una suddivisione o (= o(¢)) tale che S"(f, o) — S'(f,0) < e. (3.2)

3.1.7 Definizione (misura degli insiemi). Sia £ un insieme limitato in RY. Possiamo
allora trovare un N-rettangolo R limitato tale che £ C R. Introduciamo la funzione

caratteristica di B
1 sexekF
1g(x) =
5(%) {0 sex€ R\ E

(definita su R) e diciamo che E ¢é misurabile se e solo se 1g ¢ integrabile su R. Se E ¢
misurable chiamiamo misura di E il numero:

e /R () dx

Si verifica facilmente che queste definizioni non dipendono dalla “bounding box” R che si
usa per costruirle.

Si puo dare una definizione alternativa e forse piu espressiva della misura degli insiemi.

3.1.8 Definizione (plurirettangoli). Diciamo che P C RY ¢ un N-plurirettangolo se P &
unione finita di N-rettangoli:

P = U R; R; rettangoli per i = 1,... k.

3.1.9 Proposizione. Se P, e P, sono N -plurirettangoli, allora
PuUP, PNP, P\P, P\P

sono N -plurirettangoli.

3.1.10 Lemma. Sia P un N-plurirettangolo. Allora

e csistono dei rettangoli Ry, ..., Ry tali che P = Ule R; e ]%Z N ng =0 sei#j (gli
R; si intersecano al piu sulle rispettive frontiere);

e se P = Ule R; = Uf/zl Rl,, dove Ry,..., Ry e R},..., R}, sono due famiglie finite
di rettangoli con RN }%j =0sei#jeR,NR, =0 sei #j', allora

k K

ST IR| =D IR

i=1 =1
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3.1.11 Definizione (misura degli insiemi 2). Dato un N plurirettangoli P definiamo la
sua misura ponendo

k k
|P| := Z | R;| se P = URi’ R; rettangoli R; N }%j = () per i # j.

i=1 i=1

La misura di P e ben definita in virtu del lemma precedente.
Dato un insieme limitato £ C RY definiamo.

ms(E) :==sup{|P|: P C E}, m"(E):=inf{|P|:E C P},

dette rispettivamente misura interna e misura esterna di E. Diciamo che E e misurabile
se my(FE) = m*(F) e in questo caso chiamiamo misura di E, indicato con m(FE) o con
|E|, il valore comune m(E) = |E| := m.(F) = m*(F). Si dimostra che questa seconda
definizione di misura e equivalente alla prima vista sopra.

3.1.12 Osservazione. Se m*(E) = 0, allora £ ¢ misurabile e m(E) = 0.

3.1.13 Proposizione (caratterizzazione della misurabilita). Sia E un insieme limitato
di RN. Allora E ¢ misurabile se e solo se

Ve > 0 esistono P', P" plurirettangoli tali che P' C E C P" e |P"\ P'| < e.

3.1.14 Definizione (integrazione su un insieme). Sia F un insieme limitato di RV e
J + E — R una funzione limitata. Possiamo allora considerare un N-rettangolo R con
E C R e definire la funzione f : R — R ponendo:

s f(x) sex€eE,
1o sexe R\ E.

Diciamo che f & integrabile su E se la funzione f & integrabile su R e definiamo {’integrale

di f su E:
[ 1oy = /R F(x) dx.

Si verifica, al solito, che queste definizioni non dipendono dalla scelta di R. E anche
evidente che se E e un rettangolo si ritrova la definizione di prima.

Enunciamo ora (senza dimostrarle) una serie di proprieta dell’integrale e della misura.

3.1.15 Proposizione (linearitd). Siano E C RN limitato, fi,fo : E — R limitate e
A, A2 € R. Se f1 e fy sono integrabili su E allora M\ fi1 + Ao fa € integrabile su E e

/E()\lfl + Ao fo)(x) dx = )\1/Ef1(x) dx+)\2/Ef2(x) dx.

3.1.16 Proposizione. Siano E C RY limitato, fi, fo : E — R limitate. Se f, e fo sono
integrabili su E allora fi - fo, min(f1, f2), max(fi, f2) e |fi|, |f2| sono integrabili su E.

Inoltre
/ f(x)dx
E

Pit in generale, se G : R¥ — R una funzione lipschitziana di costante L, cioé tale che:

|G<YQ) - G(Y1)| < LHYz - Y1HRk Vyi,y2 € Rk,

allora date fi,..., fv : R — R integrabili su R (rettangolo di RY) si ha che G(f1,..., fr)
¢ integrabile su R.

< / |f(x)| dx  per ogni f integrabile su E. (3.3)
E
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3.1.17 Proposizione. Siano E C RN limitato, fi,f, : E — R integrabili su E. Se
fo > f1 su E, allora fE fo(x)dx > [, f1 )dx. Inoltre se [, fo(x dx = fE fi(x)dx e
fi < f < fo, allora f ¢ mtegmbzle € fE dx = fE fo(x) dx = fE f1

3.1.18 Proposizione. Siano E C RY limitato e f : E — R limitata tali che f ¢ integrabile
in E. Allora per ogni E' C E, E' misurabile, si ha che f é integrabile si E'. Per esempio
se f e integrabile su un rettangolo R, allora f € integrabile su ogni insieme misurabile
contenuto i R.

Se E, Ey sono limitati, f: E1 U Ey — R ¢é integrabile sia su Fy che su Es, allora f ¢
integrabile su By U Ey. Inoltre se E1 U Ey = 0 si ha:

/ fx)dx= [ f(x)dx+ [ f(x)dx
E1UE, E Eo

3.1.19 Proposizione. Se E,, Ey sono insiemi misurabili in RY allora By U Ey, Ey N B,
E>\ Ey, E1\ Ey sono misurabili. Inoltre

|E1 U EQ’ + ’El N E2| - |E1’ + |E2‘

Se ne deduce per esempio che, se EyN Ey =0, |EyU Es| = |E1|+|E2| e se Ey C Ey allora
|E2 \ Er| = |Ep| — | E1l.

3.1.20 Proposizione. Se E ¢ un sottoinsieme limitato di RN allora
m.(E) =m.(E),  m*(E)=m"(E).
Ne seque che:
E ¢ misurabile < E ¢ E sono misurabili e hanno la stessa misura
3.1.21 Proposizione. Sia R un rettangolo limitato di RN e f : R — R una funzione

limitata. Se si suppone f >0, allora f é integrabile su R se e solo se il sottografico di f
definito da {(X y) eRML:xe R0O<y< flx } e misurabile. In questo caso si ha anche

/f m({(xy):x € R0<y < fX)}).

Se invece f ha segno variabile lintegrabilita di f equivale all’integrabilita di f* e f~ e in
questo caso

/f m({(xy)x € R0<y<fx)}) —m{(x1):x R f(x) <y <0}

3.1.22 Osservazione. . Si deduce facilmente da quanto detto sopra che, se f; < fy; sono
funzioni integrabili si R, allora l'insieme

E:={(x,y) RV :x e R, f(x) <y < fa(x)} C RV

¢ misurabile e |E| = }{(fQ(x) — f1(x)) dx

3.1.23 Proposizione. Sia E un sottoinsieme limitato di RY. Allora E ¢ misurabile se e
solo se la sua frontiera OF ha misura nulla.
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3.1.24 Definizione (insiemi trascurabili). Diremo che un insieme F di RY ¢ trascurabile

se E' ¢ contenuto nell’'unione numerabile di insiemi di misura nulla: £ C |J Ey dove gli
neN
|E,| = 0. In particolare sono trascurabili gli insiemi di misura nulla, ma conviene adottare

questa definizione piu generale che permette ad esempio di dire che I'insieme di tutti i
numeri razionali e trascurabile in quanto unione numerabile di punti.

Diremo che una certa proprieta P(x) ¢ verificata per quasi ogni x o quasi ovunque se
I'insieme {x:P(x) ¢ falsa} e trascurabile.

3.1.25 Proposizione. Se f > 0, f & integrabile su R e se [, f(x)dx =0, allora f(x) =
per quasi ogni X (f & quasi ovunque nulla) in R.

Dimostrazione. Se si prende € > 0 allora l'insieme E. := {x € R: f(x) > ¢} ha misura
nulla dato che

£

0= Rf(X)dXZ Esf(x)de/ edx =¢|E.|.
(x)

Dato che E := {x € R: f(x) = 0} = |J Ein, si ha che E ¢ trascurabile (in quanto unione

neN
numerabile di insiemi di misura nulla. O

3.1.26 Proposizione. Sia D un dominio regolare limitato in RY. Allora D ¢ misurabile.
La proprieta si estende immediatamente ai domini regolari a tratti (che sono intersezione
di domini regolari).

3.1.27 Teorema. Sia R un rettangolo limitato e sia f : R — R limitata e continua quast
ovunque (cioé continua in R\ E dove E é trascurabile). Allora f ¢ integrabile.

3.1.28 Osservazione. Da quanto detto sopra si deduce che, se R e un rettangolo, f : R — R
¢ continua in Re E C R ¢ un insieme misurabile (per esempio un dominio regolare /regolare
a tratti), allora f ¢ integrabile su E.

3.2 1l teorema di Fubini e il principio di Cavalieri

3.2.1 Lemma. Siano R, un rettangolo limitato in RN e Ry un rettangolo limitato in
RM e poniamo R := Ry X Ry. Sia f : R — R una funzione limitata; possiamo scrivere
f(x) = f(x1,%x2) conx1 € Ry e xy € Ry. Allora:

f(X) dx S / ( f(X17 X?) dXQ) dX17
R Ry« Ry«

/*f(x) de/ *< *f(X17X2) dXQ) dx;.
R Ry Ry

Inoltre (come é ovvio per simmetria) le stesse disequaglianze valgono scambiando x; € Xs.

Dimostrazione. Sia o una suddivisione di R. Allora deve essere o = (01,032) con o
suddivisione di Ry e o5 suddivisione di Ry. Inoltre un generico R’ € o deve essere della
forma R' = R} x R, con Ry € o1 e Ry € 3. Ne segue che

/ / / /
— = <
S'(f, o) E 12}12/]” x)|R'| = E 5 x1€R1,n£2€Rl f(x1,%x2)|Ry|| Ry| <

Reo R\ €01 Rieos

Z inf Z mf f(X17X2)|R1| | Ry

x1ER) X2€
Ri€oy '\ Rjeo
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(I'inf della somma ¢ minore della somma degli inf). Passando al sup su tutte le o:

S'(fie)< > inf (R f(xl,XQ)dXQ) | Ry

X1€R/
R’1€0'1 1

e passando al sup su tutte le o:

s(fo)< [

Ry x

( f(Xl,Xg) dXQ) Xm.
Ry

Dato che I'ultima diseguaglianza vale per ogni o, vale anche per il sup su tutte le o:

f(x)dx S/ ( f(Xl,XQ)dXQ) dx.
Rx Ry x Rax

Discorso analogo per le somme superiori. O

3.2.2 Teorema (Fubini). Siano Ry C RN, Ry C RM rettangoli limitati di e sia f :
Ry x Ry — R limitata. Se f é integrabile su Ry X Ry si ha:

*

e Le due funzioni: xi +— f(x1,%9) dxg, X1+ f(x1,%9) dxs sono entrambe
[\ R2* (. R2 _
I*(xl) I*(xl)

integrabili su Ry.

o Vale la formula:

/Rl < RQ*f(Xl’XZ)dXQ) dx, = /Rl < R:f(X1>X2) dXz) dx; = //Rl><R2f(X) dx.

Notiamo che essendo I, < I* e fR (x1)dx; = fR *(x1) dxy, si ha che le due funzioni
I, el* comczdono quasz ovunque in R1 nel senso XXXX. Dunque per quasi ogni x, di Ry
] (Xl) = ]* X1 fR Xl,Xg dX2

Usando il teorema di Fubini per la funzione caratteristica d un insieme si ottiene il
seguente enunciato.

3.2.3 Teorema (principio di Cavalieri). Supponiamo che E sia un insieme limitato di
RN+M - Possiamo trovare un (N + M)-rettangolo R che contenga E, e possiamo scrivere
R=R, xRy con R eRM ¢ Ry e RM, Sex, € R (x2 € Ry) introduciamo la sezione
Ey, definita da:

EX1 = {XQ € Ry: (Xl,Xg) € E} .
Allora se E ¢ misurabile in RN le funzioni x; — m.(Ey,) e x; — m*(Ey,) sono
integrabili su Ry e

|E| = my(Ey, ) dxq = m*(Ey, ) dx;.
Ry Ry

Dal Teorema di Fubini si ricavano facilmente i seguenti risultati per N = 2,3

3.2.4 Definizione. Diciamo che un sottoinsieme E di R? ¢ normale rispetto a x se esistono
a < b in R e due funzioni continue gy, g2 : [a,b] — R con g; < go tali che:

E={(z,y):a<z<bg(z) <y<gr)}.

E chiaro che se E & normale , allora F e limitato. Inoltre £ e misurabile per la continuita
delle g; e go e per l'osservazione (3.1.22). Analogamente si definiscono gli insiemi normali
rispetto a y.
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3.2.5 Proposizione. Se E C R? ¢ normale rispetto a x, g1,9;2 : [a,b] — R sono come
nella definizione sopra, e se f: E — R é una funzione continua, allora

[z, y) dedy = b W@ﬂ%w@ dx
J L

3.2.6 Definizione. Diciamo che un sottoinsieme E di R® & normale rispetto a xy se
esiste un insieme E, C R? chiuso e misurabile in R? ed esistono due funzioni continue
g1,92 : Fg — R con ¢g; < g5 tali che:

E = {(l’,y,Z) : (xay) S E0791($7y> S z S gz(l’,g)} .
Analogamente si definiscono gli insiemi normali rispetto a yz o a xz.

3.2.7 Proposizione. Se E C R*® ¢ normale rispetto a xy, se Ey, g1, 92 : [a,b] = R sono
come nella definizione sopra, e se f : E — R € una funzione continua, allora

92('1‘7y)
/ f(x,y) dedy = / ( / f(:v,y,Z)dZ> dady
FE EO gl(x7y)

3.2.8 Definizione. Diciamo che un sottoinsieme E di R? & normale rispetto a x se esistono
a < bin R, tali che per ogni = € [a,b] la sezione E, := {(y,2) € R?*:(z,y,2) € E} ¢
misurabile in R%. Analogamente si definiscono gli insiemi normali rispetto a y o a 2.

3.2.9 Proposizione. Se E C R? ¢ normale rispetto a x e se f : E — R ¢é una funzione

continua, allora
b
/ﬂ%wM@—/< f@%@@m)m
E a E,



