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Capitolo 1

Sorgenti e informazione

L’approccio matematico alla teoria delle comunicazioni si puo fare risalire
all’articolo di C.E. Shannon apparso nel 1948 sul Bell System Technology
Journal [Sh]. Nel corso degli anni tale articolo ha dimostrato la sua im-
portanza non solo nell’ambito della teoria delle comunicazioni, ma ha anche
fornito idee per lo sviluppo di un approccio statistico alla teoria dei siste-
mi dinamici. Infatti il concetto di “entropia”, oggi comune nella teoria dei
sistemi dinamici e fino ad allora usato esclusivamente nella meccanica stati-
stica, € stato introdotto nella teoria dell’informazione in tale articolo, e poi
da 1i e stato successivamente esteso alla teoria dei sistemi dinamici. In que-
sto primo capitolo seguiamo allora la nascita della teoria matematica delle
comunicazioni secondo I'approccio di Shannon.

Per iniziare vanno chiariti due importanti concetti. Seguendo le parole
di Shannon [Sh]

“Il problema fondamentale della comunicazione € quello di ripro-
durre esattamente o approssimativamente in un punto un mes-
saggio selezionato in un altro punto. Spesso tale messaggio ha
un significato...Questi aspetti semantici della comunicazione non
hanno rilevanza per il problema ingegneristico. L’aspetto signifi-
cativo e che il messaggio ¢ uno selezionato da un insieme di pos-
sibili messaggi. Il sistema deve essere creato per operare per ogni
possibile scelta, non solo per quella effettivamente fatta poiché
tale scelta ¢ ignota al momento della creazione del sistema.”

Il significato del messaggio diventa quindi irrilevante per la trasmissione
dello stesso, ma ad avere importanza sono le caratteristiche “strutturali”
del messaggio, quindi ad esempio la sua lunghezza, il tipo di simboli che
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6 CAPITOLO 1. SORGENTI E INFORMAZIONE

contiene, e cosi via. Un messaggio viene spesso scelto in un insieme finito
di possibili messaggi, e questo permette un’interpretazione del contenuto di
informazione del messaggio. Citando ancora Shannon [Sh]

“Se il numero di messaggi nell’insieme (di possibili messaggi) e
finito, allora questo numero o qualsiasi funzione monotona di tale
numero puo essere considerata come una misura dell’informazio-
ne prodotta quando un messaggio ¢ scelto dall’insieme, essendo
tutte le scelte equivalenti...La scelta piu naturale ¢ la funzione
logaritmica.”

Uno dei principali vantaggi nella scelta della funzione logaritmica ¢ lega-
to alla sua proprieta di trasformare prodotti in somme. Questo permette
di realizzare formalmente l'idea intuitiva che se un messaggio € ottenuto
come unione di due pezzi scelti in due insiemi (uguali o diversi), allora l'in-
formazione del messaggio totale & la somma delle informazioni dei singoli
pezzi.

Seguendo l'idea di Shannon il contenuto di informazione di ogni singo-
la lettera dell’alfabeto italiano sara allora log21 (una lettera ¢ infatti un
possibile messaggio scelto nell’insieme dato dall’alfabeto). Per una lettera
dell’alfabeto inglese invece I'informazione e log 26. Quindi possiamo conclu-
dere che parlando in inglese si fornisce piu informazione. Ovviamente questa
conclusione vale nelle ipotesi fissate prima, ossia nel caso di messaggi il cui
significato non & importante e nel caso di scelte equivalenti, supponendo co-
me messaggi le singole lettere di ogni parola. Questa conclusione vale quindi
se ci consideriamo “produttori” di lettere casuali! Vedremo come da queste
semplici considerazioni e dalla loro generalizzazione a “produttori” di parole
e poi di frasi (inserendo quindi non un significato ma una correlazione nella
successione di lettere) si ottiene il concetto di “entropia” di una sorgente di
informazione.

Prima di chiarire il concetto di sorgente di informazione e di darne le ca-
ratteristiche principali per i nostri scopi, resta da chiarire un punto: la scelta
della base nella funzione logaritmica. Tale scelta corrisponde alla scelta di
un’unita di misura per l'informazione. Essendo abituati a considerare 1’in-
formazione trasmessa attraverso messaggi binari, scegliamo 2 come base del
logaritmo. Tuttavia tale scelta e assolutamente irrilevante per lo sviluppo
della teoria, e basta ricordare la semplice relazione

che vale per tre numeri positivi a, b, c.
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1.1 Le sorgenti di informazione

Un sistema di comunicazione e formato da 5 parti:

e una sorgente di informazione, che produce un messaggio o una serie
di messaggi da comunicare. La natura dei messaggi puo essere varia.
Noi ci limitiamo al caso di messaggi discreti, ossia una successione di
simboli;

e un trasmettitore, che opera sul messaggio in modo da produrre un
segnale che puo essere trasmesso attraverso il canale;

e il canale, che rappresenta il mezzo fisico in cui viaggia il segnale, come
ad esempio un cavo telefonico o una banda di frequenze radio;

e un ricevitore, che effettua I'operazione inversa del trasmettitore, rico-
struendo il messaggio dal segnale;

e un destinatario del messaggio.

Supponiamo che la sorgente di informazione produca messaggi discreti e che
il tempo necessario per la produzione di un simbolo sia fissato e uguale per
tutti. In questo modo & possibile fissare come unita di tempo il tempo ne-
cessario per la produzione di un simbolo. Quindi il tempo diventa discreto
e in n unita di tempo vengono prodotti n simboli. Supponiamo inoltre che
non ci sia rumore nella trasmissione del segnale attraverso il canale, e che
quindi le proprieta della comunicazione dipendano esclusivamente dalla sor-
gente di informazione. Parleremo quindi delle caratteristiche della sorgente
di informazione, intendendo in generale quelle della comunicazione.

Enunciamo e dimostriamo innanzitutto un teorema che fornisce uno
strumento fondamentale per la dimostrazione di molti risultati.

Teorema 1.1. Sia (ay), una successione di numeri reali tale che apmyn <
am + an per ogni m,n interi. Allora

lim dn _ inf {a—n}

n—oo N neN U n

Dimostrazione. Innanzitutto notiamo che per ogni n > 1 vale
an < a1+ ap—1 < - < nay

quindi la successione (%”)n e limitata dall’alto da aq. Sia [ = inf, {%"},
allora per ogni € > 0 esiste un N > 1 tale che ay < N(I + ¢). Inoltre per



8 CAPITOLO 1. SORGENTI E INFORMAZIONE

ogni n > 1 possiamo scrivere n = kN +r dove k> 0e 0 < r < N. Allora

a kan + ar < EN(l+¢) max{a,...,an—1}

- <
n — n - kEN+r kN +r
da cui a a
[ <liminf — < limsup — <l+4¢
n—oo M n—oo N
e il teorema segue dall’arbitrarieta di e. O

Utilizziamo subito il teorema precedente per definire la capacita di una
sorgente.

Definizione 1.1. Si definisce capacita C della sorgente di informazione il
limite (quando esiste)
log M
C = lim 220 (n)
n—oo n
dove M(n) ¢ il numero di possibili messaggi prodotti dalla sorgente in n
unita di tempo.

L’esistenza del limite nella definizione di capacita si puo ottenere appli-
cando alla successione (log M (n)),, il Teorema 1.1. Basta infatti notare che
basta supporre che M (m + n) < M(m)M(n) per ogni m,n interi (infat-
ti & ragionevole pensare che per una sorgente di informazione, parti di un
possibile messaggio siano singoli possibili messaggi).

Sia A I'insieme di possibili simboli prodotti da una sorgente. Indichiamo
con d(A) la cardinalita di A. Nel caso di una sorgente che produca messaggi
in italiano, I'insieme A conterra ’alfabeto italiano, piu lo spazio e i simboli
per la punteggiatura (virgole, punti, ecc.), e i vari simboli fonetici necessari
(accenti, apostrofi, ecc.).

Per una sorgente di informazione senza restrizioni sui possibili messaggi
prodotti si ottiene C' = logd(.A). Infatti tutti i possibili messaggi prodotti
in 7 unita di tempo sono d(A)™, tutti i messaggi di lunghezza n. Notia-
mo inoltre che logd(A) ¢ anche la massima capacita per una sorgente che
produca simboli dell’insieme A.

Tuttavia possono esistere delle restrizioni sui possibili messaggi prodotti
da una sorgente. Per esempio per sorgenti che producano messaggi di senso
compiuto in una qualche lingua, o che seguano regole precise dettate da una
codifica usata, come nel caso del telegrafo, in cui il simbolo spazio non puo
essere seguito da un altro spazio (in qualche caso il concetto di capacita deve
essere definito tramite un limite superiore).
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E necessario a questo punto introdurre una formalizzazione per le sor-
genti di informazione. Nelle ipotesi che abbiamo fatto possiamo considerare
una sorgente di informazione come un processo stocastico Y = (V,,), di-
screto! e stazionario, in cui le variabili aleatorie assumono valori in A. Le
proprieta statistiche della sorgente sono quindi le proprieta statistiche del
processo, e le restrizioni sui messaggi possibili dipendono dalle proprieta di
correlazione delle variabili aleatorie Y;,. Tale formalizzazione per la sorgen-
te di informazione permette I’applicazione diretta della teoria statistica dei
sistemi dinamici. Rimandiamo quindi al Capitolo 2 la formalizzazione di
questi concetti.

1.2 L’entropia di Shannon

In questa sezione affrontiamo il problema dell’introduzione del concetto di
entropia nella teoria dell’informazione. Le proprieta dell’entropia sono stu-
diate nel Capitolo 2, dove le sorgenti di informazione vengono studiate come
caso particolare di sistemi dinamici.

Supponiamo di ricevere messaggi da una sorgente di informazione con le
proprieta descritte nella sezione precedente. Ci possiamo chiedere quale sia
I'informazione prodotta dalla sorgente, oppure equivalentemente quale sia
la nostra incertezza sul messaggio che riceveremo.

Una prima risposta parziale si ottiene usando il concetto di capacita.
Se infatti supponiamo che la nostra sorgente produca M (n) ~ 2" messaggi
equivalenti di lunghezza n, possiamo dire, usando il concetto di informazione
contenuto in un messaggio introdotto da Shannon, che un messaggio lungo
n ha un contenuto di informazione log M (n) ~ nC. Quindi la sorgente
produce C bits di informazione per unita di tempo.

Il ragionamento precedente vale nel caso in cui non conosciamo altro del-
la sorgente di informazione, cosi come il concetto di informazione definito
da Shannon valeva per messaggi equivalenti. Spesso invece & possibile dire
qualcosa di pit. Se per esempio la sorgente emette messaggi scritti con sim-
boli dell’alfabeto A = {1,..., N}, spesso & possibile supporre di conoscere le
probabilita pq,...,pn con cui questi simboli vengono generati. Questo & per
esempio il caso dei linguaggi, per cui e possibile studiare le frequenze delle
diverse lettere. Osserviamo che stiamo ancora considerando il caso in cui
i simboli vengono emessi indipendentemente dal precedente (siamo ancora
solo dei “produttori” di lettere).

1 tempo & discretizzato usando I'unita di tempo per la produzione di un simbolo.
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Se vogliamo ottenere una misura dell’informazione prodotta dalla pro-
duzione di un simbolo da parte di una tale sorgente, dobbiamo supporre I'e-
sistenza di una funzione H(p1,...,pn) che abbia particolari caratteristiche.
Shannon [Sh| impone che

(1) H sia continua nelle variabili;

(2) se tutte le probabilita sono uguali tra loro e quindi p; = % per ogni
i1=1,...,N, allora H deve essere una funzione crescente in IV;

(3) se la scelta del messaggio si spezza in due scelte successive, allora H
deve essere la media pesata delle H;, le funzioni legate alla seconda
scelta, piu la funzione legata alla prima scelta.

Esempio 1.1. Consideriamo il caso di una stringa binaria s = (s1s2) (sull’al-
fabeto {0, 1}) di lunghezza 2, prodotta da una sorgente che abbia le seguenti
probabilita sulle stringhe lunghe 2, che costituiscono i messaggi:

1 _1 _1 _1
12,1901—47]?10—37]?11—3

D’altra parte, queste stringhe possono considerarsi prodotte anche tramite
la seguente operazione: si produce s1 secondo le probabilita pg = 3 epr = %
e poi si produce sz con le probabilita condizionate p(s2 = 0|s1 = 0) = 7,
p(sa=1ls1=0)=3,ep(s2=0[s1 =1) =p(s2 =1[s1 = 1) = 5.

Allora 'ipotesi (3) afferma che deve sussistere l'uguaglianza

g (L L)y (L2) L (18 2,11
12°4°3° 3 33 3 4°4 3 2°2

Teorema 1.2 ([Sh], Appendice 2). Sia H(pi,...,pn) una funzione che
soddisfa le ipotesi (1)-(3). Allora deve essere

Poo =

H(p17"'7pN =—k Z plegp’L (11)

con k costante positiva arbitraria.

Dimostrazione. Poniamo h(N) = H(4,...,+). Per l'ipotesi (2), h(N)
¢ crescente in N. Per l'ipotesi (3) invece h(Nm), ossia l'informazione re-
lativa a N™ scelte equivalenti, & uguale a mh(N). Basta infatti ripetere
induttivamente 1'uguaglianza

Nm—l

h(N™) = h(N™ 1) + > ﬁ h(N)
j=1
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Supponiamo che h sia una funzione definita su R* = (0, +00), crescente
e tale che h(t"™) = nh(t) per ogni t € Rt e ogni n € N. Dati due numeri reali
positivi s e ¢, scegliamo due interi m, n tali che s™ < t" < s™*+1. Allora

mlog s nlogt < (m+1)logs

<
mh(s) < nh(t) < (m+1)h(s)

da cui dividendo rispettivamente per nlog s e per nh(s), si ottiene

mo logt 1
n logs n
m _ M) 1
n  h(s) n

Quindi, mettendo insieme le due equazioni si ottiene

logt  h(t)
logs  h(s)

con ¢ arbitraria. Quindi h(t) = klogt con k costante positiva, per rispettare
'ipotesi (2).

Supponiamo di avere una scelta tra n oggetti equivalenti, in cui ci siano
delle ripetizioni, e gli oggetti diversi siano N < n. Allora la scelta tra gli n
oggetti equivalenti si puo spezzare nella scelta tra N oggetti con probabilita
pi = 7+, per i = 1,...,N, dove r; ¢ il numero di volte che compare 1'og-
getto i-esimo, e poi nella scelta tra r; oggetti equivalenti, nel caso in cui al
primo passo venga scelto 1’i-esimo oggetto. Applicando a tale ragionamento
I'ipotesi (3), deve valere

N

klogn:H(pl,,pN) +k Z pilogr’i
i=1

Da questa uguaglianza si ricava

N
H(p,....pn) ==k > pilogp;
=1

per p; razionali. L’ipotesi (1) di continuita permette poi 'estensione a tutti
i reali positivi. O



12 CAPITOLO 1. SORGENTI E INFORMAZIONE

La funzione H con k = 1 & chiamata entropia® di una sorgente di infor-
magzione che produce messaggi in cui ogni simbolo non ¢ correlato al prece-
dente, quindi di un processo stocastico stazionario Y con variabili aleatorie
indipendenti.

Generalizzando il concetto di contenuto di informazione di un messaggio
dato nel caso di messaggi equivalenti, possiamo dire che nel caso preceden-
te, ogni lettera dell’alfabeto A ha un contenuto di informazione pari a log %,
dove p e la probabilita che la lettera sia prodotta dalla sorgente. Quindi
maggiore ¢ la probabilita che una lettera sia prodotta, minore e 'informa-
zione che contiene, quindi minore ¢ la sorpresa del destinatario del messaggio
nel riceverla, e minore ¢ I'incertezza sul messaggio che viene rimossa. Osser-
viamo che nel caso in cui le lettere siano equiprobabili si ricade nel concetto
introdotto da Shannon. L’entropia H dell’equazione (1.1) si puo quindi
interpretare come l'informazione media di una lettera dell’alfabeto A. Di
nuovo nel caso di lettere equiprobabili, 'entropia e uguale alla capacita della
sorgente.

Possiamo ora generalizzare il concetto di entropia a una qualsiasi sorgen-
te, utilizzando le probabilita di emissione dei messaggi di lunghezza n. Sup-
poniamo che I'insieme dei messaggi possibili di lunghezza n abbia cardinalita
M (n), e indichiamo con m] i vari messaggi.

Definizione 1.2. Data una sorgente di informazione, si chiama entropia di
Shannon della sorgente, il limite

M(n)

p(m;') log p(m;') (1.2)
=1

1
h=lim — —
n—oo n

dove p(m]') indica la probabilita che il messaggio m;' sia prodotto.
L’esistenza del limite in (1.2) e le proprieta dell’entropia di Shannon

verranno studiate in un ambito piu generale nel Capitolo 2.
Notiamo che le funzioni

M(n)
Hy, =~ p(m})logp(m})
=1

possono considerarsi le funzioni entropie di una sorgente che produca mes-
saggi di lunghezza n con le probabilita p(m]') assegnate. Infatti tutte le H,

2Tl nome & stato scelto da Shannon per la somiglianza con la formula dell’entropia
trovata da Boltzmann nella meccanica statistica.
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sono uguali alla funzione H dell’equazione (1.1), in cui i messaggi di lunghez-
za n sostituiscono i simboli. Se quindi H,, € I'informazione media contenuta
in un messaggio lungo n, allora %Hn ¢ l'informazione media contenuta in
uno dei simboli di un messaggio lungo n. L’entropia di Shannon é quindi il
contenuto medio di informazione di un simbolo prodotto da una sorgente di
informazione.

Tornando all’equivalenza con i linguaggi, possiamo dire che le entropie
H,, si riferiscono a “produttori” di frasi con n simboli, e quindi approssimano
il vero contenuto di informazione di un linguaggio.

1.3 Codici

Nelle sezioni precedenti, siamo partiti dal problema pratico della comuni-
cazione di messaggi e ci siamo spostati verso un approccio teorico, che ha
perso il contatto con il problema reale. Il concetto di limite per il tempo
che tende all’infinito € una pura idealizzazione, che non ha nessun contatto
con la realta! Adesso, prima di idealizzare ancora di piu i concetti studiati
entrando nel mondo dei sistemi dinamici, torniamo al problema concreto
della trasmissione di segnali. Se dobbiamo trasmettere un messaggio, qual &
il modo piu economico di farlo? Nelle ipotesi che la comunicazione avvenga
senza disturbi esterni nel canale, il compito di risparmiare sulla trasmissio-
ne di un messaggio e affidato al trasmettitore, che riceve il messaggio dalla
sorgente e deve “trasformarlo” adeguatamente prima di inviarlo. Tale ope-
razione € una codifica del messaggio, e il problema & quello di trovare il codice
piu adatto alla sorgente.

Sia {0,1}" I'insieme di tutte le stringhe di lunghezza n con simboli in
{0, 1}, e indichiamo con {0,1}" I'insieme di tutte le stringhe finite, ossia

0,1y := [ J {0,1}"
n=0

Indichiamo con X € {0,1}° la stringa vuota. Su {0,1}* esiste un’operazione
binaria, detta concatenazione, che associa a una coppia (s,t) in {0,1}" x
{0,1}" la stringa st in cui i simboli di s vengono seguiti da quelli di ¢. Tale
operazione ha la proprieta associativa e ha un elemento neutro, la stringa
vuota A. Ovviamente la concatenazione non & commutativa.

Diamo adesso una nozione formale di codice. In seguito consideriamo
solo codici costruiti su {0,1}".
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Definizione 1.3. Dato un insieme M di messaggi (al pitt numerabile), un
codice per M ¢ una funzione D : {0,1}* — M. Le stringhe nel domi-
nio di D sono dette stringhe codice, i messaggi nell'immagine di D sono
detti messaggi sorgente. L’operazione E := D~! & la codifica, E(m) =
{s €{0,1}" : D(s) = m}, che associa a un messaggio sorgente tutte le strin-
ghe codice associate. La funzione D e quindi la decodifica di una stringa.

Supponiamo che l'insieme dei messaggi sia 'insieme Ny dei numeri na-
turali con in pilt lo 0. Data una stringa s € {0,1}" indichiamo con s; per
i=1,...,nisimbolidi s, quindi s = (s182...8,). Allora un possibile codice
¢ dato dalla funzione

n
D(s)=2"=1+> s, 27" se{01}" (1.3)
=1

con D(A) = 0. Quindi per inviare il numero (5) per esempio, inviamo la
stringa binaria s = (10). Questo codice ¢ bigettivo su Ny, quindi la codifica
associata ¢ una funzione. Dato un numero naturale n indichiamo da ora in
poi con 71 la stringa codice di n secondo questa codifica. Sia |n| la lunghezza
della stringa codice 7, si verifica che

in| = [log(n + 1)) (14)

Tuttavia il codice (1.3) crea un problema nella decodifica. Infatti la con-
catenazione di due stringhe si puo interpretare anche come un’unica stringa.
Cosi (101) si puo interpretare sia come (5, 2) sia come (12). Osserviamo come
anche la rappresentazione decimale posizionale dei numeri naturali sia una
codifica con questo problema, abbiamo infatti avuto bisogno della virgola
per distinguere 51 da 5 e 1. Esistono codici che evitano questo problema.

Definizione 1.4. Date due stringhe s,t € {0,1}", si dice che s & prefisso
di t se esiste una stringa w € {0,1}" tale che ¢t = sw. Un sottoinsieme di
{0, 1} si dice libero da prefissi se nessun suo elemento ¢ prefisso di un altro.
Un codice si dice codice prefisso se il suo dominio & libero da prefissi.

Un codice prefisso permette quindi di poter distinguere due stringhe
concatenate senza bisogno di usare un simbolo extra come separatore (come
la virgola nel sistema decimale). Usando un codice prefisso, il destinatario
legge il messaggio sapendo quando finisce la codifica di un simbolo. Un
esempio di codice prefisso per Ny e dato da E(n) = 1™0, ossia n simboli
“1” seguiti da uno “0”. Quando il destinatario legge un simbolo “0” capisce
quindi che inizia una nuova stringa, quindi un nuovo numero codificato. La
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codifica del messaggio (3,5,0,1) & la concatenazione delle diverse codifiche,
ed ¢ data da s = (1110111110010). Questo codice non & tuttavia molto
economico, infatti |E(n)| = n + 1, dove | - | indica la lunghezza binaria
della stringa E(n). Iterando questo tipo di codifica & possibile costruire una
successione di codici sempre piu economici per Ny. Definiamo la seguente
successione di codifiche

Ei(n) 170 set =0 (L.5)
() = .
' Ei1(n)) A sei>0

Quindi F;(n) = Eo(|n|)7 = 107, e si ha
|E1(n)| =2|n| +1=2[log(n+1)] +1

Supponiamo di ricevere il messaggio (111011011011) con il codice Ej, allora
deduciamo che il messaggio originale ¢ (13,6). Ancora piu economico & il
codice prefisso Fs(n) per cui

Ey(n) = Ei(n))a=1"0|n| a
|E2(n)] = 2[|n|]|+ 1+ |n| ~log(n) 4 2log (log(n)) + 1

dove ||n|| indica la lunghezza della stringa che rappresenta il numero naturale
|n| secondo il codice (1.3). Usando il codice Es il messaggio (13,6) viene
codificato nella stringa (1100011010111). Notiamo che il codice Ey ¢ piu
economico di F7 per numeri non troppo piccoli. Usare un codice prefisso ¢
sicuramente meno economico del codice non prefisso di equazione (1.3), ma
la differenza e abbastanza piccola, dell’ordine del logaritmo del logaritmo
del numero naturale.

I codici che abbiamo considerato finora sui numeri naturali non tengono
conto delle proprieta statistiche della sorgente di informazione. Supponiamo
di voler costruire un codice per la lingua inglese. Un esempio noto ¢ il codice
Morse. 1l codice Morse € un codice binario, in cui ad ogni lettera dell’alfabeto
inglese viene associata in maniera univoca una successione binaria (punti e
linee possono essere sostituiti da “0” e “1”). Nella lingua inglese si notano

[1P %

differenze nelle frequenze di uso delle lettere. Per esempio la lettera “e
ha una frequenza di 0.12, mentre la lettera “w” ha una frequenza di 0.02.
Cercando di risparmiare sul numero di simboli da trasmettere, conviene
quindi associare ad “e” una stringa breve, mentre a “w” si puo associare
una stringa piu lunga. Da questo ragionamento si deduce che deve esserci

un collegamento tra ’entropia di una sorgente e il codice pitt economico.
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Esempio 1.2 (Codice di Shannon-Fano). Supponiamo di voler costruire un
codice per un insieme di messaggi M, che contenga n elementi, e per una
sorgente che produca i messaggi di M con probabilita py,...,p,. Suppo-
niamo che i messaggi siano ordinati in ordine descrescente di probabilita. Il
codice di Shannon-Fano si ottiene tramite una codifica E : M — {0,1}" tale
che

—logpr, < [E(mx)| <1 —logpy

prendendo i primi |E(my)| simboli dell’espansione binaria di
Py=p1+- +pp—

per k > 1e P, = 0. Cosi mq, il messaggio piu probabile, avra la codifica piu
breve, e la lunghezza della codifica € non decrescente. Inoltre siamo sicuri che
le stringhe codice siano tutte diverse, grazie al fatto che P; > P, + 2~ 1B (my)|
per ogni j > k+ 1. Questo dimostra anche che Py e P;, per ogni j > k+1,
differiscono in almeno un simbolo tra i primi |E(mg)|, quindi il codice di
Shannon-Fano ¢ un codice prefisso.

Questo codice ha anche un’altra importante proprieta. La lunghezza
media di una stringa codice per i messaggi di M & L = >}, pi|E(my)],
che verifica

H(pi,...,pn) <L < H(p1,...,pn) +1

Vedremo che questa stima ¢ quanto di meglio si puo ottenere per un codice
prefisso. A

Abbiamo osservato che un codice prefisso usa in generale stringhe codice
pit lunghe di altri codici. Per le lunghezze delle stringhe codice di un codice
prefisso vale la seguente stima.

Teorema 1.3 (Disuguaglianza di Kraft). Sia (1), una successione di nume-
ri naturali. Esiste un codice prefisso le cui stringhe codice hanno lunghezze
date dai numeri di questa successione se e solo se

o0
Z 27ln <
n=1

Dimostrazione. La dimostrazione si basa sulla rappresentazione binaria
dei numeri reali dell’intervallo [0,1). A una stringa binaria s € {0,1}"
possiamo far corrispondere Uintervallo J; = [0.s,0.s + 27"). Inoltre date
due stringhe s,¢ di un codice prefisso si ha Js N .J; = 0.

Per un codice prefisso si ha quindi che le stringhe s individuano intervalli
Js a due a due disgiunti di lunghezza 271%!, quindi >y 27ln & la lunghezza
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dell’'unione di tutti gli intervalli Jy, che sono tutti contenuti in [0, 1). Quindi
vale la disuguaglianza.

Sia ora data una successione (I), che verifica la disuguaglianza, e sup-
poniamo che sia non decrescente. Costruiamo una successione (I,,), di in-
tervalli adiacenti contenuti in [0,1) di lunghezza 27/ con I con estremo
sinistro in 0. Scegliamo come stringhe del codice prefisso i primi l,, simbo-
li dell’espansione binaria della parte frazionaria degli estremi sinistri degli
intervalli I,,. ]

Sia M = {my,ma,...} un insieme di messaggi prodotti da una sorgente
con probabilitd p1,pe,.... Sia D : {0,1}* — M un codice prefisso con
codifica unica per ogni messaggio.

Definizione 1.5. Si chiama lunghezza media delle stringhe codice di un
codice D, la media Lp := ng‘f) p; |D7Y(m;)|. Definiamo poi minima
lunghezza media delle stringhe codice il numero

L :=min{Lp : D & codice prefisso}

Un codice prefisso D per cui Lp = L si chiama ottimale rispetto alla
sorgente.

L’idea che sta dietro la realizzazione di un codice prefisso ottimale ri-
spetto a una sorgente & quella del codice di Shannon-Fano.

Teorema 1.4 ([Sh], Noiseless Coding Theorem). Se H = H(p1,p2,...) € la
funzione entropia della sorgente che produce messaggi di M con probabilita
pi, allora la minima lunghezza media delle stringhe codice L verifica

H<L<H+I1

Dimostrazione. Poniamo [, = [—logp,]|. Allora 1 > ng\f) pi >

Z?g/[) 2=l quindi per il Teorema 1.3 esiste un codice prefisso con stringhe
codice lunghe [,,. Quindi

g

d(M)
LSZMQS pi(l —logp;)) =1+ H

%

Il
—_

Viceversa sia D un codice prefisso con stringhe codice di lunghezza (I,,),.
Allora per la concavita del logaritmo si ha

d(M)
- Z pilogp; < — Z zollogZ s =Lo+ | D] pi| log) ] 27"
=1 i
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Infine, essendo D un codice prefisso, vale la disuguaglianza di Kraft, quindi
> 2=l < 1. Si ottiene quindi che H < Lp per ogni codice prefisso D,
quindi H < L. ]

Cosa succede se non conosciamo la distribuzione di probabilita dei mes-
saggi? E possibile trovare un codice che sia ottimale per qualsiasi sorgente
su un insieme di messaggi? Le risposte a queste domande vanno ben oltre
lo scopo di queste note, rimandiamo quindi a [LV] per una discussione di
questi problemi. Ci limitiamo a fornire un esempio di codifica che risulta
importante nel seguito delle note.

Esempio 1.3 (Frequency coding). Sia t una stringa di lunghezza n scritta con
simboli di un alfabeto finito A. Supponiamo di non conoscere le proprieta
statistiche della sorgente che ha prodotto ¢, ma usiamo per una codifica di t le
proprieta statistiche dei simboli di A in ¢. Siano k i simboli di A e indichiamo
con ni,...,ny il numero di volte che ciascun simbolo & ripetuto in ¢. Noti
i numeri (n;), supponiamo di ordinare in maniera lessicografica le stringhe
di lunghezza n che hanno le stesse frequenze di apparizione di simboli di A.
Allora per specificare ¢ basta inviare i numeri (n;) e il numero d’ordine di ¢
nell’insieme di stringhe con la stessa statistica. I numeri naturali n; possono
essere codificati tramite il codice F7. Trasmettiamo quindi la stringa codice
Ei1(nq) ... Ei(ng), concatenata con la stringa h, dove h & il numero d’ordine
di t. Quindi la stringa codice finale s ha lunghezza

|s| < k(2[log(n+1)] +1) + [log(h +1)]

dove il numero h verifica

n n!
h < = -
ny nog...Ng nl'nz'nk'
nj

Facendo tendere n all’infinito, mantenendo costanti le frequenze p; = -7,
si ottiene che la lunghezza binaria di s si comporta asintoticamente come
n(—Zle pilogp1) (approssimando i fattoriali usando la formula di ap-
prossimazione di Stirling n! ~ v/27n n”e™"). Quindi abbiamo costruito un
codice per cui la lunghezza media delle stringhe codice (la lunghezza di s
fratto la lunghezza della stringa originale) & asintoticamente uguale alla fun-
zione entropia H(pi,...,pr). Se quindi t ¢ prodotta da una sorgente con
probabilita per i simboli di A date dai numeri p;, siamo riusciti a realizzare
il miglior codice prefisso possibile senza conoscere le proprieta statistiche
della sorgente. Tale codifica si chiama frequency coding perché si basa sulla
trasmissione delle frequenze di apparizione dei vari simboli. A
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Esercizi

1.1. Dimostrare che la funzione entropia dell’equazione (1.1) verifica I'ugua-
glianza dell’esempio 1.1.

1.2. Dimostrare che per una sorgente di informazione senza restrizioni e
con variabili aleatorie indipendenti, ’entropia di Shannon h ¢ uguale alla
funzione entropia dell’equazione (1.1).

1.3. Dimostrare I'uguaglianza (1.4).

1.4. Trovare le codifiche dei numeri naturali 10, 15, 20, secondo i codici E}
ed EQ.

1.5. Trovare la decodifica della stringa (111001011010) secondo E1, e della
stringa (11001101011000011) secondo Es.
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Capitolo 2

Approccio statistico ai
sistemi dinamici

Introduciamo in questo capitolo alcuni concetti classici riguardanti lo studio
dei sistemi dinamici. Per trattazioni piti complete rimandiamo per esempio

a [CFS], [Gal, [KH], [Pe], [PY], [Wal.

2.1 Definizioni ed esempi base

Sia (X, B) uno spazio metrico compatto con B la o-algebra di Borel. Nel
seguito consideriamo sempre questa situazione, in caso contrario verra spe-
cificato.

Definizione 2.1. Chiamiamo sistema dinamico su X lazione di Ny :=
N U {0} tramite una funzione 7' : X — X misurabile. L’azione ¢ data
dall’iterazione della funzione T, ossia ¢ definita da

No x X 5 (n,z) —» T"(x) € X

in cui 7" indica la composizione di T per n volte, e TV ¢ definita uguale
all’identita. Nel caso in cui T sia invertibile e con inversa misurabile, si puo
considerare 'azione analoga di Z su X.

Nel seguito richiamiamo alcune semplici definizioni di base, relative al
caso piu generale di una funzione T non invertibile. Spesso per il caso
invertibile bastera sostituire Ny con Z. Nel caso invertibile si suppone che
anche T~ sia misurabile.

Definizione 2.2. Dato un punto x € X, si definisce orbita di x rispetto al
sistema dinamico (X, T'), 'insieme O(z) = {T"(x) : n € No}.

21



22 CAPITOLO 2. APPROCCIO STATISTICO AI SISTEMI DINAMICI

Definizione 2.3. Un punto x si dice periodico se esiste un intero p(x) > 0
tale che TP(*)(z) = z. L’intero p(x) si chiama periodo se vale anche che per
ogni 1 < k < p(z) si ha T*(x) # 2. Un punto periodico di periodo p(z) = 1
si dice fisso, verificando T'(z) = =.

Un punto z si dice definitivamente periodico se esiste un intero n > 0 tale
che T"(z) & periodico di periodo p, quindi T"*P(z) = T"(z) e T (z) #
T™(z) per ogni 1 < k < p.

Definizione 2.4. Un insieme misurabile B C X si dice invariante per il
sistema dinamico (X, T) se T~!(B) = B.

Definiamo alcuni sistemi dinamici che costituiscono gli esempi chiave che
useremo per introdurre i vari concetti.

Esempio 2.1 (Mappa del panettiere). Introduciamo uno degli esempi piu
classici di sistema dinamico caotico. Vedremo che ha una definizione sem-
plicissima, e tuttavia presenta un comportamento delle orbite che ha la
massima impredicibilita.

Sia X = [0,1]/(0 ~ 1) 2 R/Z = S! con la metrica euclidea indotta da
R. Definiamo la seguente funzione

2x per0§x<%

T(z) =2z (mod 1) = { (2.1)

20 — 1 per%§x<1

La prima formulazione ¢ una funzione continua su S*, mentre la seconda ha

una discontinuitd in 3 ed & definita in [0,1). Tuttavia le due formulazioni

sono perfettamente equivalenti. A

Esempio 2.2 (Rotazioni del cerchio). Consideriamo nuovamente lo spazio
X =10,1]/(0 ~ 1) = S! e sia @ un numero reale in (0,1). Ruotare il cerchio
S1 di un angolo dato equivale ad aumentare di una quantita fissa I’angolo di
ogni punto del cerchio. Se quindi scriviamo per i punti del cerchio z = >
con ¥ € X, la rotazione T,, ¢ definita dalla funzione

Ta(z) — e2mia, _ 627ri(19+a)

che definisce su X il seguente sistema dinamico
Th: X = X To(z) =2+ a (mod 1) (2.2)

Vedremo in seguito che le proprieta di questo sistema dinamico dipendono
fortemente dalle proprieta aritmetiche di «, in particolare risulta fondamen-
tale ’appartenenza di « ai razionali Q.

Come nel caso della mappa del panettiere si puo scrivere una formula-
zione di T, discontinua su [0,1). A
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Esempio 2.3 (Famiglia quadratica). Un esempio particolarmente significati-
vo per la teoria dei sistemi dinamici ¢ dato dalla famiglia quadratica. Que-
sto esempio di sistema dinamico fu introdotto da Sir R. May nel 1976 per
simulare la dinamica di una popolazione di individui. Si suppone che il nu-
mero di individui di una popolazione dipenda esclusivamente dal tasso di
riproduzione e dal tasso di mortalita. Quest’ultimo si suppone determina-
to esclusivamente dalla limitatezza delle risorse, per cui esiste un numero
massimo di individui che una popolazione puo avere. Si puo allora studiare
I’andamento del rapporto tra il numero di individui e il suo valore massi-
mo. Questo rapporto € un numero = € [0, 1], per cui se z = 0 non ci sono
individui, e se x = 1 si ottiene il numero massimo di individui, che non
possono sopravvivere e quindi muoiono. Il sistema dinamico che cerchiamo
¢ quindi regolato da una funzione T': X — X, dove X = [0, 1], per cui se
la popolazione ha un rapporto z all’inizio dell’evoluzione, avra un rapporto
T™(x) dopo n unitd di tempo'. Le ipotesi considerate impongono per T che
valga T'(0) = T'(1) = 0. Si considera la funzione

Th\(z)=Az (1—x) A€ [0,4] (2.3)

dove la scelta dell’intervallo per il parametro A serve solo a imporre che
I'immagine di T sia contenuta in X.

Al variare del parametro A questa famiglia di mappe presenta una ric-
chezza di proprieta che ne hanno fatto un esempio chiave nella teoria dei si-
stemi dinamici. In particolare per A minore di un valore Ao, = 3.56994567 . ..
tutte le condizioni iniziali convergono verso orbite periodiche, di periodo cre-
scente al crescere di . E interessante notare che i periodi presenti sono solo
potenze di 2, per cui questo fenomeno si chiama period doubling o cascata di
raddoppiamento di periodo. Il fenomeno (piu ricco di quello qui descritto)
fu scoperto da M. Feigenbaum nel 1978 ([Fe]) ed & un fenomeno universale
per una classe di sistemi dinamici non lineari. Vedi [De| per una trattazione
approfondita. A

Esempio 2.4 (Famiglia di Pomeau-Manneville). Di grande interesse nel-
la teoria dei sistemi dinamici ¢ anche la famiglia di sistemi di Pomeau-
Manneville. La provenienza di tale famiglia di sistemi e di natura fisica.
Uno dei fenomeni ancora non del tutto compresi in fisica & la turbolenza.
Negli esperimenti in dinamica dei fluidi si osserva che un fluido sotto certe
condizioni (importante risulta la viscosita) passa da un regime cosiddetto

!La misura del tempo in maniera discreta & il solo caso realistico per esperimento che
si considera.
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“laminare”, in cui la velocita del fluido misurata ha un comportamento re-
golare e prevedibile, a un regime “turbolento”, in cui invece i valori misurati
della velocita sono caotici, e viceversa, continuando poi ad alternare i due
regimi. Per studiare questo fenomeno di “intermittenza”, Y. Pomeau e P.
Manneville introdussero intorno al 1980 ([PM]) una famiglia di sistemi di-
namici su X = [0, 1] che presentavano lo stesso fenomeno, ossia l'orbita di
un punto generico alterna fasi regolari e caotiche. La definizione di questa
famiglia di sistemi dipende da un parametro reale z ed € data da

T.(x) =z +2* (mod 1) z>1 (2.4)

Notiamo che per z = 1 si ottiene la mappa del panettiere. Questa fami-
glia di sistemi ha la caratteristica di avere un punto fisso per x = 0 in cui
T.(0) = 1. Tuttavia le orbite di punti vicini all’origine si allontanano, anche
se molto lentamente. Questa fase di allontanamento riproduce la fase lami-
nare. Quando poi un’orbita si allontana abbastanza dall’origine allora la sua
evoluzione non ¢ dissimile da quella di un’orbita della mappa del panettie-
re, raggiunge quindi il massimo grado di caoticita. E questa rappresenta la
fase turbolenta. L’alternanza delle due fasi ¢ assicurata da una probabilita
positiva per ogni orbita di tornare infinite volte vicino all’origine, e anche a
una distanza piccola a piacere. A

Esempio 2.5 (Dinamica simbolica). Descriviamo infine il sistema dinamico
simbolico. Questo sistema dinamico ha una particolare importanza nella
nostra teoria, in quanto permette il collegamento tra un sistema dinamico
generico e la teoria delle sorgenti di informazione.

Dato un insieme finito A = {1,..., N}, che consideriamo l’alfabeto,
indichiamo con A" l'insieme delle stringhe s di lunghezza n i cui simboli
sono lettere di \A. Indichiamo poi con A* 'insieme di tutte le stringhe finite
su A, ossia

A=) A" (2.5)
neNg
dove A := {\}, essendo X la parola vuota.

Sull’alfabeto A si possono considerare anche le stringhe infinite, che
indicheremo con w. Poniamo

Q= .ANO = {w = (wi)ieNO cw;eAVie No} (2.6)

Si puo definire anche I'insieme delle stringhe bi-infinite A%, in cui gli in-
dici dei simboli di una stringa variano in Z anziché in Ny. Nel seguito ci
restringiamo pero al caso di Ny, essendo le varie estensioni facili esercizi.
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L’insieme ) puo essere munito della seguente metrica

d(w, ) := Z 75(%’.@)

2’L
=0

dove 4 ¢ definita sulle lettere di A tramite 6(a,b) = 0se a =b, e §(a,b) =1
se a # b, per cui due stringhe sono “vicine” se hanno “abbastanza” simboli
iniziali uguali. Lo spazio () risulta essere uno spazio metrico compatto, in
cui la topologia indotta dalla metrica d ha come pre-base gli insiemi della
forma

Clw,k,n)={weQ : &, =w;perognii==k,....k+n—1}

per una generica stringa w. Gli insiemi di questa forma si chiamano cilindri.
Su 2 consideriamo sempre la o-algebra di Borel generata dalla topologia
dei cilindri. Nel seguito, indichiamo con w] la sottostringa finita di w data
dagli n—m simboli (W, Wm+1, - .., wn—1). Poniamo in particolare w™ := wy.

Osserviamo che l'insieme ) si puo considerare 'insieme delle stringhe
infinite prodotte da una sorgente di informazione che utilizzi ’alfabeto A.
Per estendere questa similarita consideriamo su €2 l'azione di una funzione
7 che faccia “scorrere” la stringa, simulando in questo modo la successiva
produzione dei simboli della stringa. Questo definisce lo shift 7 : Q@ — €,
per cui la stringa 7(w) ha simboli dati da

(T(w))i = Witi Vi>0 (2.7)
Proposizione 2.1. La mappa di shift T verifica le sequenti proprieta:
(i) é continua rispetto alla topologia dei cilindri;
(ii) ha un’infinita numerabile di orbite periodiche;
(iii) ha un’infinita piv. che numerabile di orbite non periodiche;
(iv) ha un’orbita densa;

(v) ha dipendenza sensibile dalle condizioni iniziali, ossia esiste n > 0 tale
che per ogni stringa w e per ogni €, esistono una stringa W e un intero
n tale che d(w,w) < e e d(T"w,T"W) > 1.

Dimostrazione. (i) La continuita della mappa di shift segue facilmente dalla
forma dei cilindri. Infatti essendo i cilindri una pre-base per la topologia,
basta verificare che 771(C(w, k,n)) & un aperto per ogni w € Q e ogni k,n.
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Basta quindi osservare che 771(C(w, k,n)) = UjesC(iw, k + 1,n), dove iw
indica la concatenazione della lettera 7 con w, e quindi ¢ un aperto.

(ii) Data una stringa s € A™ con n > 1, ¢ facile verificare che la stringa
w=(sss...), ottenuta come una ripetizione di s, & una stringa periodica
di periodo n. Le orbite periodiche sono quindi in bigezione con 'insieme A*.

(iii) Le stringhe periodiche sono un’infinita numerabile, quindi le stringhe
non periodiche sono un’infinita pitt che numerabile, essendo d(Q2) = d(N)').
Le orbite non periodiche devono quindi essere un’infinita pit che numerabile.
Osserviamo infatti che ogni orbita comprende una quantita numerabile di
stringhe di 2.

(iv) La dimostrazione di questo punto procede per costruzione. Bisogna
mostrare 'esistenza di una stringa @ che verifica

Vwe Ve>0 dneN te dw,m™W))<e

Dalla forma della metrica d segue che d(w,7(@)) < € se w; = (7"(@)); =
Witn per ogni ¢ = 0,...,|—logye] + 1. Ne segue che basta trovare una
stringa @ tale che per ogni stringa finita s € A" esista un n tale che i primi
k simboli di 7"(w) coincidano con s.

Per ogni k, vale d(Ak ) =N ke supponiamo di aver scelto una relazione
d’ordine in A* in modo da numerare le stringhe finite. Indichiamo con
s’f, e s?v,c le stringhe di A*. La stringa @ che cerchiamo si ottiene allora
come la concatenazione di tutte le stringhe di A' in ordine, concatenate con
tutte le stringhe di A2 scelte in ordine, e cosi via.

(v) Scegliamo n = % Data una qualsiasi stringa w e un qualsiasi
e > 0, prendiamo la stringa @ fatta in modo che w; = w; per ogni i =
0,...,k con k = |—logge] + 1, e W1 # wpy1. Allora dw,w) < € e
d(TF Y (w), TF Y (@) > 7. O

Le proprieta della Proposizione 2.1 fanno della mappa di shift un esempio
di sistema dinamico “caotico”.

Continuando il parallelismo tra dinamica simbolica e sorgenti di informa-
zione, osserviamo che finora abbiamo considerato solo il caso di una sorgente
che non abbia restrizioni nelle stringhe prodotte. Supponiamo invece che ci
siano restrizioni, ma che tali restrizioni si possano descrivere tramite una
matrice M di dimensione N x N detta di transizione e definita nel modo
seguente. Indichiamo con (m;;);; gli elementi della matrice M e supponiamo
che m;; € {0,1}. Definiamo allora I'insieme 2y, delle stringhe ammissibili
tramite

Qu ={weQ : my, w,, =1 perognii>0} (2.8)
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quindi gli elementi di M uguali a 1 dicono quali sono le coppie di simboli di
A che possono essere prodotte.

Si dimostra che 7 & chiuso rispetto all’azione della mappa di shift 7,
che con la metrica indotta {2; € metrico compatto, e la g-algebra di Borel
corrisponde alla restrizione della o-algebra dei cilindri. Se indichiamo con
Ty la restrizione di 7 a €y, abbiamo quindi che (Qp7,7a7) € un sistema
dinamico nel senso della nostra Definizione 2.1. Tale sistema dinamico si
chiama comunemente subshift di tipo finito o topological Markov chain.

Le proprieta dinamiche di un subshift di tipo finito dipendono dalle pro-
prieta della matrice di transizione, che stabilisce le dipendenze tra i simboli
di A.

Definizione 2.5. Una matrice di transizione M si dice irriducibile se per
ogni coppia di simboli (i,7) esiste un intero k tale che mfj # 0, dove (mf])”
sono gli elementi della matrice M*, la k-esima potenza di M.

L’irriducibilita di una matrice di transizione, assicura che esiste almeno
una stringa finita s che collega i e j per ogni coppia di simboli di .A. Quin-
di entrambi i simboli possono essere presenti contemporaneamente in una
stringa infinita (e in un ordine prestabilito).

Definizione 2.6. Una matrice di transizione M si dice irriducibile e ape-
riodica se esiste un intero k tale che mfj % 0 per ogni coppia di simboli
Proposizione 2.2. Un subshift di tipo finito con matrice di transizione irri-
ducibile e aperiodica verifica le proprieta (i)-(v) della Proposizione 2.1.

Dimostrazione. La dimostrazione procede analogamente a quella della Pro-
posizione 2.1. Bisogna solo prestare attenzione al fatto che non tutte le
stringhe finite sono ammissibili. In particolare, per la dimostrazione del
punto (ii), bisogna dimostrare l’esistenza di infinite stringhe finite che ini-
ziano e finiscono con lo stesso simbolo. La concatenazione di queste stringhe
forma le stringhe periodiche. O

Esistono sistemi dinamici che descrivono limitazioni pitu generali nella
produzione di simboli, come ad esempio i sistemi sofici. Tuttavia noi ci
restringiamo nel seguito al caso di subshift di tipo finito. A

2.2 Coniugio e rappresentazione simbolica

Due sistemi dinamici diversi possono avere le stesse caratteristiche. Fino-
ra 'unica struttura che abbiamo considerato sull’insieme di partenza e la
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presenza di una metrica, che implica anche la o-algebra di Borel. Dunque
possiamo parlare di sistemi dinamici che sono equivalenti dal punto di vista
al piu topologico.

Definizione 2.7. Siano (X;,71) e (X2,T%) due sistemi dinamici. Se esiste
h : X1 — Xs surgettiva e misurabile tale che h o T} = T5 o h si dice che T3
& un fattore di T7 e che h & un semi-coniugio. Se h & anche iniettiva con
inversa misurabile allora A si chiama coniugio e T1 e T si dicono coniugati.

Se inoltre Ty e Th sono continue, allora si richiede che anche h (e h™!)
sia continua, e si parla di semi-coniugio (coniugio) topologico.

Nel caso di un semi-coniugio si dice che T, ¢ un fattore di 17 perché in
generale la dinamica di 75 € meno “complicata”. Infatti, mancando l'inietti-
vita, h potrebbe mandare un’intero insieme invariante di X; in un punto di
Xo, che quindi perderebbe la ricchezza della dinamica dell’insieme invarian-
te. Si puo addirittura pensare il caso estremo in cui X sia un unico punto
e h manda tutto X; in un punto.

Se invece i due sistemi dinamici sono coniugati, allora ¢’e completa equi-
valenza della dinamica (almeno a livello topologico). Per esempio punti
fissi e orbite periodiche corrispondono nei due sistemi, cosi come gli insiemi
invarianti.

Un coniugio topologico puo essere visto come una rappresentazione to-
pologica di un sistema dinamico tramite un’altro sistema di piu facile inter-
pretazione. B questo per esempio il caso dell’esercizio 2.2, in cui il sistema
T7, essendo lineare, € di piu facile studio del sistema T5.

Un caso particolare di rappresentazione di un sistema e la rappresenta-
zione simbolica. Sia (X,T) un sistema dinamico e sia Z = {I1,...,Iy} una
partizione finita e misurabile dello spazio X. Ossia gli insiemi I; C X sono
misurabili e tali che Uévzl I; =X eI;NI; =0 per i # j. Alla partizione Z
viene associato I'alfabeto A = {1,..., N} e sia Q = AMNo.

Si definisce allora un’applicazione ¢z : X — €} tramite

o7(x)=w <<= TI(x)el, VjeNy (2.9)

La rappresentazione simbolica crea un collegamento tra il sistema dina-
mico (X,T) e la dinamica simbolica (£, 7). Infatti si dimostra facilmente
che 'immagine di X tramite ¢z & invariante per l'azione dello shift 7 e
che 70 ¢y = ¢z oT. L’immagine ¢z(X) contiene le stringhe w tali che
N2oT 1, # 0 e in generale non ¢ un subshift di tipo finito. Le pro-
prieta topologiche di ¢z (X) in £ dipendono fortemente dalla dinamica, per
esempio non ¢ detto che I'immagine sia un insieme chiuso.
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L’applicazione ¢z risulta misurabile per definizione, basta verificarlo sui
cilindri di €2, che generano la g-algebra di Borel della dinamica simbolica.
Infatti se C(w, k,n) € un cilindro di Q si ha

. _ k+n—1 ~
(SDZ) (C(wa ka TL)) m T Iwi
i=k

che ¢ intersezione di insiemi misurabili.

Nel caso di mappe continue diventa importante la continuita di ¢z. Si
verifica che tranne per un insieme trascurabile di punti la rappresentazione
simbolica € continua (vedi esempio 2.6).

Otteniamo quindi che la rappresentazione simbolica ¢ un coniugio o un
semi-coniugio (topologico) del sistema dinamico, e I'iniettivita dell’applica-
zione @z dipende dalla scelta della partizione. Le partizioni buone sono
chiamate “generanti” per il sistema dinamico (vedi Definizione 2.12).

Esempio 2.6. Sia X = [0,1]/(0 ~ 1) con la partizione Z = {[0,3),[3,1)} e
I'azione della mappa T del panettiere (vedi I'equazione (2.1)). L’alfabeto as-
sociato alla partizione Z & l'alfabeto binario A = {0, 1} e la rappresentazione
simbolica ha una facile interpretazione. Sia infatti
p=y b
i=1

I’espansione binaria di un numero reale x € [0, 1], dove z; € {0, 1} per ogni i.
E facile dimostrare che ad ogni punto x viene associata una singola stringa
w € AYo, tranne che per un insieme numerabile di punti, chiamati punti
diadici. Questi punti sono quelli che corrispondono alle coppie di stringhe
equivalenti (dal punto di vista dell’espansione binaria) w! e w? tali che: esiste
ﬁpercuiwi1 :wiz perogni i =0,...,1n—1; w%:lew} = 0 per ogni ¢ > n;
w2=0e w? =1 per ogni ¢ > fi. Altrettanto semplicemente si verifica che la
rappresentazione simbolica relativa a Z associa a un punto x la stringa data
dalla sua espansione binaria, quindi 7%(z) € I; se e solo se ;11 = j per ogni
i € Np, e nel caso dei punti diadici viene scelta la stringa della forma w?.

Lo studio di questa rappresentazione simbolica diventa quindi molto piu
semplice usando ’espansione binaria dei punti xz. Si ottiene facilmente che
vz(X) = Q e Uiniettivita di ¢z. Inoltre ¢z & continua tranne che nei punti
diadici, che sono un insieme numerabile (e quindi trascurabile rispetto alla
misura di Lebesgue).

Si ottiene che la rappresentazione simbolica relativa alla partizione Z
data € un coniugio topologico (a meno di un insieme di misura nulla e dalla
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dinamica trascurabile) tra la mappa del panettiere e la mappa di shift su
{0,13%. A

La rappresentazione simbolica di un sistema dinamico riveste una grande
importanza per i nostri scopi, in quanto costituisce il mezzo di passaggio da
un sistema dinamico a una sorgente di informazione.

2.3 Entropia topologica

Abbiamo visto che una classificazione delle sorgenti di informazione & pos-
sibile attraverso lo studio delle loro proprieta statistiche, come la capacita
e 'entropia di Shannon (vedi Definizioni 1.1 e 1.2). Iniziamo adesso uno
studio dei metodi di classificazione dei sistemi dinamici, studiando prima le
proprieta topologiche.

Nel passaggio da sistemi dinamici a sorgenti di informazione, abbiamo
visto che uno strumento fondamentale sono le partizioni dello spazio X su
cui si svolge la dinamica, partizioni che ci permettono una “discretizzazione”
della dinamica.

Sia (X,T) un sistema dinamico e sia Z = {[,..., Iy} una partizione
finita e misurabile di X. Consideriamo solo il caso di partizioni con insiemi a
parte interna non vuota. Indichiamo con 7! Z la partizione di X data dalle
contro-immagini degli insiemi di Z, quindi T7'Z = {T’lll, e ,T’lfN},
dove ricordiamo che T-'I; = {x € X : T(x) € I;}. Cosi per ricorrenza
poniamo T-"Z := T-HT~=1Z) per ogni n > 1, dove T°Z = Z.

Definizione 2.8. Date due partizioni P e (), si definisce unionedi P e @), e
si indica con PV @, la partizione data da tutte le possibili intersezioni degli
insiemi di P e @, ossia

P\/Q::{PZ'QQ]‘ : B eP, QjGQ}

La partizione P & contenuta in @ (P C Q) se per ogni P; € P esiste un
insieme @); € @ tale che P; C @);.

Data la partizione Z, definiamo la partizione iterata Z, come
n—1
Zn=\ T2 (2.10)
i=0

Gli insiemi della partizione Z, sono della forma

Iio N T_llil n---N T_(n_l)fi

n—1
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al variare degli indici ¢; nell'insieme A = {1,..., N}. I punti z che appar-
tengono a un insieme della partizione iterata sono caratterizzati dal fatto
che la loro stringa simbolica & tale che (pz(x))™ = (ip i1 ...ip—1). Dato un
punto x € X indichiamo con Z,(z) 'insieme della partizione iterata che lo
contiene, quindi z € Z,(z) per ogni z € X.

Se consideriamo la sorgente di informazione che si ottiene dal sistema
dinamico (X,T) tramite la rappresentazione simbolica ¢z, la capacita di
tale sorgente e legata alla cardinalita delle partizioni iterate Z,,. Usando
il concetto di capacita, possiamo quindi definire I’analogo concetto per il
sistema dinamico visto attraverso la partizione Z.

Definizione 2.9. Data una partizione finita Z di X, indichiamo con d(Z)
la cardinalita di Z, ossia il numero di insiemi di Z. Si definisce entropia
topologica di Z il numero

Hiop(Z) :=log(d(2))

Data una dinamica T su X, si definisce entropia topologica del sistema dina-
mico (X, T) relativa a una partizione Z il rapporto di crescita dell’entropia
topologica delle partizioni iterate,

Hyop(Zn,
hiop(T, Z) := lim Hiop(Zn)

n— o0 n

Proposizione 2.3. Siano P,Q e Z partizioni finite. Allora
(1) Hiop(P) = 0;
(i) Se P C Q allora Hyop(P) > Hyop(Q);
(i11) Hiop(PV Q) < Hyop(P) + Hiop(Q);
(iv) Hiop(Zn+m) < Hiop(Zn) + Hiop(Zm) per ognin,m € N.

Dimostrazione. (i) Deriva dalla definizione.

(ii) Basta notare che se P C ) allora necessariamente P non puo avere
meno insiemi di @, e quindi la tesi segue dalla monotonia della funzione
logaritmo.

(iii) Bisogna mostrare che d(P V Q) < d(P)d(Q). Questo segue imme-
diatamente dalla definizione di unione di due partizioni.

(iv) Notiamo che Zy 4y, = Zp,VT " Zyy € che d(T7"Z,y,) < d(Zy,), quindi
usando il punto (iii), d(Zp+m) < d(Zn)d(Zp,). O
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Il punto (iv) e il Teorema 1.1 assicurano la buona definizione dell’entropia
topologica hiop(T', Z).

Per la classificazione dei sistemi dinamici in base alle loro proprieta sta-
tistiche sarebbe tuttavia importante avere dei concetti indipendenti dalla
scelta di una particolare partizione. Tuttavia ci sono delle difficolta a lavo-
rare con le partizioni, che non sono certo lo strumento piu adatto per studiare
le proprieta topologiche di un sistema dinamico. Per introdurre quindi un
concetto che sia una proprieta intrinseca del sistema dinamico, costruiamo
I’analogo dell’entropia topologica di una partizione per ricoprimenti aperti
e finiti dello spazio X.

Definizione 2.10. Dato uno spazio metrico compatto X, si definisce rico-
primento aperto di X una collezione « di insiemi aperti {Ay,..., Ax}, tali
che X = U¥_| A;.

A differenza delle partizioni notiamo che i ricoprimenti aperti di X sono
costituiti da insiemi che si possono intersecare.

Le definizioni di entropia topologica Hyp(cr) di un ricoprimento aperto,
i concetti di unione di due ricoprimenti, di iterazione di un ricoprimento e
di contenimento tra due ricoprimenti, e la definizione di entropia topologica
hiop(T, o) di un sistema dinamico relativa a un ricoprimento, sono perfetta-
mente analoghe al caso di una partizione. Cosi valgono allo stesso modo le
relazioni della Proposizione 2.3.

Usando allora i ricoprimenti aperti si puo definire

Definizione 2.11. L’entropia topologica di un sistema dinamico (X,T) &
hiop(T) := sup {htop(T, ) : « ricoprimento aperto finito}

La definizione di entropia topologica non & certo adatta al calcolo nei
casi concreti. A questo scopo si dimostra che basta scegliere un ricoprimento
“buono” e calcolare ’entropia topologica relativa.

Definizione 2.12. Un ricoprimento aperto e finito « & generante per il
sistema dinamico (X, T) se

lim diam(ay,) =0
n—oo

dove diam(ay,) = sup {diam(A) : A€ a,}%.

Teorema 2.4. Sia o ricoprimento aperto generante per il sistema dinamico
(X, T), allora hiop(T) = hiop(T, ).

2Si definisca diam(A) = sup {d(x,y) : z,y € A}
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Dimostrazione. Innanzitutto dalla definizione dell’entropia topologica,
segue che hiop (T, o) < hyop(T).

Dimostriamo ora la diseguaglianza opposta. Fissato ¢ > 0, troviamo, per
le proprieta dell’estremo superiore di un insieme, un ricoprimento aperto
finito o’ tale che hiop(T, ') + € > hiop(T). Ma essendo « ricoprimento
generante, esiste N > 0 tale che ay C o, e quindi

HO n
hiop(T; an) = lim Hiop((an)n)

n—00 n n—+00 n

D’altra parte dalla relazione Hiop((n)n) = Hiop(an4rn) segue

T Htop(aNJrn) T N+nHtop(aN+n)
Mol on) = e T T Nan

= htop(Ta Ol)

Quindi per ogni € > 0 vale hyop(T, ) > hiop(T') — €, € la tesi segue dall’ar-
bitrarieta di €. ]

Proposizione 2.5. Dati due sistemi dinamici (X1,T1) e (Xo,T2), se Ty
¢ un fattore topologico di Th, allora hiop(T2) < hiop(T1). Se Ty e Ty sono
coniugati topologicamente allora vale l'uguaglianza.

Per i nostri scopi sara sufficiente considerare ’entropia topologica di un
sistema dinamico relativamente a una partizione finita e misurabile, quindi
ci restringiamo ad analizzare i sistemi dinamici di base introdotti nel Para-
grafo 2.1 usando particolari partizioni. Calcolare ’entropia topologica di un
sistema dinamico in generale richiede definizioni equivalenti, su cui non ci
soffermiamo. Vedremo comunque che nei casi che affrontiamo, le partizioni
che scegliamo sono abbastanza “buone” da far ottenere I’entropia topologica.

Esempio 2.7 (Mappa del panettiere, Esempio 2.1). Consideriamo, sulla base
dell’Esempio 2.6, la partizione Z = {[0, %), [%, 1)} E immediato verificare
che d(Z,) = 2", quindi

log 2"
hiop(T, Z) = lim —2— =1

n—00 n

La sorgente di informazione associata ha quindi capacita C' = 1. Osserviamo
che hiop(T) = hiop(T, Z). A

Esempio 2.8 (Rotazioni irrazionali, Esempio 2.2). Consideriamo la rotazione
To(z) =z + a(modl) su X = [0,1]/(0 ~ 1). Supponiamo che a € R\ Q.

Proposizione 2.6. Data la partizione Z = {[0,1),[3,1)} vale d(Z,) = 2n.
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Dimostrazione. Basta osservare che un insieme di Z,,_1 interseca due elemen-
ti di Ty "V Z se e solo uno dei punti 3 — (n—1)a e 1 — (n—1)a appartiene
all’insieme in questione (modulo 1). Ne risulta che solo esattamente due
insiemi di Z,,_1 saranno divisi in due nella formazione di Z,,. ]

Applicando la proposizione si ottiene hyop(Ty, Z) = 0. Osserviamo che
nuovamente hyop(1) = 0. A

Esempio 2.9 (Famiglia quadratica, Esempio 2.3). Studiare il comportamen-
to di hyop(Th, Z) con Z = {[0,1),[3,1]} al variare di A € [0,4] comporta
notevoli difficolta, e usa tecniche che sono al di fuori dello scopo di questo
corso. A titolo di esempio possiamo sfruttare l’esercizio 2.2, per ottenere
hiop(Ta, Z) = 1 = hyop(T4). 11 calcolo dell’entropia topologica della mappa
tenda e analogo al caso della mappa del panettiere. A

Esempio 2.10 (Famiglia di Pomeau-Manneville, Esempio 2.4). Usando l’e-
sercizio 2.5, si ottiene hyop(Ts, Z) = 1 = hyop(Ts) per ogni z > 1, con Z =
{[0,z,), [z, 1)}, dove x, & il numero reale in (0,1) soluzione di z, + 2% = 1.
A

Esempio 2.11 (Dinamica simbolica, Esempio 2.5). Sia A = {1,..., N} l'alfa-
beto e M la matrice di transizione. Nel caso in cui m;; = 1 per ogni coppia
di simboli (7,7) (ossia consideriamo la mappa shift), si verifica facilmente
che

hiop(r) = log N

Infatti in questo caso i cilindri C'(5, 0, 1) al variare di j in A costituiscono una
partizione Z finita e misurabile, ma anche un ricoprimento aperto generante,
e si verifica che d(Z,,) = N". Basta infatti contare tutte le stringhe possibili
di lunghezza n. Un po’ pit complesso risulta il conto nel caso di una matrice
di transizione con alcuni zeri (ossia per un subshift di tipo finito). In questo
caso bisogna usare

Teorema 2.7 (Frobenius-Perron). Sia M matrice di transizione irriducibi-
le e aperiodica. Allora esiste A\ > 0, tale che A\ & autovalore di M con
autospazio di dimensione 1, e tutti gli altri autovalori verificano |\;| < Ap.

Proposizione 2.8. Sia M matrice di transizione irriducibile e aperiodica,
allora se \1 ¢ lautovalore massimale di M dato dal Teorema di Frobenius-
Perron, si ha

htop(TM) = log )\1

Dimostrazione. Scegliamo il ricoprimento aperto generante o dato dai cilin-
dri C(5,0,1) al variare di j in .A. Si verifica facilmente che d(«,,) & uguale al
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numero di stringhe ammissibili di lunghezza n e quindi per ogni n > 2 vale

N
Higp(om) =1log | > mi!
ij=1

dove m™; !

i; sono gli elementi della matrice M1,

Usando il Teorema di Frobenius-Perron si ottiene che esiste una matrice
invertibile U e una matrice D diagonale a blocchi, i blocchi di Jordan, D =
diag(Bi,...,By), tale che M = UDU~! e By = (A1) ¢ il blocco relativo
all’autovalore massimale, che ha autospazio di dimensione 1. Si dimostra

allora, usando M™ = UD"U~!, che

N
> mi; =CA + E(n)

,j=1

dove C' & una costante che dipende solo dalla matrice U e E(n) = o(A}).
Quindi

logC' + (n — 1) log A1 + log (1 + ?;;?)
1

haop(Taa) = lim, n

da cui la tesi. I

Notiamo che il calcolo dell’entropia topologica per subshift di tipo finito,
puo essere utile per avere stime dell’entropia topologica per sistemi semi-
coniugati topologicamente con le loro rappresentazioni simboliche, nel caso
queste siano subshift di tipo finito. A

2.4 Misure invarianti ed entropia metrica

Per continuare la classificazione dei sistemi dinamici & necessario considerare
le proprieta statistiche dei sistemi. Per questo motivo, come abbiamo gia
visto per le sorgenti di informazione, & necessario considerare misure definite
sullo spazio delle fasi del sistema dinamico.

Sia (X,B,T) un sistema dinamico definito su uno spazio metrico com-
patto X, con o-algebra di Borel B. Sia y una misura su (X, B) di probabilita
o che renda X spazio o-finito. Supponiamo che p sia non-singolare per la
mappa T, ossia u(T~1(B)) = 0 se e solo se u(B) = 0, per ogni insieme
misurabile B C X.
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Una proprieta importante che si richiede a una misura p € l'invarianza
rispetto all’azione del sistema dinamico. Ossia chiediamo che 1'utilizzo della
misura g per il calcolo delle proprieta statistiche del sistema, prescinda dal
numero di iterazioni gia compiute dalla mappa T. Questo concetto corri-
sponde all’ipotesi di stazionarieta per le sorgenti di informazione (vedi fine
Paragrafo 1.1).

Definizione 2.13. Una misura p su (X, B) € invariante rispetto all’azione
di una mappa misurabile T (T-invariante) se vale

WT(B)=p(B) VBeB

oppure, il che & lo stesso,

| f@@) duta) = [ f@) due) v e LX)
X X

Teorema 2.9 (Krylov-Bogolubov). Sia (X,B,T) sistema dinamico con T
mappa continua. Allora esiste almeno una misura p di probabilita T-invariante.

Dimostrazione. Sia pg una misura di probabilita su X. Definiamo una
misura di probabilitd py := T*ug data da p1(B) = po(T~(B)) per ogni
B € B. Possiamo allora definire per ricorsione una successione di misure
di probabilita (), a partire da pp. Considerando la topologia debole sul-
lo spazio delle misure di probabilita, la funzione T € continua grazie alla
continuita di 7. Consideriamo poi la successione delle medie, ossia

1 n
Vn::n+1 kz_o,uk

Per la compattezza debole dello spazio delle misure di probabilita, esiste
una sotto-successione (v, ); convergente debole. Sia v il limite di una tale
sotto-successione. Allora

. Hn;+1 — MO
T*v = lim T* | — - - li n;, =
V=T jgaz< HZ T ) P =

dove la prima uguaglianza segue dalla continuita di 7. Ne segue che v &
misura di probabilita invariante. O

Nel caso semplice di un’orbita periodica, la dimostrazione del Teorema
di Krylov-Bogolubov fornisce 'idea per ottenere una misura di probabilita
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T-invariante legata all’orbita periodica. Se infatti x € X e periodico di
periodo p, allora, ponendo iy = J,, la funzione generalizzata “delta di Dirac”
centrata in x, la misura di probabilita limite v invariante e

1=
fo == Y Opigy) (2.11)
p =0

In particolare nel caso di punti fissi, si ottengono le misure centrate nel
punto. Notiamo che in questo caso basta supporre 1" misurabile.

La mappa del panettiere (Esempio 2.1) e le rotazioni del cerchio (Esempio
2.2) preservano la misura di Lebesgue m normalizzata su [0, 1] (vedi esercizio
2.6).

Esempio 2.12 (Famiglia quadratica). Studiamo il caso dell’azione della map-
paT(z) = 4z(1—z) su [0, 1]. Cerchiamo in particolare una misura invariante
1 che sia assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue. Ossia cer-
chiamo una p della forma du(x) = f(z) dz, per una funzione f(z) misurabile
e non-negativa. Se la funzione f(zx) ¢ anche in L'([0, 1], m) allora la misura
p & di probabilita (basta rinormalizzare usando || f||z1).

Per trovare la funzione f, usiamo la Definizione 2.13. Dato x € [0, 1],
considerando 'insieme B = [0, z], si ottiene che la f deve verificare

/Bf(t) dt:/T_l(B) f(t) dt

Dall’equazione di T si ricava che
T71([0,2]) = [0, 1] U [y2, 1]
dove y1 < y2 sono le due soluzioni di 4y(1 — y) = z. Quindi

/m s ai= " rwas [ a
0 0

Y2
e derivando entrambi i membri rispetto a x si ottiene ’equazione funzionale

- () ()

Notiamo poi che la funzione f(z) deve essere simmetrica rispetto al punto
T = %, per cui si ottiene

f(z)

:2\/11_7xf<1+\2m>
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che ha come soluzione le funzioni della forma
c

flx) = —F——— 2.12
@) 4/x(1 — x) (212)
con c¢ costante positiva. La misura p invariante e di probabilita si ottiene
per ¢ = %. A

Esempio 2.13 (Famiglia di Pomeau-Manneville). La trattazione in questo
caso e piu complicata, per cui ci limitiamo a enunciare i risultati.

Proposizione 2.10. Per ogni z > 1 esistono infinite misure invarianti di
probabilita concentrate sulle orbite periodiche e sul punto fisso x = 0. Per
ogni z > 1 esiste una misura T,-invartante assolutamente continua rispetto
a Lebesgue, con funzione misurabile f,(x) tale che f, € L([0,1],m) se e
solo se z < 2. A

Esempio 2.14 (Dinamica simbolica). Sia A = {1,..., N} l'alfabeto su cui
si costruisce uno shift simbolico. Sia {p(1),...,p(N)} una distribuzione di
probabilitd su A. Definiamo una misura di probabilita p su Q := A0 che
sia T-invariante, ponendo

n—1
w(Clw,kym)) = ] plwrr) (2.13)
i=0
per ogni cilindro. La misura invariante su un insieme misurabile qualsiasi si
definisce usando la proprieta dei cilindri di generare la o-algebra di Borel di
Q. Si verifica facilmente che p € una misura di probabilita e per la verifica
che p ¢ una misura 7-invariante basta osservare che

T_l(C(w,k,n)) = {(I) : a)k+i+1 = Wk+i Vi= 0, ey, — 1}

Questo implica che la misura p € T-invariante sui cilindri e si ragiona come
prima per estendere la proprieta a tutti gli insiemi misurabili.

Osserviamo che la misura g € la misura indotta su 2 da un processo
stazionario di variabili aleatorie a valori in A, indipendenti e distribuite
tutte secondo la distribuzione {p(1),...,p(N)}.

Pit delicata e la situazione per un subshift di tipo finito. Sia M la
matrice di transizione N x N irriducibile e aperiodica e sia ) il sottospazio
delle stringhe ammissibili. Associamo a M una matrice stocastica 11 definita
come segue. La matrice II ¢ una matrice N x N tale che m;; > 0 per ogni
coppia (i, j), che verifica m;; > 0 se e solo se m;; =1 e Z;Vﬂ mi; = 1 per
ognii=1,...,N. E chiaro che ad una matrice di transizione M si possono
associare diverse matrici stocastiche. Enunciamo adesso senza dimostrazione
un importante risultato per subshift di tipo finito.
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Proposizione 2.11. Se M ¢é matrice di transizione irriducibile e aperiodica,
allora per ogni matrice stocastica 11 associata a M esiste un unico vettore
p = (p1,...,PN), detto distribuzione stazionaria, tale che: p; > 0 per ogni

izl,...,N;Zi]\il p; = 1; pIl = p.

Data una matrice stocastica II associata a M, sia p la sua distribuzio-
ne stazionaria su A. Allora definiamo misura di Markov pm la misura di
probabilita definita sui cilindri tramite

n—2
pr(C(w, k,n)) = (H 7T"-’k+iwk+i+1> Py, (2.14)

1=0

e poi estesa a tutta la o-algebra dei cilindri.
Verifichiamo che le misure di Markov sono 7j/-invarianti. Dalle defini-
zioni si ottiene per ogni cilindro

un(rﬂ}l(C(w,k,n))) =pn{w ey : y(w) € C(w,k,n)} =
N n—2 n—2 N

= Z iy, (H ka+iwk+i+1) Dby = (H ﬂ-wk+iwk+i+1> Z i Pj =
j=1 i=0 i=0 j=1

n—2
= (H Trwk+i"-’k+i+1> Puy, = ki (C(w, k,n))
i=0

Osserviamo che potendo considerare lo shift 7 come un subshift di tipo
finito con matrice di transizione M tale che m;; = 1 per ogni coppia (4, j),
possiamo costruire le misure di Markov anche per lo shift. Nel caso in cui II
abbia tutte le righe uguali allora la misura di Markov associata corrisponde
alla misura definita nell’equazione (2.13). A.

Nello studio dei sistemi dinamici, la scelta di una misura invariante cor-
risponde alla scelta di un possibile tipo di stazionarieta per il processo sto-
castico associato al sistema, ossia di un tipo di stazionarieta per le rappre-
sentazioni simboliche, e quindi per le sorgenti di informazione associate. In
pratica, una volta scelta una misura invariante p, si riduce lo studio del
sistema dinamico allo studio delle proprieta statistiche che la misura u “ve-
de”, ossia che si sviluppano nel suo supporto. Notiamo che 'invarianza di
1 assicura che tali proprieta non dipendono dall’istante temporale in cui
iniziamo a studiare il sistema dinamico.

Procedendo nello studio dei sistemi dinamici parallelamente a quanto
fatto per le sorgenti di informazione, introduciamo un concetto di entropia
per i sistemi dinamici.
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Sia (X, T, u) sistema dinamico, con p misura di probabilita T-invariante.
Sia Z = {I4,...,In} partizione finita e misurabile di X.

Definizione 2.14. Si definisce entropia metrica della partizione Z il valore

Zu ) log(pu(I;))
i=1

con la convenzione 0log(0) = 0.

I valori u(I;) si possono interpretare come la probabilita che un punto
di X scelto a caso, secondo la distribuzione di probabilita p, appartenga
a I;. Ne segue che (—log(u(I;))) si puo interpretare come l'informazione
contenuta nella frase “x € I;”. L’entropia metrica di una partizione Z &
quindi l'informazione media che si ottiene conoscendo a quali insiemi di
Z appartengono i punti di X. In quest’ottica si definisce una funzione di
informazione Infz : X — R relativa alla partizione Z tramite

Infz(x) = —log(u(Z(x))) (2.15)

dove Z(z) indica I'insieme di Z che contiene x. Si ottiene

H2) = [ Infate) duta)

Supponiamo ora di avere due partizioni finite e misurabili P e Q) di X.
Supponiamo di conoscere a quali insiemi di ) appartengono i punti di X.
Ci chiediamo quale sia 'informazione necessaria a specificare in piu a quali
insiemi di P appartengono i punti. Si definisce cosi il concetto di entropia
metrica condizionata.

Definizione 2.15. Date due partizioni finite e misurabile P e @) di X, si
definisce entropia metrica di P condizionata a () I’espressione

Hy(PQ):=— > w@;) | > n(PiQ;) log(u(Pi@Q)))

Q;€Q P;eP

P
dove pu(P;|Q;) = M(ggj).

Proposizione 2.12. Siano P, QQ e Z partizioni finite e misurabili di X.
Allora

(i) 0 < H,(P) <log(d(P));
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(1) 0 < H,(P|Q) < Hu(P). Inoltre H,(P|Q) = H,(P) se e solo se P
e Q sono indipendenti (u(P; N Q;) = pn(P;)u(Qj) per ogni Py € P e
Q;€Q), e H,(P|Q) =0 se e solo se Q C P;

(iii) Se Q C Z allora H,(P|Q) < H,(P|Z);

(w) H,(PVQ|Z) = H,(P|Z)+ H,(Q|PV Z). In particolare H,(PV Q) =
H,(P) +HM(Q‘P) e H,(PVQ)<H,P) +HM(Q);

(v) Hu(P|Q) < Hu(P|Z) + Hu(Z|Q).

Dimostrazione. (i) Dalla definizione risulta evidente che H,(P) > 0,
essendo p(P;) < 1 per ogni 4. Si ottiene inoltre facilmente H,(P) = 0
se e solo se tutti gli insiemi di P hanno misura nulla, tranne uno di misura
totale. La seconda parte si dimostra studiando i massimi della funzione
H(p1,...,pn) vincolati sul simplesso ) . p; = 1, con p; > 0. Si ottiene
facilmente che il massimo si ha nel punto p1 = --- = py = %, da cui la tesi.

(ii) La diseguaglianza H,(P|Q) > 0 segue di nuovo facilmente dal fatto
che p(P;]Q;) < 1 per ogni coppia i,j. Inoltre H,(P|Q) = 0 se e solo se
> (Pi]Qj) log(n(P;]Q;)) = 0 per ogni j, il che equivale per ogni j (vedi
punto (i)) a Q; C P; per qualche i.

Osserviamo poi che f(x) = —xlogz € una funzione concava su |0, 1],
quindi dati (p1, ..., pn) non negativi tali che Zj pj = 1, si ottiene, per ogni
N-upla di numeri (z1,...,zy) in [0, 1],

— ijxj logz; < _(ijxj) IOg(ijxj)
j j J

e I'uguaglianza vale se e solo se x; = Zj pjxj per ogni j. Ponendo p; =
pw(Q;) e x; = u(P;|Q; ) otteniamo allora

H,(P|Q) = Z ZMQ] (Pi|Qj)log(u(Pi|@y)) | <

> D uwPinQy) |log | Y u(PinQy) | = Hu(P)
( J J
Inoltre 1'uguaglianza vale se e solo se p(P;|Q;) = pu(P;) per ogni i, j.

(iii) La diseguaglianza segue ancora dalla concavita della funzione f(x) =
—zlogx. Essendo Q C Z, per ogni (); esiste Zj tale che Q; C Zj, in
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particolare per ogni j vale
w(Qy) =Y u(@Q;N Zy)
k

Applichiamo questa relazione alla definizione di entropia condizionata, e
scriviamo

H,(P|Q) = Zu Zy) Zu (Qj1Zk) (i1 Q) log(u(Pi|Q;))

Osservando che per ogni k vale 1 =3, 1(Q;|Zy), otteniamo

H,(PIQ) < ZMZk ZNPHQJ ZMPWQJ

che eguaglia H,(P|Z), notando che ; u(F;NQ;) = pu(P;NZ) per un certo
k.

(iv) La prima parte si ottiene con le seguenti uguaglianze

H,(PVQ|Z) = Zu Z1,) Zu (Qj1P: N Zi) u(Pi| Zx) log (1(Q;| Py N Z1))—

> Zi) > i Qil P Zi) (Pl Z) log (( Pi| Z1)) =
k ij
==Y PN Z) Y Q1P N Zi) log(u(Q51Ps M Z1))—
ik j
=S WP Z) og(u(PAZ) (S Q51PN Z4) = H(QIPY Z)+ Hy(P12)
In particolare se Z = {X, 0} si otjtiene H,(PVQ|Z) = H,(PVQ)e H,(Q|PV
Z) = H,(Q|P), da cui segue la seconda relazione. Per la terza, basta usare

(ii).
(v) Scriviamo Z V @ C Z e applichiamo (iii) e (iv), ottenendo
H,(P|Z) =2 Hu(P|ZVQ) = Hy(PV Z|Q)— Hu(Z|Q) > H,(P|Q)— H,(Z|Q)

e quindi la tesi. O

Sia come sopra pz la rappresentazione simbolica associata alla partizione
Z ={I,...,In} di X e avalori nello spazio Q := AY dove A = {1,...,N}.
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Allora ¢ immediato verificare che se p; := p(I;) per ogni i = 1,..., N, allora
I'entropia metrica di Z, H,(Z), € uguale alla funzione entropia H(p1, ..., pn)
(vedi equazione (1.1)) della sorgente di informazione associata. E quindi
evidente che il prossimo passo sara lo studio della crescita dell’entropia delle
partizioni iterate.

Definizione 2.16. Sia {Z,}, - la successione di partizioni iterate generate
da una partizione Z finita e misurabile di X. L’entropia metrica h, (T, Z)
del sistema dinamico (X, T, u) relativa a Z e dipendente dalla misura di
probabilita p T-invariante ¢ data da
hy(T,Z) == lim M
n—o0 n

L’esistenza del limite & garantita dalla Proposizione 2.12,(iv) (da cui
otteniamo H,,(Zn4+m) < Hy(Zp) + Hu(Zy,)) e dal Teorema 1.1.

Notiamo che questa definizione coincide con la Definizione 1.2, data per
la sorgente di informazione generata dalla rappresentazione simbolica ¢z.

Enunciamo ora due proprieta dell’entropia metrica relativa a una parti-
zione che saranno usate nel seguito. La prima proposizione lega ’entropia
metrica al rapporto di informazione tra presente, passato e futuro delle or-
bite di un sistema dinamico. La seconda stabilisce invece la vicinanza per
I’entropia metrica di due partizioni “vicine”.

Proposizione 2.13. Per una partizione Z vale h,(T,Z) = h,(T, Zy) per
ogni k>1, e

hu(T. Z) = lim H,(Z|T'Z,) = lim  H,(T™"Z|Zy)

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che T7 "7, = \/?:Jrf_lT_iZ,
quindi si ottiene
H,((Z H,(Z;5—
h(T, Z}) = lim H,((Zk)n) — lim Hu(Zn+-1) = hu(T, Z)
n—00 n n—00 n

Dimostriamo poi la prima definizione equivalente di entropia metrica.
Applicando la Proposizione 2.12,(iv) ripetutamente otteniamo

n—1
Hu(Zn) = HM(T_IZn—l) + HM(Z|T_IZn—1) = HM(Z) + Z HN(Z|T_1Zj)
=0

da cui si ricava

n—1 _ '
(T, 27) = tim D) F X0 HAZITT(Z))

n—o00 n

o -1
—nlglgoHM(Z\T Zn)
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dove abbiamo applicato il primo criterio di Cesaro, considerando il fatto che
H,(Z|T~'Z,) & una successione descrescente (vedi Proposizione 2.12,(iii)).
Scriviamo infine, usando nuovamente il punto (iv) della Proposizione
2.12,
Hy(Zni1) = Hu(Zn) + Hu(T7" Z| Zy)

da cui si ricava per ricorrenza

Hy(Zny1)  Hu(Z) + 30 Hi(T 2| Z)

n+1 n—+1

Come prima per ottenere la tesi, basta allora dimostrare che la successione
H M(T_kZ |Zk) ha limite, per poter applicare il criterio di Cesaro. Scriviamo

H(T*2|2,) < H(T*Z| V= 1712) = H (T~ %Y 2|2, 1)
dove abbiamo applicato la diseguaglianza in Proposizione 2.12,(iii). O
Proposizione 2.14. Date due partizioni finite e misurabili P e Q) vale
(T, P) = hy(T, Q)| < Hu(P|Q) + Hu(QIP)

Dimostrazione. Applicando ripetutamente la Proposizione 2.12,(iii)-(iv),
si ottengono le relazioni

HM(Pn) < HM(Pn VQn) = HM(Qn) + Hu(Pn|Qn)
Hy(Py|Qn) = Hy(P|Qn) + Hu(T™ Pyt [PV Q) <
< Hu(P|Q) + Hy(T ™ Poit [T Qp1)

Queste implicano

H, (P Hy,(Qn
n n
da cui si ottiene h, (T, P) — h,(T,Q) < H,(P|Q). Scambiando i ruoli di P

e (), si ottiene la tesi. O

E importante avere un concetto di entropia metrica di un sistema di-
namico indipendente dalla scelta di una partizione. A differenza del caso
dell’entropia topologica, € possibile farlo usando le partizioni.

Definizione 2.17. Sia y una misura di probabilita T-invariante sullo spazio
X. L’entropia metrica h,(T) del sistema dinamico (X,T") dipendente da s
¢ definita come

hu(T) :=sup {h,(T,Z) : Z partizione finita}
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Per il calcolo effettivo dell’entropia metrica di un sistema serve ’analogo
di un ricoprimento aperto generante per le partizioni.

Definizione 2.18. Diciamo che un partizione finita e misurabile Z & gene-
rante per un sistema dinamico (X, T, ) se \/;’iOT_iZ genera la o-algebra di
Borel di X.

Possiamo allora enunciare il risultato che ci aspettiamo anche per I’en-
tropia metrica.

Teorema 2.15 (Kolmogorov-Sinai). Se Z ¢ una partizione generante per il
sistema dinamico (X, T, p), allora h,(T) = h,(T, Z).

A questo punto ci si puo far tentare dalla voglia di liberarsi anche della
dipendenza dalla misura p. Tuttavia questo corrisponde allo studio delle
proprieta topologiche del sistema.

Teorema 2.16 (Principio variazionale). Sia (X,T) sistema dinamico con
T continua su X metrico compatto. Allora

hiop(T') = sup {hu(T) : p probabilita T-invariante}

Prima di studiare I'entropia metrica dei sistemi dinamici che abbiamo
usato come esempi di base, estendiamo il concetto di coniugio ai sistemi
dinamici con misura invariante.

Definizione 2.19. Due sistemi dinamici (X1, 77, 1) e (X2, Th, p2) si dicono
isomorfi se esiste un coniugio misurabile h : X7 — X5 che sia invertibile con
inversa misurabile, e tale che us(B) = pu1(h~1(B)) per ogni insieme B C X3
misurabile.

Il concetto di isomorfismo & analogo al concetto di coniugio topologico
per sistemi dinamici misurabili.

Dalla definizione di entropia metrica di un sistema dinamico segue la
seguente proposizione.

Proposizione 2.17. L’entropia metrica di un sistema dinamico € invarian-
te per isomorfismo.

Esempio 2.15 (Rotazioni del cerchio). Ricordiamo che la misura di proba-
bilita invariante di T, ¢ la misura di Lebesgue m. Sfruttando il Principio
Variazionale, possiamo subito ottenere h,,(T,) = 0 per ogni o € R. Vedi
esercizio 2.8 per il calcolo diretto. A
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Esempio 2.16 (Mappa del panettiere). Abbiamo dimostrato che la map-
pa del panettiere T ¢ coniugata topologicamente con lo shift 7 su Q =
{0, 1}N° usando la rappresentazione simbolica ¢z, indotta dalla partizione
z = {|o, %), [%, 1)} (vedi esempio 2.6). Data su X = [0,1] la misura di Le-
besgue, che ¢ invariante per la mappa del panettiere, consideriamo la misura
v su Q indotta da ¢z tramite v(C') = m(p,'(C)) per ogni cilindro C di Q.
Notiamo che v ¢ T-invariante, infatti

v(r7H(C)) = m(pz' (T7H(C) = m(T ™ (¢z'(0))) = m(¢z'(C)) = v(C)

Quindi la mappa del panettiere & isomorfa a (€2, 7,v). Per il calcolo dell’en-
tropia metrica h,,(T") possiamo quindi rifarci alla Proposizione 2.17 e usare
I’esempio 2.19.

Analogamente si puo usare il Teorema di Kolmogorov-Sinai e la defi-
nizione di entropia metrica relativa a una partizione (vedi esercizio 2.9).
A

Esempio 2.17 (Famiglia quadratica). Consideriamo la mappa 7Tj. Abbiamo
dimostrato che la misura di probabilita invariante & data da du(z) = f(x)dz,
con f(z) definita nell’equazione (2.12). Enunciamo il seguente risultato
senza dimostrazione,

1
hl(Ty) = /0 log(|(T)'(z)]) du(x) = 1

11 risultato h,(T4) = 1 si puo ottenere anche usando l'esercizio 2.2, esten-
dendo il coniugio topologico a un isomorfismo. A.

Esempio 2.18 (Famiglia di Pomeau-Manneville). La misura invariante per
T, ¢ della forma du,(z) = f.(z)dx, dove f, € L' se e solo se 1 < z < 2.
Per z > 2 possiamo quindi calcolare ’entropia metrica solo sulle misure di
probabilita invarianti che sono singolari rispetto alla misura di Lebesgue. In
particolare possiamo farlo per le misure indotte dalle orbite periodiche e dal
punto fisso nell’origine. Per queste misure I'entropia metrica ¢ ovviamente
nulla. Tuttavia, applicando il Principio Variazionale, sappiamo che esiste
una misura di probabilita con entropia metrica uguale a hi,(71%) = 1.
Nel caso 1 < z < 2, vale invece di nuovo

1
iy (T2) = /0 log((T2)'(2))) dyi=(x) > 0

e si ottiene sperimentalmente che h,_(7.) — 0 per z — 2. A
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Esempio 2.19 (Dinamica simbolica). Per calcolare ’entropia metrica dello
shift e degli shift di tipo finito su un alfabeto A = {1,..., N} rispetto a una
misura di Markov, usiamo il Teorema di Kolmogorov-Sinai applicato alla
partizione generante Z = {C1,...,Cn}, dove C; := C(,0,1).

Proposizione 2.18. Sia prr una misura di Markov associata a una matrice
di transizione M irriducibile e aperiodica. Allora

N N
hyn (Th) =Dy (-Z Tji 10g(”jz’)>
=1

7=1
dove p = (p;) rappresenta la distribuzione stazionaria di II.

Dimostrazione. Per il calcolo dell’entropia, usiamo la definizione equivalente
data nella Proposizione 2.13, ossia hyy(Tar) = lim H,, (Z|7,Z,) dove Z
n—oo

e la partizione generante dei cilindri C;. Otteniamo

Y 'LLH C"’ 7‘ 7"'7‘1’1,7
HHH (Z|TMIZn) - Z MH(Cj7i07i1,...yi7L—l) IOg < ((CJ,'ZO'“ .l 1))>
10481 yeeerin—1,] HTI\Cig i, in_1
dove Cliigiv,.oin 1 = Cj N i Ciy O+ A 73 Cr, . Quindi
_ DT
H,un (Z|TMlzn) - Z PjTjioTigiy « + » Tip_2in_1 10g <]pﬂo> N
10

905015050 —1,]

= — Z DT log <p]p7:ﬂ> = ij ( Z Tji log(wji))
J i

0]

sfruttando le uguaglianze ) . mj; =1 e Zj PiTji = Di. O

Notiamo che nel caso particolare dello shift, I’entropia metrica delle mi-
sure di probabilita invarianti p del tipo dato nell’equazione (2.13), si ottiene
dalla proposizione ponendo 7j; = p; per ogni j, dove p; = p(i). A

Esempio 2.20 (Rappresentazioni simboliche). Sia (X, T, 1) un sistema dina-
mico e sia data una partizione finita e misurabile Z = {I1,..., Iy}, la rap-
presentazione simbolica ¢ ha come immagine un sottospazio di Q = ANo,
dove A ¢ l'alfabeto associato a Z. Tale sottospazio ¢ invariante per ’azio-
ne dello shift, e quindi definisce un sistema dinamico. Solitamente questo
sistema, dinamico non ¢ un subshift di tipo finito, ma ¢ comunque possibile
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definire su ¢z (X) una misura vy invariante indotta da ¢z. Dati i cilindri
della forma,

C(wakvn) = {{‘Z} € SOZ(X) D Wkti = Wi V’L:O,,’I’L—l}

si definisce vz sui cilindri e poi si estende a tutta la o-algebra. Si pone

n—1
VZ(C<W7 k, n)) =M (ﬂ T_(k+i)jwk+i>
i=0
Quindi ne segue che H,(Z,) = H,,(Z,) per ogni n > 1, dove Z, indica
la partizione iterata secondo 7 di Z = {C(1),...,C(N)}. Questo implica
che h,(T,Z) = h,,(7). Quindi la rappresentazione simbolica ha la stessa
entropia metrica del sistema dinamico (relativamente alla partizione usata).

A

Esempio 2.21 (Processi stocastici). Dato un sistema dinamico (X, T, u), le
orbite (T™(x))nen, del sistema associate ai punti € X, si possono consi-
derare come realizzazioni di un processo stocastico stazionario discreto. Si
puo quindi studiare I’entropia metrica di un processo stocastico in generale.
Facciamo adesso I’esempio di un caso particolare. Sia Y = (Y,,),, un processo
stocastico discreto e stazionario, con spazio base (€2, P, v) e a valori nello spa-
zio (X, B, u). La stazionarieta del processo implica che u = (Y,,)*v per ogni
n. Supponiamo in particolare che X = [0, 1], che p sia la misura di Lebesgue
m normalizzata, e che il processo Y sia costituito da variabili aleatorie in-
dipendenti. Tale processo viene chiamato rumore bianco. Dimostriamo che
I'entropia metrica h,,(Y) del rumore bianco € infinita. Consideriamo infatti

b)) [

Allora H,,(Z) = log N, e per ogni n risulta che Z,, & costituita da tutte le
possibili stringhe lunghe n. Usando I'indipendenza delle Y}, si ottiene m(I) =
N~" per ogni I € Z,, quindi Hy,(Z,) = nH,,(Z), da cui h,,, (Y, Z) = log N.
La dimostrazione si conclude considerando l’estremo superiore al variare
delle partizioni finite.

Abbiamo quindi mostrato che ¢ possibile avere sistemi dinamici a entro-
pia metrica infinita. Al rumore bianco € infatti possibile associare uno shift
sullo spazio [0, 1]Y° con misura data dalla misura prodotto.

Osserviamo infine che per processi stocastici a valori in uno spazio X
finito, vale invece h,(Y) < log(d(X)). &

la partizione
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2.5 Cenni di teoria ergodica

Fino ad ora ci siamo limitati alla scelta di una misura invariante di probabi-
lita, per poter parlare di entropia metrica. Tuttavia non & sempre possibile
trovare misure invarianti finite che abbiano anche un “senso fisico” per il
nostro problema. Per esempio, nel caso delle mappe di Pomeau-Manneville,
abbiamo visto che per valori del parametro z > 2, la misura invariante equi-
valente alla misura di Lebesgue ¢ infinita. Quindi se vogliamo studiare le
proprieta statistiche di orbite di punti “tipici” rispetto alla misura di Lebe-
sgue, dobbiamo usare le proprieta della misura infinita, che in questo caso
ha “senso fisico”. In questo paragrafo diamo una definizione formale di mi-
sura con “senso fisico”, un concetto che ci permette di dare una definizione
di sistema dinamico caotico.

Enunciamo inoltre due risultati classici della teoria ergodica, con lo scopo
di avere uno strumento forte per capire se lo studio di una singola orbita
di un sistema dinamico puo essere utile per ricavare proprieta globali del
sistema.

Abbiamo visto che per un sistema dinamico possono esistere molte mi-
sure invarianti diverse e tra loro singolari. Diventa allora importante avere
un modo di selezionarne una in particolare da usare per la classificazione
del sistema. Noi ci occuperemo del caso di spazi X immersi in uno spazio
euclideo, per cui la scelta naturale ¢ quella di una misura che in qualche
modo racchiuda le orbite di un insieme di punti di misura di Lebesgue po-
sitiva. Una nozione analoga si puo dare nel caso generale di uno spazio di
Lebesgue.

Definizione 2.20. Sia X un sottoinsieme misurabile di uno spazio euclideo
R*, e sia my, la misura di Lebesgue k-dimensionale su R*. Sia T trasforma-
zione misurabile di X in se. Diciamo che una misura di probabilita u € una
misura fisica per il sistema dinamico (X, T') se esiste un insieme S C X tale
che my(S) > 0 e per ogni x € S valga, a meno di sottosuccessioni,

1 n—1
n= i g 2 e
1=

nel senso della topologia debole* nello spazio delle misure di probabilita,
dove d, indica la Delta di Dirac centrata in y.

Osserviamo che una misura fisica risulta invariante per I’azione di 7.
Scelte allora le misure invarianti da usare per lo studio di un sistema
dinamico, possiamo dare una definizione di sistema caotico.
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Definizione 2.21. Diciamo che un sistema dinamico (X,T") ¢ caotico se
esiste una misura fisica p per cui h,(7T) > 0. Se invece il sistema dinamico
non e periodico ma per ogni misura fisica vale h,(T') = 0, allora diciamo che
il sistema e debolmente caotico.

Esempi di sistemi caotici sono la mappa del panettiere, la mappa Ty
della famiglia quadratica e le mappe di Pomeau-Manneville con 1 < z < 2.
Esempi di sistemi debolmente caotici sono le rotazioni del cerchio irrazionali,
la mappa T)_ della famiglia quadratica e le mappe di Pomeau-Manneville
per z > 2.

La definizione di sistema debolmente caotico come data sopra € molto
generale, e comprende molti sistemi che non sono generalmente considerati
sistemi caotici, come per esempio sistemi che hanno orbite periodiche come
attrattori. Tuttavia questa definizione va considerata nell’ottica di chi stu-
dia un sistema dinamico senza conoscerne a priori le caratteristiche, e misura
I’entropia metrica usando delle orbite campione con i metodi che esporre-
mo nei prossimi capitoli. Basta pensare all’analisi di una serie temporale
sperimentale. Lo scopo ¢ quello di classificare 'imprevedibilita del sistema,
che I'ha generata, e questa prima divisione in sistemi caotici e debolmente
caotici € un primo passo, legato agli indicatori classici. Nei prossimi capitoli
vedremo come migliorare questa classificazione.

Proprio allo scopo di studiare sistemi dinamici senza conoscerne le carat-
teristiche a priori, ¢ importante chiedersi se le proprieta di una singola orbita
rappresentano quelle del sistema nella sua globalita. Questa caratteristica e
legata al concetto di misura ergodica, che esporremo, ed € una proprieta che
si suppone sempre verificata nello studio di serie sperimentali.

Definizione 2.22. Una misura p si dice ergodica per un sistema dinamico
(X,T) se per ogni insieme misurabile B C X invariante (T~'B = B) vale
w(B) = 0 oppure u(X \ B) = 0.

Per la trattazione di misure invarianti y infinite, bisogna supporre che il
sistema (X, T, u) sia conservativo, ossia che non esista un insieme W C X
con u(W) > 0 tale che gli insiemi (T~"W),, siano tutti disgiunti al variare
di n > 0. L’ipotesi di conservativita & soddisfatta automaticamente nel
caso di una misura invariante di probabilita. Un esempio di sistema non
conservativo e datoda X =R, u=meT : x — =+ 1. Basta prendere W =
(0,1). Nel seguito supponiamo che la conservativita sia sempre soddisfatta.

Vediamo ora alcune conseguenze dell’ergodicita di una misura. Diciamo
che una proprieta vale p-quasi ovunque o per u-quasi ogni = (p-q.0.), se vale
ovunque a meno di un insieme di misura nulla rispetto a p.
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Proposizione 2.19. Sia (X,T,u) un sistema dinamico con p misura T'-
mwvariante. La misura p é ergodica se e solo se una funzione f : X — R
misurabile & T-invariante (f(x) = f(T(x)) per u-q.o. x) se e solo se é
costante [-q.o.

Dimostrazione. Supponiamo che esista una funzione misurabile, T-in-
variante e non costante. Allora esiste un valore ¢ € R tale che L. :=
{z : f(x) > ¢} ha misura positiva e lo stesso vale per il suo complementare.
Inoltre poiché f & T-invariante anche 'insieme L. & T-invariante, quindi u
non e ergodica.

Viceversa, se p non e ergodica, allora esiste un insieme B di misura
positiva, con complementare di misura positiva e T-invariante. Allora la
funzione caratteristica di B € misurabile, T-invariante e non costante.  [J

Teorema 2.20 (Birkhoff). Sia (X, T, n) un sistema dinamico con p misura
T-invariante ed ergodica. Allora per ogni funzione f : X — R nello spazio
LY(X, i), vale

. 1
lim —
n—oo mn

{ Jx f(x) dup(z)  se p(X) =1

n—1
f(T'(2)) =
iz(; 0 se w(X) = o0

per p-q.o. x € X.

Nel caso di una misura di probabilita si ottengono quindi piu informazio-
ni dal Teorema di Birkhoff. Inoltre & possibile dare un legame puntuale tra
la misura degli insiemi delle iterate di una partizione e ’entropia metrica
relativa a questa partizione. Ricordiamo che se Z & una partizione finita
misurabile, indichiamo con (Z,,), la successione delle sue partizioni iterate
e con Z,(x) l'elemento della partizione Z,, che contiene z.

Teorema 2.21 (Shannon-McMillan-Breiman). Sia (X, T, p) un sistema di-
namico con p misura di probabilita invariante ed ergodica. Sia Z una
partizione finita e misurabile, allora

) 1
nh_{r;o - log(p(Zn(x))) = hu(T, Z)
dove il limite vale sia nel senso della convergenza p-q.o. sia nel senso della
convergenza in L'(X, ).

Il Teorema di Shannon-McMillan-Breiman implica in particolare, che un
tipico insieme della partizione Z, ha misura che tende a zero con velocita
esponenziale e coefficiente dato dall’entropia metrica relativa alla partizione.
Tale risultato si esprime formalmente come la proprieta di equipartizione.
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Corollario 2.22 (Proprieta di equipartizione). Nelle ipotesi del teorema
precedente, data una partizione Z finita e misurabile, per ogni € > 0 esiste
un intero ng tale che per ogni n > ng la partizione Z, si puo scrivere co-
me 'unione di due gruppi di insiemi Z, = T, U N, (insiemi “Typical” e

“Negligible”) tali che
u( U B) <e
BeN,

VY BeT, 9~ (n+1)(hu(T,2)+e) w(B) < o= (n+1)(hy(T,2)~e)

Esempi di misure ergodiche sono la misura di Lebesgue per la mappa del
panettiere e per le rotazioni sul cerchio irrazionali, le misure di Markov per
subshift di tipo finito con matrice stocastica irriducibile e aperiodica, la mi-
sura definita nell’equazione (2.12) per la mappa Ty della famiglia quadratica
e le misure invarianti du,(x) = f,(z)dz equivalenti alla misura di Lebesgue
per le mappe T, di Pomeau-Manneville per ogni z > 1.

Esercizi

=

) ¢ un coniugio topologico tra i si-

2.1. Dimostrare che h(z) = 4 (z —
, ), dove T3 & il sistema della famiglia

x
stemi dinamici ([0,1],7}) e ([-1,1],
quadratica per A =4 e Th(y) =2 —y

e

2.2. Dimostrare che h(z) = [sin (gx)} *2un coniugio topologico tra i sistemi
con X; = Xy = [0, 1] dati da

T _ 2z
ie) = { 2(1 — )

e Ty(y) = 4y(1 — y). La mappa T; & detta mappa tenda.

o
IN
IN

—_ Nl

xT

<z

IN

1
2

2.3. Dimostrare la buona definizione dell’espansione binaria dei punti x €
[0,1] tranne che per i punti diadici, e le proprieta del coniugio topologico
costruito sulla mappa del panettiere nell’esempio 2.6.

2.4. Dimostrare la Proposizione 2.5.

2.5. (*) Dimostrare che le mappe T, della famiglia di Pomeau-Manneville
sono, per ogni z > 1, coniugate topologicamente alla mappa del panettiere.
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2.6. Dimostrare che la mappa del panettiere e le rotazioni sul cerchio pre-
servano la misura di Lebesgue m normalizzata su [0, 1]. Dire per quale dei
sistemi esistono misure di probabilita invarianti indotte da orbite periodiche
come nell’equazione (2.11).

2.7. Dimostrare la Proposizione 2.17.

2.8. Dimostrare che per le rotazioni sul cerchio T, vale h,,(T,) = 0 per
ogni « € R, usando la definizione di entropia e la Proposizione 2.12,(i) per
la partizione generante.

2.9. Data la partizione 7 = {[0, %), [%, 1)} per la mappa del panettiere,
calcolare h, (T, Z) per la misura di Lebesgue m.
2.10. Dimostrare, usando ’esercizio 2.2, che per la mappa T della famiglia

quadratica vale h,(Ty) = 1.

2.11. Dimostrare che per un processo stocastico Y discreto e stazionario a
valori in uno spazio di probabilita (X, i) finito, vale h,(Y) < log(d(X)).

2.12. Dimostrare che la misura di Lebesgue e ergodica per le rotazioni sul
cerchio T, con « irrazionale. Utilizzare la Proposizione 2.19 e lo sviluppo in
serie di Fourier per funzioni misurabili in [0, 1].
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Capitolo 3

La complessita di
Kolmogorov-Chaitin

Nei primi due capitoli, abbiamo studiato le principali proprieta delle sorgenti
di informazione e dei sistemi dinamici discreti, soffermandoci esclusivamen-
te sull’aspetto statistico. In particolare, abbiamo introdotto i concetti di
entropia di Shannon (Definizione 1.2) per le sorgenti, e di entropia metrica
relativa a una partizione e assoluta (Definizioni 2.16 e 2.17) per un siste-
ma, dinamico con misura di probabilita invariante fissata. Abbiamo inoltre
sottolineato come, grazie al concetto di rappresentazione simbolica, sia pos-
sibile considerare I’entropia metrica di un sistema dinamico, relativa a una
partizione, come ’entropia di Shannon della sorgente di informazione asso-
ciata al sistema rispetto alla partizione fissata. L’entropia metrica fornisce
quindi, un utile strumento per misurare il contenuto di informazione medio
per le orbite di un sistema dinamico.

Quest’approccio richiede tuttavia la conoscenza della misura invariante
di probabilita del sistema dinamico, ossia della statistica generata dalla sor-
gente di informazione. Se vogliamo invece analizzare serie temporali (ossia
successioni di dati) che provengono dal mondo reale, come misurazioni fatte
su esperimenti, dobbiamo cercare di sviluppare una teoria che ci permetta
di trarre informazioni circa il sistema che stiamo studiando, esclusivamente
dalla serie temporale di cui disponiamo. Vogliamo cioé poter dire dall’ana-
lisi delle misurazioni fatte su un esperimento, per esempio di origine fisica,
se il segnale che abbiamo registrato proviene da un sistema caotico o no, o
addirittura riuscire a quantificare il grado di caoticita del sistema.

In questo capitolo, seguendo [LV], trattiamo dei concetti provenienti
dalla teoria dell’informazione che possono essere utili a questo scopo. Nel

55
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prossimo capitolo, applicheremo questi concetti ai sistemi dinamici.

3.1 1l concetto di casualita

Volendo analizzare una singola serie di dati, dobbiamo innanzitutto specifi-
care cosa intendiamo per casualitd per una singola stringa. Abbiamo infatti
dato la definizione di sistema dinamico “casuale” o caotico, e per estensio-
ne, di sorgente di informazione caotica, ma queste nozioni si basano su una
proprieta media del sistema, e non ci dicono in che senso parlare di casualita
per una singola stringa.

Supponiamo infatti di considerare le possibili realizzazioni di un semplice
esperimento: il lancio di una moneta. Si tratta di un processo stocastico
stazionario, le cui variabili aleatorie sono indipendenti e tutte distribuite
secondo la distribuzione p(Testa) = p(Croce) = 3. Consideriamo allora
una serie temporale ottenuta con N lanci della moneta. La teoria della
probabilita ci dice che ogni possibile successione di N simboli dall’alfabeto
A = {C,T} ha esattamente probabilita 2%\, Se quindi N = 10, avremo per
esempio

Prob(CCCCCCCCCC) = 2%
Prob(CTCTCTCTCT) = 210
Probf(CCTTCTTCTC) =

Analogamente, considerando la teoria dell’informazione secondo Shan-
non, essendo tutte le possibili stringhe lunghe N equiprobabili, esse avranno
lo stesso contenuto di informazione, dato da logy(2") = N. Cosi le nostre
stringhe lunghe 10, avranno tutte e tre contenuto di informazione uguale a
10 bits.

Se guardiamo pero attentamente le tre stringhe dell’esempio, appare
evidente che qualche differenza tra le tre possibili realizzazioni del nostro
esperimento c’e. Anzi, questa differenza ¢ talmente evidente, che sembra
sorprendente non riuscire a coglierla utilizzando il contenuto di informa-
zione definito da Shannon. La prima stringa ¢ infatti semplicemente “la
ripetizione di 10 simboli C”, la seconda e “la ripetizione 5 volte della cop-
pia CT”, mentre la terza stringa ¢ “CCTTCTTCTC”! La differenza sta
dunque nella facilita di “descrizione” della stringa. Vediamo qualche altro
esempio. Consideriamo due numeri naturali, 10000 e 19654. I due numeri
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sono dello stesso ordine di grandezza, eppure il primo si puo esprimere in ma-
niera pitl compatta in varie forme. Ad esempio possiamo dire: “diecimila”
e “diciannovemila, seicento cinquantaquattro”; oppure scriverli come: 10° e
1.9654 x 10°. Notiamo che se avessimo scelto numeri di un ordine di gran-
dezza molto maggiore, per esempio dell’ordine di 10'%°, allora la differenza
tra le due descrizioni sarebbe stata molto pit accentuata. Cosi accadrebbe
lo stesso per i risultati del nostro esperimento di lancio di moneta.

Ma a questo punto sorge un altro interrogativo: quanti e quali modi per
esprimere una stringa dobbiamo considerare? In sostanza, € possibile che ci
sia un modo per esprimere i numeri 10000 e 19654, in modo che la descrizione
del secondo sia piu breve di quella del primo? e quante e quali descrizioni
dobbiamo provare? Chiariamo questo punto con un altro esempio. Siano
dati i due numeri naturali 682 e 805. Sono numeri dello stesso ordine di
grandezza, e se usiamo le descrizioni precedenti, non troviamo una grande
differenza. Se invece proviamo a scrivere i due numeri in base 2, allora
ci accorgiamo che il primo diventa 1010101010, mentre il secondo diventa
1100100101. La descrizione di 682 ¢ quindi piu semplice di quella di 805
(notiamo che le due stringhe binarie corrispondono al secondo e al terzo
esempio di lanci di moneta, in cui a C ¢ stato sostituito 1 e a T 0).

Vediamo un esempio piu interessante. Consideriamo il numero reale
trascendente 7. La sua espressione in base decimale & infinita e aperiodica,
e, come tutti sanno, si ha

m = 3.14159265358979323846264338328 . . .

Ma quanto ¢ lunga la descrizione della stringa numerica delle cifre decimali
di 77 Ci aspetteremmo, in considerazione del fatto che non riusciamo a
scorgere alcuna legge nel ripetersi delle cifre decimali, che la risposta sia
che la descrizione migliore & semplicemente la ripetizione della stringa, cosi
come accadeva per la terza stringa di lanci della moneta. La risposta a
questa domanda, si ottiene invece notando che le cifre decimali di 7 possono
essere ottenute tramite diversi algoritmi (uno di questi ¢ stato usato dal mio
pc per calcolare le prime 30 cifre scritte sopra). Per esempio, sappiamo che
m = 4arctan 1, quindi basta osservare che

o
T B D"(arctanx)(0) 1 1
4—arctan1—n§0 ] _1_§+5"'

Quest’uguaglianza ci fornisce uno degli algoritmi per il calcolo delle cifre
decimali di 7. Altri algoritmi possono essere ottenuti usando le altre mi-
rabili espressioni in serie di 7w. La risposta alla domanda quanto sia lunga
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la descrizione della stringa delle cifre decimali di w, € quindi che tale de-
scrizione ¢ lunga quanto la descrizione dell’algoritmo che voglio usare, piu
la descrizione del numero naturale che esprime quante cifre decimali voglio
conoscere. La prima parte € una costante, e la dipendenza dalla lunghezza
N della stringa numerica che voglio ottenere € solo nella seconda parte della
risposta. Dimostreremo piu avanti che tale dipendenza ¢ dell’ordine log V.
Sorprendentemente poco, se si considera che per la maggior parte dei numeri
reali si ha una dipendenza dell’ordine V.

Questa discussione suggerisce allora, che un primo tentativo per intro-
durre un concetto di casualita per una stringa singola ¢ legato alla ricerca
di possibili strutture all’interno della stringa. Queste strutture ne favorireb-
bero la descrizione, quindi piu strutture sono presenti meno casuale sarebbe
la stringa.

Ripercorrendo storicamente i tentativi di definire un concetto di casualita
per stringhe, notiamo come i primi tentativi presero spunto dalla teoria della
probabilita, e riguardarono stringhe infinite. Abbiamo detto che lo scopo &
quello di cercare strutture. La pit semplice di queste strutture e la frequenza
di ogni simbolo.

Definizione 3.1 (R. von Mises, 1919). Una stringa infinita w € {0,1}" &
casuale se soddisfa le seguenti condizioni:

1. sia f, =d({1 <i<n : w; =1}). Allora per un fissato p € [0, 1] deve
valere
o
im =p
n—oo N
2. sia ¢ : {0,1}" — {0,1} una “regola di selezione di posto”, ossia una
funzione parziale! scelta con lo scopo di selezionare gli indici n per
cui ¢(w’f_1) =1, dove w?_l = (wi1,...,wp—1). Allora deve valere la
proprieta 1, con lo stesso p, anche per ogni sottosuccessione (wp, )k
scelta con regole si selezione ammissibili 2.

Nella definizione di Von Mises, il punto 1 richiede che ci sia una conver-
genza verso una frequenza limite. Il punto 2 richiede invece che la stessa
frequenza limite valga per ogni sottosuccessione. Questo garantisce che, se
per esempio la stringa w rappresenta una realizzazione di lanci di moneta,
allora non esiste un metodo per decidere quando scommettere che garantisca
una vincita.

1Vedi la Sezione 3.2 per la definizione
2Quali siano le regole ammissibili viene chiarito pilt avanti
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La prima domanda & circa l’esistenza di stringhe Von Mises casuali.
Il problema sta nella scelta della classe delle funzioni parziali ammissibi-
li. Supponiamo che tutte le funzioni parziali siano ammissibili. Allora
data una stringa w casuale, scegliamo ¢g e ¢; nel modo seguente: po-
niamo qﬁg(w%_l) = 1 se w; = 1, e non definita altrimenti; poniamo poi
gbl(wi*l) = 1 — w;. Supponendo che valga la proprieta 2 per entrambe le
funzioni, si trova p = 1 per ¢g, e p = 0 per ¢;. Dunque w non puo essere
casuale.

Questa contraddizione ¢ risolta scegliendo come classe di funzioni parziali
ammissibili, le funzioni ricorsive parziali (vedi Definizione 3.4). Nel 1940,
A. Church ha dimostrato che, in questo caso e con p = %, le stringhe infinite
Von Mises casuali formano un insieme di misura totale. Inoltre A. Wald (che
aveva gia risolto il problema dell’esistenza di stringhe casuali con un’altra
scelta di funzioni amissibili) ha dimostrato che I'insieme delle stringhe Von
Mises casuali, scelte con funzioni ricorsive, ha per ogni frequenza fissata la
cardinalita del continuo.

Un esempio di una stringa infinita non Von Mises casuale ¢ la stringa di
D.G. Champernowne, data da

01000110 11 000 001 ...

la concatenazione di tutte le stringhe finite di {0, 1}, in ordine per lunghezza
e poi lessicografico. Tuttavia la stringa di Champernowne soddisfa un’altra
definizione di casualita dovuta a E. Borel, in cui si suppone che tutte le
stringhe finite abbiano frequenza di apparizione dipendente solo dalla loro
lunghezza. La stringa di Champernowne comunque € costruttiva, mentre
ogni stringa che sia Von Mises casuale non puo esserlo. Quindi la definizione
di Von Mises comincia a creare la differenza tra pure proprieta statistiche e
proprieta di “struttura”.

La definizione di Von Mises non soddisfa ancora tutte le richieste che
si possono fare a una buona definizione di casualita. Supponiamo infatti
che nello spazio Q = {0, 1}N di misura finita, si dimostri che una certa
proprieta vale per quasi ogni stringa. Allora, se il concetto di “casualita”
di una stringa ¢ collegato al concetto di “tipicita”, ci aspettiamo che una
stringa casuale soddisfi tutti i criteri che sappiamo valere per quasi ogni
stringa. J. Ville dimostro che esistono stringhe Von Mises casuali che non
soddisfano due di queste proprieta: la legge di ricorrenza infinita e la legge
del logaritmo iterato. La prima legge dice che per quasi ogni stringa vale

Jn = % infinite volte, mentre la seconda legge dice che per quasi ogni stringa
2fn—n

v/ 2nlog(logn)

lim sup,,
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Consideriamo allora un insieme Z di test sulle stringhe infinite.

Definizione 3.2 (P. Martin-Léf, 1966). Una stringa infinita w € {0,1}" &
casuale se appartiene all’insieme N;c7P;, dove P; & 'insieme di stringhe che
soddisfa il test i-esimo, e dove si pone Z dato dai test soddisfatti da quasi
ogni stringa, e per i quali 'insieme delle stringhe che non soddisfa un test e
ricorsivamente enumerabile (vedi Definizione 3.6).

A questo punto, prima di passare al successivo passo, I'introduzione di
casualita per stringhe finite e senza dipendenza da una “scelta” di leggi o
funzioni, esponiamo brevemente i concetti base della teoria della computa-
bilita.

3.2 Nozioni base di teoria della computabilita

Uno dei problemi emersi nella discussione della definizione del concetto di
casualita per una stringa simbolica, & legato alla scelta della classe di funzio-
ni da considerare. In particolare, & possibile individuare nell’insieme delle
funzioni ¢ : N x N — N una classe di funzioni “effettivamente computabili”?
La risposta e data dalla teoria della computabilita. In questo paragrafo,
illustriamo le idee che stanno alla base di tale teoria, e che ci forniscono le
nozioni di cui avremo bisogno nel seguito.

Nel nostro approccio, possiamo considerare come passo fondamentale i
lavori di Alan Turing. Nel lavoro [Tu], Turing descrive una macchina che
possa simulare ogni calcolo possibile. Alcuni brani liberamente tradotti dal
suo articolo descrivono in maniera molto intuitiva la sua idea.

Il calcolo si effettua normalmente scrivendo certi simboli su un
foglio...Si puo supporre di sostituire il foglio con un nastro diviso
in quadrati, e si suppone che si possano scrivere un numero finito
di simboli.

Il comportamento della macchina calcolatrice € determinato in
ogni istante dal simbolo che osserva e dal suo “stato mentale”.
Inoltre la macchina puo osservare contemporaneamente un nu-
mero limitato di simboli, e ha un numero finito di stati mentali
possibili.

La macchina effettua semplici operazioni, cambiando non piu di
un simbolo.

Lo stato del sistema ¢ descritto dalla successione di simboli sul
nastro, da quelli osservati dalla macchina e dallo “stato menta-
le”.
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Le operazioni semplici che effettua la macchina sono: (i) cam-
biare un simbolo tra quelli osservati; (ii) cambiare quadrato
oseervato spostandosi non piu di un numero fissato di quadrati.

Seguendo le parole di Turing possiamo dare una definizione formale della
sua macchina calcolatrice.

Definizione 3.3. Una macchina di Turing consiste di un programma fi-
nito che puo manipolare una lista di cellette, il nastro, con un pointer. 1l
programma ha un numero finito di stati ) e ogni celletta contiene uno dei
simboli dell’insieme A = {)\,0,1}. Il tempo & discreto, e ad ogni istante di
tempo il pointer ¢ su una particolare celletta, che ¢ quella su cui operare.

Descriviamo adesso quale tipo di operazioni effettua il pointer e in che
modo. Al tempo ¢t = 0 il pointer sia su una celletta fissata, la celletta
di partenza, e il programma sia in uno stato gy € @), detto stato iniziale.
Supponiamo inoltre che tutte le cellette contengano il simbolo A, tranne al
piu un numero finito, tra di loro contigue. Tali cellette si estendano verso
destra a partire dalla celletta iniziale. Tale successione di cellette e detta
input. Le operazioni ammesse siano:

e scrivere 0,1 oppure A sulla celletta su cui operare;
e spostare il pointer di una celletta a destra o a sinistra.

Alla fine di ogni operazione (che richiede un’unita di tempo) il programma
sia in uno degli stati dell’insieme Q.

Indicando allora con O = {\,0,1, D, S} 'insieme delle possibili opera-
zioni, possiamo dire che il programma di una macchina di Turing obbedisce
a un insieme di regole, funzioni r : Q@ x A — O x Q). In generale 'unione dei
domini delle regole & strettamente contenuto nell’insieme @ x A. Se a un
certo istante il sistema € in uno stato al di fuori del dominio delle regole, la
macchina si ferma. L’output di una macchina di Turing ¢ la stringa binaria
massimale circondata da cellette con il simbolo A che si ottiene quando la
macchina si ferma. A questo scopo si puo inserire uno stato q; € @, detto
stato finale, su cui non & definita alcuna regola, che fa quindi fermare la
macchina.

La macchina di Turing permette di definire in maniera formale le funzio-
ni computabili sugli interi, usando la rappresentazione degli interi tramite
stringhe binarie finite. Per definire funzioni su n-uple di interi sara necessa-
rio utilizzare rappresentazioni autodelimitanti (ossia tramite codici prefissi)
degli interi.
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Definizione 3.4. Una funzione ricorsiva parziale o computabile € un’ope-
razione, associata a una macchina di Turing, che trasforma una n-upla di
interi (n > 1), che rappresentano l'input, in un intero, 'output della mac-
china. Se la macchina di Turing associata a una funzione si ferma su ogni
input, la funzione si dice ricorsiva totale.

Esempio 3.1. Date due stringhe s,t € {0,1}", esempi di funzioni ricorsive
sono:

e la funzione complementare f : {0,1}* — {0,1}" data da f(s) = s,
dove indichiamo 0¢ = 1 e 1¢ = 0, e per le parole finite supponiamo che
il complementare commuti con la concatenazione;

e g:({0,1})% = {0,1}" data da g(s,t) = s°;

e h: {0,1}* — {0,1}" data da h(5t) = t, dove con 5 indichiamo la
codifica autodelimitante delle stringhe binarie § = (s1515252...5,5%)

Le funzioni f e g sono ricorsive totali, mentre la funzione A € ricorsiva parzia-
le, non essendo definita per esempio sulla stringa binaria (1111). E istruttivo
pensare a come definire possibili macchine di Turing per la rappresentazione
delle funzioni f, g e h. A

Nella classe di funzioni computabili rientrano naturalmente gli esempi
classici di somma e differenza di numeri naturali, ma anche tutte le funzioni
che ci aspettiamo di saper calcolare.

Tesi di Church: La classe delle funzioni algoritmicamente com-
putabili numericamente (in senso intuitivo) coincide con la classe
delle funzioni ricorsive parziali

Studiamo ora qualche proprieta delle macchine di Turing. Innanzitutto
osserviamo che ¢ possibile enumerare le macchine di Turing, fornendo una
bigezione dell’insieme delle macchine con i numeri naturali.

Dalla definizione, abbiamo visto che cio che identifica in maniera univoca
una macchina di Turing ¢ l'insieme delle regole il programma esegue. Co-
struiamo un codice prefisso per le macchine di Turing. L’insieme Q U AU QO
contiene (d(Q) +5) elementi, quindi ogni suo elemento puo essere descritto,
in modo non prefisso, con s < [log(d(Q) + 5)] bits, e indichiamo con € la
codifica fissata. Data una macchina di Turing 7', siano k le sue regole, e
siano date dalle quadruple (p;,t;, si,¢;), per i = 1,...,k. Sia E; la codifica
per numeri interi introdotta nell’equazione (1.5). Il codice prefisso E(T') per
le macchine di Turing & definito da

E(T) = Ei(s) Ei(k) elp)e(tr)e(s1)e(r) .. . clpre(t)e(si)elar)  (3.1)
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Per questo codice vale |[E(T')| < 4sk + 2log(s + 1) + 2log(k + 1) + 2. Inol-
tre ordinando in maniera lessicografica le stringhe binarie E(T") ¢ possibile
stabilire un ordinamento delle rispettive macchine di Turing.

Definizione 3.5. Il numero di Gédel n(T) di una macchina di Turing 7"
il numero d’ordine della stringa E(T") nell’ordinamento delle stringhe codice
che rappresentano le macchine di Turing.

Possiamo allora parlare della i-esima macchina di Turing T, riferendoci
alla macchina con numero di Gédel uguale a i. Analogamente si puo fare
per le funzioni ricorsive parziali, che si possono numerare in modo che ¢; sia
la funzione calcolata dalla i-esima macchina di Turing 7;.

La numerazione delle macchine di Turing permette la costruzione di mac-
chine di Turing universali, nel senso che possono simulare il comportamento
di una qualsiasi altra macchina di Turing. Vediamo come usare la codifica
introdotta nell’equazione (3.1) per costruire una macchina universale. In
generale le macchine di Turing universali sono una quantita numerabile.

Esempio 3.2 (Macchina di Turing universale). Sia U una macchina di Tu-
ring che accetta, come input, stringhe della forma (1°0p), dove p € {0,1}".
La macchina U funzioni nel seguente modo: sul lato sinistro del nastro ri-
spetto all’input, genera in ordine lessicografico, secondo la lunghezza, tutte
le stringhe di {0, 1}"; per ogni stringa generata decide se ¢ della forma FE(T)
per qualche T'; ogni volta che la stringa generata descrive una macchina di
Turing, sostituisce uno dei simboli ”1” dell’input con il simbolo A e legge il
simbolo a destra; quando legge il simbolo 70", esegue sulla stringa p le rego-
le specificate dalla stringa binaria F(T) che ha sul lato sinistro del nastro.
Quindi, possiamo scrivere U (1¢0p) = T;(p).

Definizione 3.6. Un insieme A C {0, 1}" si dice ricorsivamente enumerabile
se € vuoto o e 'immagine di una funzione ricorsiva parziale f. Si dice che f
enumera A.

In maniera equivalente, un insieme A & ricorsivamente enumerabile se e
solo se esiste una macchina di Turing T tale che T'(p) da come output “si”
se p € A, e altrimenti da come output “no” o non si ferma.

Definizione 3.7. Un insieme A C {0, 1}" si dice ricorsivo se la sua funzione
caratteristica € una funzione ricorsiva totale.

Equivalentemente, un insieme A & ricorsivo se e solo se A e A° sono
ricorsivamente enumerabili, ossia se e solo se esiste una macchina di Turing

[P0

T tale che T'(p) da come output “si” se p € A e “no” altrimenti.
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Esempi di insieme ricorsivi sono: l’insieme dei numeri dispari; I'insieme
dei numeri primi; ogni insieme finito; ogni insieme con complementare fini-
to. Come esempio di insieme ricorsivamente enumerabile, e non ricorsivo,
indichiamo l’insieme

{n €N : 0" appare tra le cifre decimali di 7}

Proposizione 3.1. Ogni insieme ricorsivamente enumerabile infinito con-
tiene un insieme ricorsivo infinito.

Dimostrazione. Sia A un insieme infinito e ricorsivamente enumerabile, e
sia f la funzione ricorsiva che enumera A. Definiamo una nuova funzione
ricorsiva g tramite g(0) = f(0), e g(n + 1) = f(m) dove m & il piu piccolo
valore tale che f(m) > g(n). Sia B l'immagine di g. Poiché A ¢ infinito,
anche B lo e. Inoltre g enumera B in ordine crescente, quindi data una
stringa p & possibile decidere se p € B o0 no in tempo finito, semplicemente
analizzando le stringhe di B che sono minori o uguali di p. O

La definizione di macchina di Turing permette quindi di stabilire quali
calcoli devono considerarsi “effettivamente computabili” e quali no. Tuttavia
resta aperta una questione importante legata alla possibilita di una macchina
di Turing di non fermarsi su alcuni input. E quindi naturale chiedersi quali
macchine di Turing si fermano e su quali input. Questo problema € noto con
il nome di halting problem. La soluzione & contenuta nel seguente risultato.

Teorema 3.2 (Turing). Sia (¢;)i la numerazione delle funzioni ricorsive
parziali. Non esiste una funzione ricorsiva totale g definita su ({0,1})?
tale che per ogni coppia (s,t) valga g(s,t) =1 se ps(t) é definita (ossia Ts
si ferma su t), e g(s,t) = 0 altrimenti.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che esista una tale funzione g
ricorsiva totale. Definiamo allora una nuova funzione ricorsiva parziale
definita da v (s) = 1 se g(s,s) = 0, e 1(s) non sia definita altrimenti. Allora
esiste un intero k tale che 1 & la k-esima funzione ricorsiva parziale oy,
nella numerazione introdotta sopra. Ma allora ¢y (k) ¢ definita se e solo se
g(k,k) = 0, contrariamente a come ¢ stata definita la funzione g. O

L’argomento della dimostrazione € noto con il nome di diagonalizzazione.
Tale argomento ¢ stato usato da Cantor per dimostrare che i numeri reali
sono pill che numerabili.
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Corollario 3.3. Definiamo gli insiemi Ko := {(s,t) : ¢s(t) < oo} e K :=
{s : @s(s) < o0}. Allora Ky e K sono ricorsivamente enumerabili ma non
T4COTSIVL.

Il fatto che l'insieme Ky non & ricorsivo ¢ equivalente al Teorema di
Incompletezza di Godel. Infatti ogni espressione corretta della forma n €
K appartiene alla teoria Aritmetica di Peano. Quindi, siccome K non &
ricorsivo, esiste un’espressione n ¢ Ky che non & dimostrabile.

Concludiamo questa breve introduzione alla teoria della computabilita
estendendo la nozione di computabilita alle funzioni a valori reali.

Definizione 3.8. Una funzione f : {0,1}" — R & ricorsiva se esiste una
funzione ricorsiva totale g di due variabili, non descrescente nella seconda
variabile, tale che |f(n) — g(n, k)| < 7.

E possibile usare il concetto di funzione reale ricorsiva per definire anche
misure ricorsive. Consideriamo 'identificazione dell’intervallo unitario [0, 1]
con l'insieme 2 = {0, 1}N, tramite la rappresentazione binaria. Indichiamo
con I'; il cilindro di 2 dato da

s :={(sw) : s€{0,1}" weN}

Definizione 3.9. Sia y misura sui boreliani di [0, 1]. La misura u € ricorsiva
se la funzione reale f(s) := u(I's) & ricorsiva.

3.3 Complessita algoritmica e applicazioni

Nella Sezione 3.1 abbiamo messo in evidenza le differenze tra il concetto
statistico di stringa casuale, legato all’entropia di Shannon, e quello che ci
aspettiamo intuitivamente. L’aspetto principale di questa differenza era che
I’approccio intuitivo si basa soprattutto sulla descrizione di una singola strin-
ga, mentre I’approccio statistico studia le proprieta della sorgente di infor-
magzione. Per formalizzare ’approccio intuitivo risulta quindi fondamentale
la macchina di Turing, come strumento per la computazione.

Il primo passo e definire un concetto di contenuto di informazione di una
stringa, che sia indipendente dalla sorgente di informazione. Il concetto di
contenuto di informazione algoritmico € stato introdotto separatamente da
Chaitin ([Ch]) e Kolmogorov ([Ko]).
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Definizione 3.10. Sia U una macchina di Turing universale. Date due
stringhe s,t € {0,1}", si chiama Algorithmic Information Content (o com-
plessita di Kolmogorov) di s relativa a t il numero

min{|p| : p € {0,1}" t.c. U(p,t) = s}

AIC(st) :==
+oo se A talepe {0,1}"

La stringa p e chiamata il programma per calcolare s data t.

Nel caso in cui ¢ sia la stringa vuota A, indichiamo AIC(s|\) semplice-
mente con AIC(s).

La scelta di una macchina di Turing universale nella definizione del AIC,
indica la possibilita di ottenere la migliore “descrizione” della stringa s.
Infatti una macchina di Turing universale permette di scegliere la macchina
di Turing piu adatta a “descrivere” s. Quello che si paga per questa scelta
€ una costante, indipendente dalle stringhe s, t. Infatti, data una macchina
di Turing 7', esiste una costante ¢(7',U), dipendente solo da T" e da U, tale
che

AIC(s|t) < AICp(s|t) + ¢(T,U) (3.2)

dove AICT indica il contenuto di informazione calcolato usando la macchina
di Turing T. La costante ¢(T,U) corrisponde alla stringa che serve come
input alla macchina U per simulare la macchina 7.

Osserviamo anche che la definizione di AIC non dipende dalla scelta di
una particolare macchina universale. Siano U e U’ due macchine universali.
Usando la disuguaglianza (3.2) per U e U’, e scambiando i ruoli, si ottiene

|AICy (s|t) — AICy (s|t)| < c(U,U") Vst (3.3)

Scegliere la macchina U o U’ comporta quindi una differenza nella lunghezza
del programma piu corto, che non dipende dalle stringhe s,t. Sono in parti-
colare uguali i comportamenti asintotici di AICy e AICy al crescere della
lunghezza di s. Nel seguito scegliamo allora di usare la macchina universale
U descritta nell’esempio 3.2.

Prima di studiare le proprieta del AIC, diamo un’interessante interpreta-
zione della definizione data. Data una stringa s, il AIC(s) puo essere diviso
in due parti: la prima parte e la stringa codice della macchina di Turing piu
adatta alla descrizione di s; la seconda parte € il contenuto di informazione
di s. Intuitivamente, la prima parte contiene le regolarita di s, mentre la
seconda contiene la parte casuale. Se, per esempio, la stringa s € una stringa
periodica, allora la prima parte consiste nella descrizione della macchina di



3.3. COMPLESSITA ALGORITMICA E APPLICAZIONI 67

Turing che ripete un numero dato di volte il suo input, mentre la seconda
parte ¢ la stringa da ripetere. La prima parte di AIC(s) contiene allora
il codice della macchina di Turing e la lunghezza di s, la seconda parte e
invece una costante che non dipende dalla lunghezza di s.

La definizione di AIC permette di ottenere facilmente limiti superiori per
AIC(s). Basta infatti descrivere una macchina di Turing 7" che generi s e
applicare la disuguaglianza (3.2).

Proposizione 3.4. Date due stringhe s,t € {0,1}" vale
(i) AIC(s) <|s|+ cost
(i1) AIC(s|t) < AIC(s) + cost

(iii) AIC(ss) < AIC(s)+ cost

Dimostrazione. (i) Basta definire una macchina di Turing 7' che corri-
sponda alla funzione identita.

(74) Costruiamo una macchina 7" tale che T'(t,p) = s se e solose U(p) = s.
La tesi segue da AICT(s|t) = AIC(s) e dalla disuguaglianza (3.2).

(797) Costruiamo una macchina T che raddoppi 'output di U. Ossia
valga T'(p) = U(p)U(p) per ogni input p. Sia m il numero di Godel della
macchina T, allora U(1™0p) = U(p)U(p) per ogni input p. Se in particolare
p € il programma di s si ha AIC(ss) < 1+m+ AIC(s). O

Viene naturale pensare che il AIC sia una funzione sub-additiva, ossia
che valga AIC(s,t) < AIC(s) + AIC(t) + cost per ogni coppia di stringhe
s,t. Se infatti p e ¢ sono programmi per s e t, rispettivamente, il programma
per (s,t) sara la concatenazione pg. Tuttavia, la macchina U deve sapere
interpretare la stringa pq come due programmi diversi. Dobbiamo quindi
scrivere uno dei due con un codice autodelimitante. Possibili programmi
per (s,t) sono quindi E1(|p|)pq e E1(|q|)gp, che implicano la disuguaglianza

AIC(s,t) < AIC(s) + AIC(t) 4+ 2log(min { AIC(s), AIC(t)}) + cost (3.4)

Lo stesso accade per AIC(st), diversamente da AIC(ss). La stima di
AIC(s,t) si pud leggermente migliorare come nell’esercizio 3.2. Notiamo
che un modo per avere la sub-additivita e calcolare il AIC relativo, infatti

AIC(s,t|AIC(s)) < AIC(s) + AIC(t) + cost

Nella Sezione 1.2, abbiamo visto che il concetto di contenuto di infor-
magzione di una stringa era legato alla relazione che c’era tra la stringa data
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e 'insieme di tutte le stringhe possibili. I1 AIC & invece indipendente dalla
conoscenza di questo insieme. Tuttavia la sua conoscenza ¢ un’informazione
che puo essere utile nella descrizione di una stringa.

Teorema 3.5 (Kolmogorov). Sia A C N x N ricorsivamente enumerabile.
Fissato un elemento y € N definiamo Y := {x € N : (z,y) € A}. SeY ¢
finito allora per ogni x € Y vale AIC(z|y) < |d(Y)|+c(A), dove ¢(A) ¢ una
costante che dipende solo dall’insieme A.

Dimostrazione. Sia T la macchina di Turing che enumera l'insieme A senza
ripetizioni. Fissato Y € N, indichiamo con (z;,, i, )r la sotto-successione
di elementi di A tali che x;, € Y, dove 1 < k < d(Y). Modifichiamo
allora T, imponendo che sui programmi p che verificano 1 < p < d(Y") valga
T(p) = x;,. Allora AIC(z|y) < AICT(x) + c¢(A) < |[d(Y)| + c(A) per ogni
zeY. O

Corollario 3.6. Sia A C N ricorsivamente enumerabile e indichiamo con
ASt = {z € A : |z| <n}. Sia d(AS") < p(n), dove p(-) & una funzione
polinomiale. Allora per ogni x € AS™ vale AIC(x) = O(logn).

Dimostrazione. Sia A’ := {(x,|z|) : © € A}. L’insieme A’ C N x N &
ricorsivamente enumerabile. Basta modificare la macchina T che enumera
A in modo da far calcolare anche la lunghezza della stringa output. Pos-
siamo allora applicare ad A’ il Teorema 3.5, dove, fissato n € N, abbiamo
Y={x€A : |z|=n}. Quindi AIC(z|n) < |d(Y)|+ cost < |p(n)| + cost.
Notiamo poi che per ogni stringa s € {0,1}" vale

AIC(s) < AIC(s||s]) + 2/5] + O(1) (3.5)

da cui, per ogni x € AS", otteniamo la tesi. ]

Applichiamo il AIC alla stringa data dall’espansione decimale di 7. Ab-
biamo osservato nella Sezione 3.1 che I’espansione decimale di 7, nonostante
sia intuitivamente casuale, puo essere riprodotta usando algoritmi basati sul-
le uguaglianze tra 7 e alcune serie numeriche convergenti. Ne segue che, se 77’
indica la stringa in {0, 1,2,...,9}" data dai primi n elementi nell’espansione
decimale di 7, vale AIC(n}|n) < cost e AIC(7}) = O(logn).

L’espansione decimale di 7 ¢ quindi una stringa la cui rappresentazione,
attraverso una macchina di Turing, & molto piu corta della stringa stessa.
Vediamo che ¢ in generale semplice creare stringhe con la stessa proprieta.

Sia per esempio f la funzione ricorsiva definita da f(1) = 2 e f(i) =
2/G=1) " Sj verifica facilmente che se s = 17() allora AIC(s) < AIC(k) +
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cost < 2log(k + 1) + cost, mentre |s| = f(k) >> logk. In questo modo e

. . . .. AIC(s) s .- .
possibile costruire stringhe s per cui il rapporto B piccolo a piacere.
Basta considerare funzioni ricorsive f che crescono velocemente e ripetere
il ragionamento di prima. Le stringhe s con questa proprieta si dicono
comprimibili.

Esistono stringhe non comprimibili? Consideriamo I'insieme {0, 1}". Si
ha d({0,1}") = 2", mentre

n—1

d({0,1}=0" ) =3 2t =2m -1
i=0
Quindi, se interpretiamo l'insieme {0, I}S(”_l) come l'insieme dei possibili
programmi per le stringhe in {0, 1}", ne risulta che esiste almeno una stringa
sconn =|s| < AIC(s).

Definizione 3.11. Data una costante ¢ € N, si dice che una stringa s €
{0,1}* & c-random se AIC(s) > |s| — c.

Le stringhe c-random sono quindi le stringhe che non hanno una “strut-
tura”, la cui descrizione non puo essere molto piu corta della stringa stessa.
D’altra parte ricordiamo che in generale vale AIC(s) < |s| + cost. Ve-
diamo adesso che le stringhe c-random sono molte di piu delle stringhe
comprimibili.

Teorema 3.7 (Incompressibility Theorem). Data una costante ¢ € N, per
ogni stringa t fissata, ogni insieme A con d(A) = m < oo é tale che la
disuguaglianza

AIC(s|t) > logm — ¢

vale per almeno m(1 — &) + 1 suoi elementi s.

Dimostrazione. Basta contare i programmi di lunghezza minore di logm—

c. Si ha

logm—c—1

Z 9t — glogm—c _ 4

1=0

Quindi almeno m — 2°8™~¢ 4 1 elementi di A hanno un programma di
lunghezza > logm — c. O

Corollario 3.8. Data una costante c € N, almeno 2™ — 2" ¢4 1 stringhe di
{0,1}" sono c-random.
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In particolare, la densita delle stringhe c-random, per una data costante

c € N, ¢ maggiore o uguale di
. 2" — 2"+ 1 1 1
e

Continuiamo l'osservazione sulla sub-additivita del AIC alla luce del
Teorema 3.7. Consideriamo linsieme A := {(s,t) : |s|+ [t| =n}. Si ha
d(A) = (n+ 1)2", quindi, scegliendo ¢ = 1 nell’'Incompressibility Theorem,
esiste una coppia (s, t) di stringhe tali che AIC(s,t) > n+logn—1. Usando
poi la Proposizione 3.4,(i) si ottiene che AIC(s)+ AIC(t) < |s| + |t| + cost,
dove la costante e indipendente da s,t. Ne segue che esiste almeno una cop-
pia di stringhe per cui AIC(s,t) > AIC(s)+AIC(t)+log(|s|+]|t|)—cost, con
costante indipendente da s,t. Quindi la sub-additivita non si puo ottenere,
e la stima (3.4) con il logaritmo & “abbastanza buona”.

Concludiamo la discussione sul concetto di comprimibilita con alcune
importanti osservazioni.

Osservazione 3.9. Sia s una stringa c-random, cosa possiamo concludere
sulle sottostringhe di s? La prima tentazione sarebbe di pensare che le
sottostringhe di s siano ¢’-random, per una costante ¢’ diversa. Sia |s| = n,
e scriviamo s = uvw, la concatenazione di tre sottostringhe. Allora, se
U(p) = v, possiamo costruire una macchina di Turing T capace di calcolare
s a partire da un input della forma E;(|p|)pF1(|u|)uw. Quindi esiste una
costante ¢(7T') tale che

AIC(s) < |p| + 2(log |p| + log |u| + 1) + n — |v| + ¢(T)
Ricordando che |p| = AIC(v) e s & c-random, possiamo quindi scrivere
n—c< AIC(s) < AIC(v) +n — |v| +4logn + O(1)

da cui si deduce che AIC(v) > |v| — O(logn). La tentazione iniziale corri-
sponderebbe a ipotizzare AIC(v) > |v| — O(1) per ogni sottostringa v. Ma
questo significherebbe escludere tutte le sottostringhe comprimibili per cui
AIC(v) ~ log |v|, come ad esempio la stringa v = (0%). L’assurdo si ottiene
ragionando come per il Corollario 3.6. Infatti, escludendo tutte le sottostrin-
ghe abbastanza regolari, s diventerebbe elemento di un insieme di stringhe
con cardinalitd bassa. Quindi il AIC(s) sarebbe piccolo e s non potrebbe
essere c-random. Osserviamo che la stessa conclusione si ottiene nella teoria
della probabilita: ogni stringa casuale (generata da un processo stocastico)
contiene sottostringhe consecutive periodiche di qualsiasi lunghezza. ¢
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Osservazione 3.10. Sia s € {0,1}" e sia p il suo programma, U(p) = s.
Possiamo chiederci se p non sia a sua volta comprimibile, rivelando quindi
ulteriori strutture in s. Supponiamo che per ogni costante ¢ € N esista una
stringa s, con programma p tale che AIC(p) < |p| — ¢. Sia ¢ il programma
per tale p, ossia U(q) = p. Possiamo allora definire la macchina di Turing
V =UoU, ossia V(q) = UU(q)) = U(p) = s. Sia ¢ il numero di Godel
della macchina V, allora U(1°0q) = s, quindi

AIC(s) <|q|+i+1<|p|—c+i+1

Ripetiamo adesso il ragionamento, scegliendo una costante ¢ > i+ 1. Allora
esiste una stringa s tale che AIC(s) < AIC(s) — ¢ con ¢ costante positiva.
Questa contraddizione ci dice quindi che esiste una costante ¢ € N tale che
per ogni stringa s, se p ¢ il suo programma, vale AIC(p) > |p| —c. O

Osservazione 3.11. Per studiare il comportamento del AIC sulle stringhe
binarie, bisogna analizzare come si comporta sui prefissi. Ossia, se la stringa
s = tu, allora ¢ vero che necessariamente AIC(t) < AIC(s)? Che questa
conclusione sia falsa si ottiene con semplici esempi. Consideriamo i numeri
naturali n = 219 e m numero di 20 cifre tale che AIC(m) > |m| ~ 20.
Allora certamente n >> m, ma AIC(n) =~ log2 + log 100 << AIC(m). Ne
segue che, date stringhe s = (1") e t = (1™), si ha s = tu per una qualche
u, ma AIC(s) < AIC(t).

Un primo tentativo per risolvere questo problema sarebbe considerare
AIC(s||s]), ossia eliminare la dipendenza del AIC di s dalla lunghezza della
stringa. Tuttavia il problema rimane, come mostra chiaramente il prossimo
esempio. Sia s = (n0"~"l), dove usiamo la stringa binaria 7 per rappresenta-
re n. Allora esiste una costante indipendente da s tale che AIC(s||s|) < cost.
Se perd t = (n) e si sceglie n O-random, si ha s = tu e AIC(t) > |n|, da cui
AIC(t||t]) = AIC(t) — AIC(|n]) > |n| — 2log(logn) (vedi la disuguaglianza
(3.5)). ¢

Osservazione 3.12 (Chaitin). Il Teorema 3.7 indica anche la strada per una
dimostrazione alternativa della non-finitezza dei numeri primi. L’Incom-
pressibility Theorem implica infatti che molti numeri naturali sono poco
comprimibili, ossia AIC(n) ~ |n| ~ logn. Se i numeri primi fossero finiti
con d = d({numeri primi}), usando il teorema fondamentale dell’aritmetica,
si potrebbero comprimere tutti i numeri naturali molto di piu, ottenendo
stime dell’ordine log(logn). Il programma di un numero naturale n sarebbe
semplicemente la stringa, di lunghezza finita d, che contiene tutte le potenze
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(e1,...,€eq) con cui i primi compaiono in n. Quindi avremmo

d
AIC(n) < AIC(ey,...,eq) + cost < Z |E(e;i)| + cost
i=1

dove E(e;) € un qualsiasi codice prefisso sui numeri naturali. L’assurdo si
ottiene osservando che, per ogni i, vale |e;| + cost ~ log(logn). ¢

In tutto il capitolo abbiamo usato, anche in maniera tacita, ’equivalen-
za tra le stringhe di {0,1}" e i numeri naturali, per esempio attraverso il
codice D definito nell’equazione (1.3). Guardiamo quindi ora al AIC come
una funzione definita su N. Innanzitutto, usando la Proposizione 3.4 e il
Corollario 3.8, otteniamo che per ogni n € N, vale AIC(n) < |n|+ cost, per
una costante indipendente da n, e almeno

|log(n+1)]|

rin)~ Y (22=271+1)

i=1
dei primi n numeri naturali sono 1-random.
Teorema 3.13. Per la funzione AIC : N — N, wvalgono le proprieta:
(i) AIC(n) é illimitata;
(i) la funzione b(n) := min {AIC(k) : k> n} é illimitata;

(iii) per ogni funzione ricorsiva parziale ¢(n) che, da un certo ng in poi,
é monotona e converge a +00, vale b(n) < ¢(n) tranne che per un
numero finito di numeri naturali.

Dimostrazione. (ii) Per ogni j € N esiste un naturale n; tale che, per ogni
n > nj, il programma p di n verifica |p| > j. Questo fatto segue facilmente
dalla finitezza dei programmi di lunghezza minore di j. La successione (n;);
¢ non descrescente e b(n) = j se n € (nj,Nj41).

(i) Segue da (ii), osservando che AIC(n) > b(n) per ogni n.

(iii) Ragioniamo per assurdo. Sia ¢(n) funzione ricorsiva parziale non
descrescente, illimitata, e tale che ¢(n) < b(n) per infiniti n. Sia A C N il
dominio di ¢. Allora A & un insieme infinito e ricorsivamente enumerabile.
Quindi, per la Proposizione 3.1, esiste un insieme B C A infinito e ricorsivo.
Definiamo allora la funzione

¢(n) neB
. _{<Z>(k) n ¢ B, dove k =max{m : m € B, m <n}
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La funzione 1) & ricorsiva totale, ¢ non decrescente e illimitata, e ¥ (n) < b(n)
infinite volte.

Definiamo poi M(a) := max{n : AIC(n) <a}. Allora M(a)+1 =
min{n : b(n) > a}. Quindi per infiniti a vale

F(a):=max{n : ¥(n) <a+1} >min{n : b(n) >a} > M(a)

e la funzione F'(a) ¢ ricorsiva totale. Quindi AIC(F(a)) > a per infiniti a.
Ma

AIC(F(a)) < AICR(F(a)) + cost < |a| 4 cost

Quindi esiste una costante ¢ tale che |a] + ¢ > a per infiniti a, il che &
assurdo. O

La proprieta (i) vale anche per la funzione AIC(n||n|), mentre la stringa
s dell’osservazione 3.11 & un contro-esempio per le proprieta (ii) e (iii). In
particolare AIC(n||n|) segue lo stesso andamento di AIC(n) tranne che per
infiniti naturali, per i quali & limitata da una costante.

Un ragionamento analogo a quello usato per la dimostrazione del punto
(iii) permette di dimostrare l'importante teorema seguente.

Teorema 3.14 (Teorema di Non-Computabilita). La funzione AIC(n) non
e ricorsiva parziale. Inoltre, nessuna funzione ricorsiva parziale, definita su
un insieme infinito, puo coincidere con AIC su tutto il suo dominio.

Dimostrazione. Sia ¢ una funzione ricorsiva parziale con dominio A in-
finito, che coincida con AIC su A. Sia B C A un insieme infinito ricor-
sivo. La funzione ¥ (n) := min{k € B : AIC(k) > n} & ricorsiva totale
(poiché AIC (k) = ¢(k) su B) ed ¢ illimitata. Inoltre, per definizione, vale
AIC(¢¥p(n)) > n. D’altra parte

AIC(p(n)) < AICy(¥(n)) + cost < |n| + cost

quindi n < logn + cost, il che ¢ assurdo. O

Questo teorema, di fondamentale importanza, implica quindi che il AIC
non puo essere calcolato tramite un algoritmo su un insieme infinito di strin-
ghe. Si puo provare a calcolare il AIC per qualche stringa particolare. Ma
per determinare numericamente se una generica stringa sia o non sia c-
random bisogna cercare di costruire algoritmi che approssimino il AIC. Un
primo risultato in questa direzione ¢ il seguente teorema.
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Teorema 3.15. Esiste una funzione ricorsiva totale ¢(n,t), non-crescente
int, tale che 1tlim ¢(n,t) = AIC(n) per ogni n € N.
—00

Dimostrazione. Definiamo la funzione ¢(n,t) nel seguente modo: dato n,
sappiamo che esiste una costante ¢ per cui AIC(n) < |n|+¢; facciamo quindi
eseguire il calcolo U(p) per t passi, al variare di p tra tutti i programmi di
lunghezza al piu |n| 4 ¢, usando la macchina di Turing universale definita
nell’esempio 3.2. Se un qualche programma p da n come output, poniamo
¢(n,t) uguale alla lunghezza del pit breve programma con tale proprieta;
altrimenti si pone ¢(n,t) = |n| + c¢. Per definizione ¢(n,t) ¢ ricorsiva totale
e non-crescente in t. Inoltre tliglo ¢(n, t) esiste ed & uguale a AIC(n), poiché

per ogni n esiste un programma p tale che U(p) =n, e |p| = AIC(n). O

Nel Capitolo 7?7 vedremo altri esempi di algoritmi costruiti per appros-
simare AIC, gli algoritmi di compressione.

Concludiamo questo capitolo con un teorema di confronto tra AIC ed
entropia di Shannon. Nel prossimo capitolo questo confronto verra esteso e
generalizzato per i sistemi dinamici.

Teorema 3.16. Sia s = t1ty...t,, la concatenazione di m stringhe binarie,
tutte di lunghezza n, generate in maniera indipendente da una sorgente di
informazione. Siano (px)g, con 1 < k < 2™ le frequenze di apparizione delle
stringhe di {0,1}" ordinate lessicograficamente. Allora vale

AIC(s) <m (H + 2"“’;”) + cost

dove H=—)", pplogpy € la funzione entropia di Shannon (vedi equazione
(1.1)), e “<” indica una disuguaglianza asintotica per m — oo. Quindi, per
n fissato, si ha

AIC(s) H

n

IN

lim sup

|s|—o0 |$|

ossia il AIC definisce un contenuto di informazione medio per ogni simbolo di
s minore o uguale di quello definito usando la funzione entropia di Shannon.

Dimostrazione. Usando l'idea del “frequency coding” (vedi Esempio 1.3),
se 1, := mpy indica quante volte la k-esima stringa di {0,1}" appare in s,
al variare di k da 1 a 2", abbiamo
m
r1iro ...Ton

o
AIC(s) <2 (Z |n-|> +
=1

+ cost
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La tesi si ottiene usando la formula di Stirling per approssimare il coefficiente
multinomiale, e usando r; < m per ogni 1. ]

Nello spirito della teoria dei codici, mostriamo adesso un esempio in cui
¢ possibile ottenere anche la relazione opposta. Il caso generale ¢ affrontato
nel Teorema di Brudno (Teorema 4.1).

Esempio 3.3. Consideriamo 'insieme {0, 1}" con la distribuzione di proba-
bilita uniforme P(s) = 27". In questo caso la funzione entropia H(P) = n.
Interpretiamo i programmi delle stringhe di {0, 1}" come stringhe codice. Al-
lora la lunghezza media delle stringhe codice, Lajc = 22221 27"AIC(s;) <
n + cost, rappresenta anche la “complessita media” delle stringhe binarie.
Notiamo che il codice cosi descritto non € necessariamente prefisso. Tuttavia,
usando il Corollario 3.8, abbiamo che, per ogni costante ¢ € N, vale
n H(P) < n

<
n+cost = Larc — (n—¢)(1 —27¢)

da cui, prendendo ¢ = logn, si ottiene

lim H(P)

=1 A
n—o0 LAIC

Esercizi

3.1. Dimostrare che data una stringa s € {0,1}*, se s® indica la stringa
inversa (ossia la stringa s letta in ordine inverso), vale |AIC(s)—AIC(sf)| <
cost.

3.2. Dimostrare che date due stringhe s,t € {0,1}" vale

AIC(s,t) < AIC(s) + 2|AIC(s)| + AIC(t]s) + O(1)
3.3. Dimostrare la disuguaglianza (3.5).

3.4. Usare il Corollario 3.6 per dimostrare che il AIC di una stringa periodica
s & O(log|s|), e che AIC(sl||s|) < cost.
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Capitolo 4

La complessita nei sistemi
dinamici

Il concetto di Algorithmic Information Content (Definizione 3.10) introduce
una nozione di contenuto di informazione per una stringa infinita che non
dipende dal contesto in cui troviamo la stringa. Usando il AIC abbiamo poi
introdotto la nozione di casualita per una stringa finita (Definizione 3.11).
L’estensione di questi concetti alla dinamica simbolica, e quindi ai sistemi
dinamici, viene trattata in questo capitolo. La prima sezione ¢ in larga parte
tratta da [Br].

4.1 1l Teorema di Brudno

Nella Sezione 3.3, abbiamo rivolto la nostra attenzione allo studio del AIC di
una stringa finita come funzione della lunghezza della stringa. In particolare,
nel Teorema 3.16, abbiamo studiato il comportamento asintotico di AIE'(S)
rispetto alla funzione entropia di Shannon. In questa sezione, estendiamo
questo risultato ai sistemi dinamici simbolici.

Sia A = {1,..., N} un alfabeto finito, e @ = AN sia I'insieme delle
stringhe w = (w;);>p infinite con simboli dall’alfabeto A. Indichiamo con w”
la sotto-stringa finita (wq . ..wp—1).

Definizione 4.1. Data una stringa w € 2, chiamiamo complessita di w il
limite AIC(un
K(w) := limsup AIC(W")

n—oo

La complessita di una stringa infinita si puo quindi interpretare come
il contenuto di informazione medio di ogni simbolo della stringa, indipen-

7



78 CAPITOLO 4. LA COMPLESSITA NEI SISTEMI DINAMICI

dentemente dal contesto. Nel teorema seguente, vedremo che coincide con
I'idea di contenuto di informazione introdotto dall’entropia di Shannon.
Sia (€2, 7) un sistema dinamico simbolico, dove 7 € lo shift definito nel-
I’equazione (2.7). Per una misura di probabilita v su €, che sia 7-invariante,
indichiamo con h,(7) l'entropia metrica (vedi Definizione 2.17).

Teorema 4.1 (Brudno). Se v é misura di probabilita su ), T-invariante ed
ergodica, allora K(w) = hy,(T) per v-q.o. w € Q.

Dimostrazione. Per calcolare h,(7) usiamo il Teorema 2.15 applicato alla
partizione generante Z = {C(j,0,1) : j=1,..., N}, dove ricordiamo che
C(7,0,1) =4{w : wo=j}

Osserviamo innanzitutto che la complessita di una stringa finita e inva-
riante per 'azione dello shift, ossia per ogni w € (2

K(fw)=Kw) VkeN (4.1)

Fissato k € N, indichiamo con @ = 7%(w). Sia U la macchina di Turing
universale scelta per calcolare il AIC. Costruiamo una macchina di Turing
T che accetta input della forma p = p1paps, dove p; € {0,1}* e p; indica una
rappresentazione auto-delimitante di p; (ad esempio possiamo scegliere p; =
E1(pi)). 1l funzionamento della macchina T" avvenga secondo queste regole:
prima di tutto viene calcolata U(ps); vengono poi cancellati py simboli di
U(ps); in testa a quello che resta, viene scritta la stringa U(p;). Cosi se p3
¢ un programma per w"t* e se p; = 0 e py = k, si ha T(p1pap3) = @™
Applicando I'equazione (3.2), si ottiene

AIC(Q") < AIC (W) + 2log k + cost
quindi, per la complessita, si ottiene

AIC(w™*) + 2log k t
K(®) < limsup [AIC(w"tk) + 2logk + cost] n+k _
n—oo n 4+ k n

K(w)

In maniera del tutto analoga, se p3 ¢ un programma per @" ¥, se p = 0 e se

U(p1) = Wk, si ottiene T (p1p2p3) = w". Ragionando come prima si ottiene
K(w) < K(@). Abbiamo quindi dimostrato ’equazione (4.1).

Definiamo poi per la complessita gli insiemi di livello, e di sopra e
sotto-livello. Poniamo A; := {w : K(w) =1}, A = {w : K(w) >t} e
Ay ={w : K(w) < t}. L'equazione (4.1) implica che questi insiemi sono
T-invarianti. Dimostriamo che sono anche insiemi misurabili. Osserviamo
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che si puo scrivere

s=-UUnN {w ; AIC(w")<<t—;>n}

k>1 N>1 n>N

La misurabilita di A, segue allora dalla misurabilita degli insiemi

{Amw) < (t _ }{) n}

che sono unione finita di cilindri. Un ragionamento analogo vale per Af , €
la misurabilita di A; segue da quella di A; e A}f.

Lemma 4.2. Se v é misura di probabilita, T-invariante ed ergodica, allora
K(w) > hy(7) per v-q.o. w € Q.

Dimostrazione. Se h,(7) = 0 la tesi & banalmente vera. Supponiamo allora
hy(t) > 0 e ragioniamo per assurdo. Indichiamo con @ linsieme @ :=
{w : K(w) < hy(7)}, e supponiamo v(Q) > 0. Per I'equazione (4.1) Q ¢
invariante, ed ¢ misurabile perché ¢ della forma A; con ¢ = h, (7). Allora,
per l'ergodicita di v, si ha v(Q) = 1 (vedi Definizione 2.22). Ponendo @, :=
{w: K(w) < hy(r)—1}, si ha @ = Uen@y, con Q, insiemi invarianti e
misurabili (per gli stessi motivi di @), e @1 C Q2 C --- C Q. Nuovamente
per lergodicita di v, esiste un R € N tale che v(Qr) = 1. Poniamo poi
Qr = Up>1QRk dove

QRrk = {w D AIC(WY < (h,,(f) - ;)z Vi> k:}

evale Qr1 C Qr2 C -+ C Qr. Quindi ¥(Qr) 1, e per ogni § > 0 esiste
un k tale che v(Qry) > 1 — d per ogni k > k.

Applichiamo alla partizione Z dei cilindri di lunghezza uno la Proprieta
di Equipartizione (Corollario 2.22). Fissato un € < min {%, 1- 5}, esiste
no(e) tale che Z,, = T, U N,, con v (Ucen,C) < €, e se w™ & tale che
C(w™,0,n) € T,, vale

2~ (1)+e) « (C(W™,0,n)) < 27" (=) v > ng(e) (4.2)

Poniamo ng = QrrNTy e Q%k = QRrx N Np. Allora per ogni k >
max {k,ng(¢)} si ha V(Q%k) <v(Ng) <e, e V(Q%}k) >1—-§—e>0.
D’altra parte, possiamo stimare V(Qg ) con

v(Qhy) < d({wk L we ng}) V(C(WF,0,k)) (4.3)
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Inoltre, se w € ng, si ha AIC(w*) < k (hV(T) — l), quindi
d({w’“ fwe ng}> < ok(hu(n—%) (4.4)

Mettendo insieme le disuguaglianze (4.2), (4.3) e (4.4) otteniamo
V(ng) < Zk(h,,('r)—%) 27k(hl,(7)75) _ 2]45(6—%)

che implica klim v(Q%,) = 0, in contraddizione al fatto che v(Q%,) >
—00 ? ?

1—0—¢e>0per ognik>max{E,no(5)}. O
Lemma 4.3. Sia P = {P,..., Py} partizione finita misurabile di Q. Fis-
sati v,k € N con r < k, poniamo per m=1,... ., M

, L _
p’"na’“(w,n) =T Z Xpm(TZkJrr(W))
LEJ i=0
dove X, ¢ la funzione indicatrice dell’insieme Pp. Se v ¢ misura di
probabilita T-invariante ed ergodica, allora per v-q.o. w € ) walgono le
relazioni:
(a) 3 pik(w) == lim pLF(w,n) Vm=1,...,.M

n—o0

(b) dr<k tec Z Pk (w) log pli¥(w) < H,(P)

dove H,(P) ¢é l’entropia metrica della partzzwne P (vedi Definizione 2.14).

Dimostrazione. Innanzitutto osserviamo che, essendo v misura di probabi-
lith 7-invariante ed ergodica, v & invariante anche per 7%, per ogni k >
1. Quindi possiamo applicare il Teorema di Birkhoff 2.20 alle funzioni
indicatrici degli insiemi della partizione P, ottenendo (a).

Inoltre, per v-q.0. w, vale pg,il(w) = v(P,), per ogni m = 1,..., M,
grazie all’ergodicita di v rispetto a 7, e si verifica che

1 k—1
= > )
r=0

Basta verificarlo per pjy (w, n) e p% (w, n), e passare al limite. Usando allora
la concavita della funzione f (x = —xlogx si ottiene

H,(P) > % < Zp w) log pyy ())

Quindi la tesi (b) si ottiene per assurdo. O
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Lemma 4.4. Se v é misura di probabilita, T-invariante ed ergodica, allora
K(w) < hy(7) per v-q.o. w € Q.

Dimostrazione. Applichiamo 'idea legata al frequency coding dell’Esempio
1.3. Fissato un intero k& > 0, per ogni stringa w € ) e per ogni n € N,

possiamo scrivere
k  k k

n __ T
w —wOwilwi2...w

k

v

i"L
dove n = mk +r con r < k, e w¥ sono parole in A*. Supponiamo che A*
sia ordinato lessicograficamente, e sia M = d(A¥). Se indichiamo con oy,
con h =1,..., M le parole di A*, possiamo contare le apparizioni in w” di

ciascuna parola di A¥, definendo per ogni h=1,..., M

sh(w”):d({jzl,...,m : wfj zah})

Le stringhe che hanno le stesse frequenze di apparizione delle parole dell’in-
sieme A" sono

m m!
Dm,Sl,...7SM = = | | |
S1 82...8Mm S1: S21...8M¢

e sia N(w™) il numero d’ordine di w™ in questo insieme. Quindi una possibile
codifica di w™ & la stringa

S = <k, M, S1, S2,..., SM, Ty Wy, N(w”))

trasmessa usando il codice prefisso £y (vedi equazione (1.5)) per codificare
k,m,s1,...,sn,r, concatenati con E1(|¢h])qp, dove gf € il programma di wy,
sulla macchina di Turing universale U, e aggiungendo infine N(w™) (vedi
equazione (1.3)). Allora AIC(w™) < |E(S)|, dove E indica il codice prefisso
appena descritto per S. Ne segue che

AIC(w™) < 2log (kmsy ... syrAIC(wy)) + AIC(wg) 4 |Dimsy,...s0 | + O(1)

Osserviamo che m < n, e quindi logs, < logn per ogni h = 1,..., M.
Inoltre esiste una costante R, che dipende solo da k, tale che AIC(wj) < R
per ogni r < k. Quindi

AIC(W") < |Dpsy,...s0 | + O(logn)
e, come abbiamo visto nell’Esempio 1.3, vale

M
K k
[Dinsycpsng | ~ m (—Z " (w,n) log py (%n))

h=1
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dove p;’k(w,n) = #, e la notazione e quella del Lemma 4.3 rispetto

alla partizione P = Zj. Il punto (b) del Lemma 4.3 implica che, scegliendo
opportunamente r, si ottiene

AIC(W") < mH,(Z) + o(n)
per v-quasi ogni w € 2. Quindi

K(w) = hmsup % < limsup mHl/(Zk) _ HV(Zk)

n—00 n n—00 n k

(4.5)

lungo la sotto-successione n = km + r con r fissato. Quindi la prima ugua-
glianza non coincide con la definizione di complessita di una stringa, ma ne
discende facilmente per la limitatezza di r < k.

La tesi segue allora dalla Definizione 2.16 di entropia metrica, applicando
la disuguaglianza (4.5) al variare di k — oo. O

Mettendo insieme il Lemma 4.2 e il Lemma 4.4, otteniamo la tesi del Teo-
rema. O

Affrontiamo adesso il problema per un sistema dinamico (X, T, 1) gene-
rale. Innanzitutto vediamo come definire la complessita dei punti x € X.
Da quanto visto nel Capitolo 2, lo strumento per passare da un sistema
dinamico alla dinamica simbolica e una rappresentazione simbolica.

Definizione 4.2. Dato un sistema dinamico (X,T), sia Z una partizione
finita e misurabile di X, e sia @z la rappresentazione simbolica associata.
Poniamo AIC(z,n,Z) := AIC(¢z(z)"). La complessita K(x,T,Z) di un
punto z € X, relativa alla partizione Z, & definita tramite

AIC A
K(z,T,Z) = K(pz(x)) = limsup AIC(,n, Z)
n—00 n
Teorema 4.5. Sia (X,T) sistema dinamico e p misura di probabilita T-

invariante ed ergodica. Data una partizione Z finita e misurabile, per p-
quast ogni x € X wvale K(x,T,7) = h,(T, 2).

Dimostrazione. Sia vz la misura ¢} indotta su Qz = pz(X) C AN,
dove A ¢ l'alfabeto indotto da Z. Allora vz & misura di probabilita, in-
variante per il sistema (Qz,7) ed ergodica. Inoltre h,,(7) = hu(T,Z).
Applicando il Teorema di Brudno 4.1 al sistema (22, 7,vz), si ottiene che,
se W= {wefy : Kw)=hy,,(~T)}, si ha vz(W) = 1. Quindi, poiché
Vi={reX : K@T,72)=h,T,Z)} = ¢, (W), per la definizione di v,
si ottiene pu(Y) = 1. O
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Come gia osservato nel Capitolo 2, 'utilizzo della rappresentazione sim-
bolica mette in evidenza le proprieta statistiche di un sistema dinamico,
relativamente alla partizione scelta. Per avere informazioni su proprieta as-
solute del sistema, bisognerebbe considerare I’estremo superiore al variare
di tutte le partizioni finite e misurabili. Nel Capitolo 2, abbiamo visto che
questo ragionamento funziona bene per 'entropia metrica (vedi Teorema
2.15), mentre presenta dei problemi per I’entropia topologica. Mostriamo
adesso che per la complessita K(x,T,Z) non si pud considerare l’estremo
superiore al variare di Z.

Proposizione 4.6 (Brudno [Br]). Sia x € X punto non periodico per T,
allora per ogni N € N esiste una partizione P finita e misurabile, tale che
K(z,T,P)=1logN.

Dimostrazione. Scelto N € N, sia A = {1,...,N}, e @ € A0 tale che
K (@) =log N. Una tale scelta ¢ sempre possibile, grazie al Teorema 4.1 con
la misura v definita in (2.13) e simboli di A equiprobabili. Fissato = € X,
poniamo per i =1,..., N

B::{yeX :JkeN te. TH@) =y e (Dk:i}

e Py = X\UY, P,. La partizione P := {Py, Py, ..., Py} & finita e misurabile,
e op(r) =w. Quindi K(z,T,P) =log N. O

Come gia nel caso dell’entropia topologica, si potrebbe aggirare il proble-
ma, considerando i ricoprimenti aperti di X, e definire un concetto di com-
plessita di un punto adatto (vedi [Br]). Tuttavia, noi ci restringiamo a con-
siderare il calcolo della complessita dei punti relativamente a una partizione
fissata.

Nel caso di una misura di probabilita v su 2, che sia T-invariante e
non ergodica, ritroviamo l’entropia metrica h,(7) facendo la media della
complessita delle stringhe.

Teorema 4.7. Data la dinamica simbolica (Q,7,v), con v di probabilita e
T-invariante, vale

/Q K(w) dv = hy(1)

Dimostrazione. La misurabilita della funzione w — K(w) segue dalla
misurabilita degli insiemi A; definiti nella dimostrazione del Teorema 4.1.
La tesi segue poi dall’applicazione di un metodo di teoria ergodica noto come
decomposizione ergodica. Si ottiene l'esistenza di una famiglia (25, v;);es di
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sottospazi di €2, invarianti per ’azione dello shift 7, e tali che le misure v},
con supporto in €2;, siano misure di probabilita 7-invarianti ed ergodiche.
Inoltre, lo spazio J & uno spazio di Lebesgue con misura di probabilita P.
Possiamo quindi scrivere

/QK(w) du:/J(/Qj K (w) duj> dP:/J hy,(T) dP = hy(7)

dove la prima e I'ultima uguaglianza derivano dalla decomposizione ergodica,
mentre la seconda segue dal Teorema 4.1. O

Considerando una partizione Z per un sistema dinamico (X, 7, u), con
4 misura di probabilita T-invariante, si ottiene, ragionando come prima,

/ K(x,T,7) du = hu(T, Z)
X

L’applicazione del Teorema 4.5 & di immediata interpretazione per i si-
stemi caotici (vedi Definizione 2.21). Per un sistema dinamico (X,T), date
e misura fisica con entropia metrica h,(T") positiva, e Z partizione generan-
te, o per cui valga h, (T, Z) > 0, il Teorema 4.5 implica che per p-quasi ogni
x € X vale

AIC(z,n,Z) ~n hy(T, Z) (4.6)

Questa conclusione vale quindi per la mappa del panettiere, per la map-
pa Ty della famiglia quadratica, e per le mappe della famiglia di Pomeau-
Manneville per 1 < z < 2, con le partizioni e le misure indicate negli Esempi
2.16, 2.17 e 2.18. Notiamo che per tutti questi sistemi, I’equazione (4.6) & ve-
rificata per quasi ogni punto rispetto alla misura di Lebesgue sull’intervallo
[0, 1].

4.2 1l caos debole

Nella Definizione 2.21, abbiamo definito debolmente caotici i sistemi dina-
mici che hanno entropia metrica nulla rispetto a ogni misura fisica. Esempi
di questi sistemi sono le rotazioni del cerchio, la mappa T _ della famiglia
quadratica e le mappe della famiglia di Pomeau-Manneville per z > 2. L’ap-
plicazione del Teorema 4.5 a un sistema (X,7") debolmente caotico implica
che, data una misura fisica u ergodica, vale

AIC(z,n,Z) = o(n) (4.7)
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per p-q.0. x € X e per ogni partizione Z finita e misurabile. Questo risul-
tato non puo essere soddisfacente per due ragioni. Innanzitutto, osserviamo
che non consente di classificare i sistemi debolmente caotici, fornendoci solo
una stima molto rozza del comportamento asintotico di AIC(z,n,Z). Que-
sto problema si verifica anche per I'applicazione del Teorema di Shannon-
McMillan-Breiman (Teorema 2.21), che nel caso debolmente caotico implica
solo che log m = o(n), per u-q.o. x € X e per ogni partizione Z.

Ma un secondo problema riguarda il supporto delle misure fisiche. Per
le mappe T, di Pomeau-Manneville con z > 2, per esempio, ['unica misura
fisica e singolare rispetto alla misura di Lebesgue. Quindi il Teorema 4.5 ¢, a
priori, applicabile solo a un insieme di punti di misura di Lebesgue nulla. Per
ottenere un risultato che valga per un insieme di punti di misura di Lebesgue
positiva, dobbiamo allora considerare il caso delle misure invarianti infinite.

Teorema 4.8. Dato un sistema dinamico (X,T) e una misura p su X,
che sia o-finita, T-invariante ed ergodica®, per ogni partizione Z finita e
misurabile vale K(x,T,Z) =0 per u-q.o. x € X.

Dimostrazione. Basta adattare i Lemmi 4.3 e 4.4 della dimostrazione del
Teorema di Brudno, al caso di un sistema dinamico con misura infinita.
In particolare, bisogna usare la versione del Teorema di Birkhoff (Teorema
2.20) per le misure infinite. O

Anche per i sistemi dinamici con misura infinita vale dunque I’equazione
(4.7). Per ottenere quindi una classificazione dei sistemi debolmente caotici
o con misura infinita, sempre rispetto al comportamento del AIC delle loro
orbite simboliche, bisogna misurare i comportamenti asintotici sub-lineari.
Iniziamo trattando il caso della dinamica simbolica.

Sia A alfabeto finito, e Q = ANo 1o spazio delle stringhe infinite con
simboli di 4. Sia v una misura di probabilita su 2, non necessariamente
invariante rispetto all’azione dello shift 7. Definiamo gli indici di caos globali
e locali.

Definizione 4.3. L’indice globale superiore di caos q(Q2,v), relativo alla
misura v, e dato da

q(Q,v) = inf {q € (0,1) : limsup / AIC(W") dv = O}
n—00 0] nd

In maniera analoga ¢ definito l'indice globale inferiore di caos q(£2,v), sosti-
tuendo il limsup con il liminf.

!Sia sempre sottintesa l'ipotesi di conservativita (vedi Sezione 2.5)
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Definizione 4.4. L’indice locale superiore di caos q(w) ¢ dato da

AIC(W") _ 0}

g(w) = inf {q € (0,1) : limsup -

n—oo

In maniera analoga ¢ definito I’indice locale inferiore di caos q(w), sostituen-
do il limsup con il liminf.

Studiamo ora alcune proprieta degli indici di caos introdotti.

Proposizione 4.9. Gli indici locali di caos sono una funzione misurabile
su €.

Dimostrazione. Dimostriamo la tesi per l'indice locale superiore. In
maniera del tutto analoga si ragiona per I'indice inferiore.

La tesi si ottiene mostrando che gli insiemi @ = {w : g(w) < v} sono
misurabili per ogni v € (0,1). Fissato v, scriviamo Q, = Uy Ag ., dove

- AIC(wW"
A,—Cvz{w Vk>k limsupc(cf):()}
’ n—00 n'"%

Basta quindi mostrare che sono misurabili gli insiemi Ay, . Scrivendo Ay, =

N>k Ck, dove
Cy = {w : limsupAICi(ul}) = 0}

n—00 n'"k
la tesi si ottiene dalla relazione
11
Cy = w : AIC(W™) <n"™ % —
N U N{ @) <mt 1}
heN NeN n>N
che mostra la misurabilita degli insiemi C%, e quindi degli insiemi A’_m' O

Proposizione 4.10. Gli indici locali di caos sono invarianti per ’azione
dello shift su €.

Dimostrazione. Dalla definizione di Algorithmic Information Content
(vedi Definizione 3.10), per ogni w € Q) vale

AIC(W") < AIC((1w)™) + ¢(A) + cost (4.8)

dove la costante ¢(.A) dipende solo dall’alfabeto. Infatti, dalla stringa (7w)™,
possiamo ricostruire la stringa w™ aggiungendo l'informazione sul simbo-
lo wY, e usando una macchina di Turing apposita (che comporta l'ulte-
riore costante, indipendente dalla stringa e dall’alfabeto). Seguendo un
ragionamento analogo, si dimostra che

AIC((tw)"™) < AIC(w") + ¢(A) + cost (4.9)
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Mettendo insieme le disuguaglianze (4.8) e (4.9), otteniamo che per ogni
q € (0,1) vale

AIC(w™) < AIC((tw)™) + ¢(A) + cost < AIC(w™) + 2¢(A) + cost
nd - nd - nd

(4.10)

e la tesi segue dalla definizione degli indici locali di caos. O

Come conseguenza delle Proposizioni 4.9 e 4.10, segue

Teorema 4.11. Sia p misura sullo spazio €, invariante per lo shift ed
ergodica. Allora esistono q,q € (0,1) tali che per pu-q.o. w € Q si ha

Gw) =7 eqw) =gq.

Teorema 4.12. Data la dinamica simbolica (2,7, 1), con u T-invariante ed
ergodica, e data una misura di probabilita v ~ p, vale

7<q(Q,v) <q(Q,v)
dove q ¢ l'indice locale inferiore costante.

Dimostrazione. La tesi segue dall’applicazione del Lemma di Fatou, da
cui otteniamo

/ lim inf M dv < liminf / M dv
X a X

n—o00 n n—o00 nd

e dall’ovvia disuguaglianza

liminf/ AIC(w)dZ/<limsup/ Mdl/ O
X X

n—o00 n n—oo n4

Per definire gli indici di caos per un sistema dinamico generico, usiamo
di nuovo la rappresentazione simbolica. Dato il sistema (X,7T) con X C R¥,
per un certo k > 1, sia Z una partizione finita e misurabile di X e p una
misura di probabilita su X equivalente alla misura di Lebesgue my, non
necessariamente T-invariante. La rappresentazione simbolica ¢z associa, al
sistema (X,T) con misura u, un sottospazio Qy C AN (con A alfabeto
associato a Z) e una misura di probabilita vy.

Definizione 4.5. Gli indici globali di caos q(T,p,Z) e q(T, p, Z), relativi

alla partizione Z e alla misura p, coincidono con gli indici (2, vz) e ¢(Q, vz),

rispettivamente. -
Analogamente gli indici locali G(x,T,Z) e q(x,T, Z), relativi alla parti-

zione Z, coincidono con gli indici g(pz(x)) e q(¢z(z)), rispettivamente.
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Valgono per gli indici globali e locali del sistema (X, T") gli analoghi dei
Teoremi 4.11 e 4.12. Osserviamo che esistono esempi di sistemi dinamici,
per cui si possono ottenere indici globali di caos diversi cambiando la misura
di probabilita p scelta.

Esempio 4.1. Trattiamo innanzitutto il caso delle rotazioni irrazionali del
cerchio. Il nostro sistema dinamico (X, T,,m) ¢ dato da X = [0,1]/(0 ~ 1),
Ty :x— x+ a(mod 1) con o € R\ Q, e m misura di Lebesgue, che risulta
T,-invariante, ergodica e con entropia metrica nulla. La misura m ¢ anche
I’unica misura di probabilita invariante. Quindi le rotazioni irrazionali sono
un esempio di sistema dinamico debolmente caotico.

Consideriamo la partizione Z = {[0, %), [%, 1)}7 e calcoliamo gli indici
locali di caos relativi alla partizione Z e alla misura m.

Teorema 4.13. Per m-q.o v € X vale q(x,To, Z) = q(x,To, Z) = 0.

Dimostrazione. La dimostrazione si basa sullo sviluppo in frazioni continue
dell’angolo « di rotazione, e sulla sua approssimazione tramite razionali (vedi
[RS]).

Dato un numero irrazionale o € (0,1), la sua espansione in frazione
continue ¢ data da una successione di interi (aj)r>1 detti quozienti parziali,
tali che

1
a= i = [a1,a92,as,...] (4.11)
a/ ——
1+ 1
ag + ———
Osserviamo che i numeri razionali hanno un’espansione finita, e indichiamo
con Z—: = [a1,aq9,...,a] la successione di approssimanti razionali del nu-

mero «. Questa approssimazione € la “migliore” possibile tramite numeri
razionali, e in particolare vale la stima

1
g - (aks+1 +2)

1

2
qj. * Ok+1

<la—2E

gk

< (4.12)

Sia ¢ la stringa infinita in NN associata ad «, i cui simboli sono i quozienti
parziali (ay)k. Analogamente, dato un punto x € (0, 1), indichiamo con

[€1,&2, ..., &n, ... ] lasua espansione in frazioni continue, e sia s la stringa dei

suoi quozienti parziali. Indichiamo inoltre con %’: gli approssimanti razionali
1 ] Th _—

di z, ossia & = [€1,&2, ..., &)

Dalla stima (4.12) segue che la conoscenza dei primi k + 1 quozienti
parziali di « (che servono a specificare i primi k approssimanti razionali),
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permette di concludere che, per ogni n € N, l'iterata n-esima 77 (x) si trova
nell’intervallo

IF .= (x—i-np—k— )(modl),(:c—i—np—k—i-

n
qk q/%akﬂ qr  qp0k4+1

)(mod 1)

D’altra parte, se 'intervallo I,’f non contiene i punti 0 e %, la conoscenza degli
estremi di questo intervallo permette di determinare il simbolo w,, € {0,1}
dell’orbita simbolica di z. Sia T}, la rotazione del cerchio di angolo razionale
’;—:, e sia w” Porbita simbolica di z rispetto all’azione della mappa Tj. Allora,
se l'intervallo I¥ non contiene i punti 0 e %, si ha w¥ = w,. Poniamo

A(k,n) = {:U €X : wp #Wﬁ}

Si ottiene allora che
4n

m(A(k,n)) < —
i 0k+1

per ogni k e n. Quindi, la misura dei punti z € (0,1) per cui (wy...wy,) #
(wWh...wk) & data da

n

m (LnJ AUM’)) < Zn:m(A(k,i)) <y 4i - 2n(n+1)
=1 i=1

2 2
i1 diedk+1 4 0k+1

Sia k(n) una successione di interi tale che

i o (4.13)

1 qlz(n)ak(n)—&-l

Per il Lemma di Borel-Cantelli, si conclude che per m-q.o. x € X esiste un
intero ng > 0 tale che z € X \ A(k(n),n) per ogni n > ng, e quindi

AIC(z,n,Z) < AIC’(wg(n)wlf(n) . wa(fl)) + cost

Basta infatti conoscere l'orbita simbolica di = per la mappa T}, € cambiare
poi i primi ng simboli per ottenere I'orbita simbolica di  per la mappa Ty,.
La costante aggiunta dipende quindi dal punto x, ma non da n.

Bisogna quindi stimare il contenuto di informazione dei primi n simboli
della stringa w”. Innanzitutto bisogna conoscere gli approssimanti razionali
Z—:, quindi la stringa o**1. Serve poi conoscere il punto z. Data la stringa s
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dei suoi quozienti parziali, conoscendo s"*! ¢ possibile approssimare z con
i razionali :—:, e quindi z + ng—:(mod 1) & contenuto nell’intervallo

Jh = [(Th +nlE ! )(mod1), ( hoyPry )(mod 1)

123 a tE & a3 &

Ripetiamo adesso lo stesso ragionamento di prima, e scegliamo una succes-

sione h(n) tale che
o

4
dom——— < (4.14)
n—1 th(n) fh(n)-i—l

Allora per m-q.o. = € X, esiste un ny > 0 tale che, per ogni n > nq, ¢
possibile determinare w’ dalla conoscenza di [¢1, &, . . . s Ehn)+1)-

Mettendo insieme quello che abbiamo visto finora, concludiamo che per
m-q.0. © € X esistono funzioni a valori interi k(n) e h(n), tali che per n
grande abbastanza

AIC(z,n,Z) < AIC’(wg(n) f(n) . wi(fll)) + cost <

(4.15)
< AIC(o*™+1) 1 AIC(sM™+1) 4 logy n + cost

dove il termine logy n & 'informazione necessaria a ricostruire ’orbita simbo-
lica lunga k(n) del punto razionale h("> per la mappa Tj(,). Notiamo infine

che la costante e indipendente dalla lunghezza dell’orbita, ma dipende dal
punto x.

Per concludere la dimostrazione, resta il problema di stimare AIC(c%),
per una generica stringa o = (ajaz...) di quozienti parziali. Una prima
stima e

AIC(c%) < k logy(max{a; : i=1,...,k})+ cost (4.16)

dove abbiamo semplicemente applicato la Proposizione 3.4 estesa a un ge-
nerico alfabeto di cardinalita max{a; : i =1,...,k}.

Lemma 4.14. Poniamo f(k) := max;<j a; e per una successione k(n) impo-
niamo che valga

i < 0 (4.17)

1 qk(n)ak(n)—i-l

Allora ¢é possibile scegliere k(n) tale che k(n)log(f(k(n))) = o(n€) per ogni
e> 0.
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L’applicazione di questo lemma ai termini ATC(c*("+1) e ATC(sh(M)+1),
usando la disuguaglianza (4.15), implica la tesi. O

Dimostrazione del Lemma 4.14. Dato un qualsiasi @ € R\ Q, la migliore
stima sui denominatori q; dei suoi approssimanti razionali e

1 1
T Nk < = 4.18
2 [TiZ Gile) I1i% G'(e) e
dove G : [0,1] — [0,1] & la mappa di Gauss, definita da G(z) = {1/z}
per z € (0,1] and G(0) = 0. Otteniamo in particolare che, per ogni k,
ak = %f (k). Un’altra stima dal basso alla crescita dei denominatori gy €

fornita dai denominatori del numero aureo & = ‘/‘?’271, i cui quozienti parziali
verificano a; = 1 per ogni ¢ > 1. Dunque i denominatori g del numero aureo
sono i piu piccoli possibili, e sono uguali ai numeri di Fibonacci Fj. Quindi,
in generale g > F}, per ogni k.

Le due stime che abbiamo ottenuto per i denominatori g hanno lo stesso
ordine di grandezza se la funzione f(k) cresce esponenzialmente.

Se, piu in generale, f(k) = O(exp(k)), usiamo la stima g > Fj. Otte-
niamo

= = 4n = n
< ~ -
1; Gi () W) +1 _; Fin) ,;1 (L))

Scegliendo quindi k(n) ~ log n? otteniamo la condizione (4.17). Inoltre
risulta klog(f(k)) = O(k?), da cui segue la tesi.

Se invece f(k) cresce piu velocemente di un’esponenziale, risulta piu utile
la stima g > f(k). Infatti, possiamo scrivere in questo caso

o0

Sy

o— qk(n)ak n)+1

e la condizione (4.17) si ottiene scegliendo f(k(n)) ~ n2. Se ne deduce che
si puo scegliere k(n) = o(n€) per ogni € > 0, quindi k(n)log(f(k(n))) ~
k(n)logn = o(n®) per ogni € > 0. O

Per concludere la trattazione delle rotazioni, osserviamo che abbiamo
ottenuto, nel corso della dimostrazione, un interessante collegamento tra il
AIC delle orbite simboliche e le proprieta aritmetiche dell’angolo di rotazione
e della condizione iniziale. In particolare, piti sono comprimibili le stringhe
dei loro quozienti parziali, pitt & comprimibile ’orbita simbolica. A
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Per le rotazioni del cerchio, abbiamo ottenuto gli indici locali di caos
usando solo strumenti di teoria dei numeri, e stime generiche per il AIC. T
risultati per la mappa T)_ della famiglia logistica, e per le mappe 7, con
z > 2 della famiglia di Pomeau-Manneville, richiedono invece I'utilizzo di
strumenti piu raffinati della teoria dei sistemi dinamici, in particolare la
rinormalizzazione e lo studio dei tempi di ricorrenza. Ci limitiamo allora ad
enunciare i risultati.

Teorema 4.15. Data una partizione Z di [0, 1], fatta di un numero finito
di intervalli, per ogni x € [0,1] vale G(x, T, Z) = q(x,Tr.., Z) = 0.

Teorema 4.16. Per ogni misura di probabilita p su X = [0,1]/(0 ~ 1) asso-
lutamente continua rispetto alla misura m di Lebesgue, e per ogni partizione
Z di X in un numero finito di intervalli, vale

1 per z =2
ATy, 2) = q(Tey . Z) =
-1 Dperz>2

Inoltre per la partizione Z = {[0,x,),[x., 1)}, dove z, é il numero reale in
(0,1) soluzione di x, + z% = 1, otteniamo che gli indici locali di caos sono
costanti m-q.o., e i loro valori G(T., Z) e q(T., Z) verificano, per ogni z > 2,

Q(sz Z) < 7(Tz7 K, Z) = q(sz H, Z) < Q(Tza Z)
dove 1 € come sopra.

Osserviamo che la conclusione del Teorema 4.16 relativa agli indici lo-
cali e piu forte del Teorema 4.12, in quanto riguarda anche 'indice locale
superiore, per il quale il Lemma di Fatou non ci fornisce risultati nel caso
generale.

I risultati dei Teoremi 4.15 e 4.16 indicano che gli indici di caos possono
essere buoni strumenti per la classificazione dei sistemi dinamici debolmen-
te caotici. Strumenti il cui legame con altri indicatori classici della teoria
statistica dei sistemi dinamici va studiato e approfondito. Da una parte
per ampliare la trattazione teorica dei sistemi dinamici, ma anche per gli
aspetti numerici del metodo legato alla teoria dell’informazione. Infatti,
nonostante il AIC di una stringa sia una una funzione non computabile, &
molto sviluppata, nell’informatica teorica, la ricerca di algoritmi in grado di
approssimare bene il AIC di una stringa, in particolare i cosiddetti algoritmi
di compressione, che sono alla base dei moderni mezzi di compressione dati,
come zip, gzip, ecc.
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