Analisi Matematica II
Corso di Ingegneria Biomedica
Compito del 24-02-2011

-E obbligatorio consegnare tutti i fogli, anche quelli della brutta.
- Le risposte senza giustificazione sono considerate nulle.

Esercizio 1. (10 punti) Data la funzione
fz,y) = x siny

i) trovare tutti i punti critici liberi, e determinare se si tratta di punti di massimo locale, di minimo locale o
di sella;

ii) trovare massimo e minimo assoluti di f ristretta all’insieme

D:{(:c,y)eR2 1<z <1, 0§y§27r};

Esercizio 2. (10 punti) Data la superficie ¥ = o (D) di parametrizzazione

o(u,v) = (cosv, sinw, u) con D:{(u,v)e]R2 : Ogugl,Ogvg%}

i) dire se & una superficie regolare;
ii) scrivere ’equazione parametrica del piano tangente a ¥ nel punto P = o (%, %);

iii) calcolare I'area di X.

Esercizio 3. (12 punti) Dato il campo di vettori

“(e"—1)
x _1)2 2
F(z,y) = ( e )
(em=1)7+y?
i) dire se ¢ irrotazionale;

ii) dire se & conservativo;

iii) calcolare il lavoro di F lungo la curva v(t) = (sin t, 1+ t) cont € [0, n].



Svolgimento

Esercizio 1. (10 punti) Data la funzione

f(z,y) = siny

i) trovare tutti i punti critici liberi, e determinare se si tratta di punti di massimo locale, di minimo locale o
di sella;

La funzione f & definita su tutto R? ed & almeno di classe C2.
Bisogna trovare in punti nel dominio che annullano il gradiente. Si trova

siny
Vitey) = ( T CoSYy )

e quindi ponendo V f = 0 si ottiene che sono critici tutti i punti della forma
Pk:(O,kw), keZ

Per determinare la natura dei punti critici, calcoliamo la matrice Hessiana di f che e data da
0 cosy
Hy(z,y) = ,
cosy —x siny

Hy(Py) = Hs(0,km) = ( (_Ol)k (_S)k )

Quindi

per cui per ogni k € Z il punto critico Py € un punto di sella.

ii) trovare massimo e minimo assoluti di f ristretta all’insieme

D:{(av,y)ER2 1<z <1, O§y§27r}.

La funzione f e continua su D che & un insieme compatto, quindi per il Teorema di Weierstrass esistono
massimo e minimo di f ristretta a D.

Dobbiamo prendere in considerazione i valori che la funzione assume sui punti critici liberi interni a D,
sui punti critici vincolati al bordo di D, e sugli eventuali spigoli del bordo e punti di non derivabilita della
funzione.

L’unico punto critico interno a D ¢ P, = (0, 7).

Per studiare i punti critici vincolati al bordo di D, dividiamo il bordo in quattro parti e usiamo le
parametrizzazioni

7 (t) = (¢, 0) te[-1,1]
Y2 (t) = (1, t) t €[0,2n]
v3(t) = (¢, 27) te[-1,1]
v4(t) = (-1, t) t € [0, 2m]
Sostituiamo in f e otteniamo le funzioni di una variabile

0 = f(60) =0 tel-11

g2(t) = f(1,t) = sint t €10, 27]



g3(t) = f(t,2m) =0 tel[-1,1]
gs(t) = f(=1,t) = —sint ¢t € [0,27]

Le funzioni g; e g3 sono costanti. La funzione go ha punti critici interni al suo intervallo di definizione nei
punti t; = 5 ety = 37” Troviamo dunque i due punti critici vincolati

009 0= (12)

La funzione g4 ha punti critici interni al suo intervallo di definizione nei punti t3 = 7 e t4 = %” Troviamo
dunque altri due punti critici vincolati

a(15). 0 (23)

Gli spigoli del bordo sono i punti
Sl = (—1,0), Sg = (1,0), 83 = (1,27‘1’), S4 = (—1,27‘(’)

mentre non ci sono punti di non derivabilita della funzione.
Quindi in conclusione dobbiamo confrontare i valori

f(Pl):07 f|F1:f‘F3:07 f(Ql):la f(Q2):_17 f(Q3):_17 f(Q4):1
f(Sl):O7 f(SQ):Oa f(S3):07 f(S4):O

e concludiamo
max f =1 min f = —1
D f ’ D f

Esercizio 2. (10 punti) Data la superficie ¥ = o(D) di parametrizzazione

o(u,v) = (cosv, sinwv, u) con D:{(u,v)€R2 : Ogugl,Ogvg%}

i) dire se & una superficie regolare;

La parametrizzazione o : D — R3 & una funzione di classe C! e iniettiva nella parte interna di D. Rimane
da calcolare il rango della matrice Jacobiana di o, che & data da

0 —sinv
Jo(u,v) =1 0 cosv
1 0
I determinanti delle matrici 2 x 2 sono A(u,v) = —cosv, B(u,v) = sinv e C(u,v) = 0. Si vede che

allora per ogni (u,v) nella parte interna di D il rango di J,(u,v) & due, perché non si annullano mai
contemporaneamente A, B e C.
La superficie & quindi regolare.

ii) scrivere I’equazione parametrica del piano tangente a ¥ nel punto P = ¢ (%, %);



Il punto P & regolare per ¥, quindi il piano tangente & generato dai vettori wy = o, (ug,vg) € wa =
o, (g, vo) dati dalle due colonne della matrice J, (ug,v9) con P = o(ug,vp). Dalla definizione di P abbiamo
(up, vg) = (%, %) e equazione parametrica del piano tangente ¢

7 0 -
{P+ X wi+pwy : A\ peR}= Tol+x{of+n| ¥ |:Aner
: 1 0

iii) calcolare l’area di X.

Sia n(u,v) = oy (u,v) X oy (ug, vg) il vettore normale alla superficie, dato dal prodotto vettoriale delle due
colonne della matrice J,(u,v). Si trova

— COSv

n(u,v) = | —sinv

e vale

Area(X) = //D [ (u, v)|| dudv = //D 1dudy = /01 (/0
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Esercizio 3. (12 punti) Dato il campo di vettori

e”(e”—1)
T __ 2 2
F(:c,y>=< SR )

y
GV,
i) dire se & irrotazionale;

Per un campo di vettori in R? si ha

_@_@__ 2e*(e* — 1)y 2e”(e” - 1)y
N (e N (CES VRS L

Quindi il campo é irrotazionale.

ii) dire se & conservativo;

Il dominio di F ¢ I'insieme
Q=R*\{(0,0)}

che non & semplicemente connesso. Dobbiamo quindi studiare il lavoro di F' lungo una curva chiusa intorno
all’origine. Per semplificare i calcoli scegliamo la curva

1 1 .
~v(t) = (log (1 + 3 Cost> ' 3 smt) t € [0, 2n)

disegnata nella figura 1. Si ottiene dalla formula

2m 2m
1 1
L(F,~) = /0 <F(y(t),~'(t) > dt = /0 4 {4 sint cost + 1 sint cost| dt =0
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Figure 1: Il sostegno della curva ~.

Quindi il campo & conservativo.

iii) calcolare il lavoro di F lungo la curva ~(t) = (sin t, 1+ t) con t € [0, ].

Il campo ¢ conservativo, quindi per calcolare il lavoro ci basta conoscere un potenziale f(z,y) di F per
ottenere

L(F,y) = f(y(m) = f(4(0)) = f(0, 1+ m) — f(0,1)

Cerchiamo allora un potenziale di F. Fissiamo il punto Py = (1,0) e un punto generico P = (z,y) € Q. Se
x > 0 scegliamo la curva ¥ = 4; U J2 con

Aty =0 —t+tx,0) te[0,1] e  Ft)=(z,ty) te][0,1]

per cui
_ 14+ . 0
() = e Ya(t) =
0 Yy
e poniamo
f(z,y) = L(F,7) = L(F, %) + L(F, %)
Si ha

) 1 e(1—t+t) (1t ia) 1 N

1
. ty _ (1 T 1\2 22‘1_1 12,2\ Tz
L(F7’72)—/0 ((611)2+t2y2 y) dt = (210g|(e 1) +t%y |) 0 2log ((e 1) +y) log(e® — 1)
e dunque
1 T 2 2
F(@,y) = 5 log (" = 1)? +y?) — log(e — 1)

¢ un potenziale. Il lavoro di F lungo v ¢ quindi

L(F,y) = f(v(m)) = f(4(0)) = £(0,1 + 7) = £(0,1) = log(1 + m).



