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Esercizio 1 (2 punti). Data la funzione
fla,y) =y° +22° +y* — 2zy — 4z + 2y + 2
quale affermazione ¢ vera?

e (1,0) & un punto di minimo locale;

e (1,0) & un punto di sella;

(1,0)
(1,0)
(1,0) € un punto di massimo locale;
(1,0)

1,0) non € un punto critico;

nessuna delle altre.

Esercizio 2 (3 punti). Dati
f@y) = (z—1)° + day*
Q:{(m,y)eRQ tx <2, —z<y<uz}

determinare massimo e minimo di f(z,y) su 2.

Esercizio 3 (3 punti). Calcolare 'integrale

// ydx dy
Q

Q={(z,y) eR? 1 y>0,z>y* 22 +4> <2}

Esercizio 4 (1 punto). Dati il campo di vettori F e la curva (v, I)
4zt +y +sinx
F(z,y) = s
r+y’ +eé¥
v:[0,27] = R, ~(t) = (cost, sint) .

calcolare il lavoro di F lungo la curva (v, ).

Esercizio 5 (1 punto). Data la curva (v, I) e il punto P del suo sostegno I
Vi[FL1 R, () = (42, 1+€)
P=(2,2)

dire quale punto appartiene alla retta tangente a I' in P:
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nessuno degli altri

Risposte

Esercizio 1. La funzione f(z,y) ¢ un polinomio con dominio R?, quindi ¢ differenziabile
almeno due volte in tutti i punti del dominio. Per studiare la natura del punto P = (1,0), iniziamo
calcolando V f(P). Si ha

v B dxr — 2y — 4 indi V£(1,0) = 0
(z,y) = Byt 2y — 20 4 2 e quindi (1,0) = 0

Il punto P & quindi un punto critico per f. Possiamo ora usare la matrice hessiana di f per decidere
se P ¢ un punto di minimo locale, di massimo locale o di sella. Si ha

4 —2 o 4 -2
Hf(x,y) = o 208 49 e quindi Hf(1,0) = o

Si verifica che det(H f(1,0)) =4 > 0 e tr(H f(1,0)) = 6 > 0, quindi P & un punto di minimo locale.

Esercizio 2. L’insieme ) e rappresentato nella figura 1.

-1 0 1 2 3

Figure 1: L’insieme §2.



Per studiare massimo e minimo assoluto di f su 2 dobbiamo considerare i valori che la funzione
assume su eventuali punti di non differenziabilita, sui punti critici liberi interni a €2, sugli eventuali
spigoli del bordo e sui punti critici vincolati al bordo di €.

La funzione f & un polinomio con dominio naturale X = R?, e quindi ¢ differenziabile su R?, e
per calcolare le derivate parziali possiamo applicare le usuali regole di derivazione in ogni punto.
Per cercare punti critici liberi interni a §2 cerchiamo dunque le soluzioni del sistema

2(r — 1) +4y*> =0
8ry =0

che sono interne a €. Il sistema ammette come soluzioni i punti C1 = (1,0), C = (0,4/3) e

Cs = (0, —\/g ). L’unico interno a Q & C, che e quindi & il primo punto da considerare.
Ci rimane da studiare il comportamento di f sul bordo di 2. Come spigoli indichiamo i punti

S1=(0,0), Sy=(2,2) e S3=(2,-2)

e dividiamo il bordo in tre parti

MH={z=2,-2<y<2}

MNy={y=2,0<z<2}

I'3={y=—2,0<x<2}.

Per quanto riguarda I'; possiamo usare la parametrizzazione
mn(t) =(2,1), te[-2,2],

e componendo con f troviamo la funzione di una variabile

g1(t) = f(n(t) =1+ 8>

Si trova ¢} (t) = 16t, che nell’intervallo in considerazione si annulla nel punto 0, e identifica quindi
il punto critico vincolato

Q1 =7(0)=(2,0)

Per quanto riguarda I'y possiamo usare la parametrizzazione
() =@, 1), te[0,2],
e componendo con f troviamo la funzione di una variabile
Gt)=f(p)=t-12+43 =43+t -2t +1, t€]0,2].

Si trova gh(t) = 12t%2 +2t — 2, che nell’intervallo in considerazione si annulla nel punto %, e identifica

quindi il punto critico vincolato
1 11
Q2 =2 <3> = (37 3>-

3



Per quanto riguarda I's possiamo usare la parametrizzazione
wlt)=(t, —t),  tel0,2],
e componendo con f troviamo la funzione di una variabile
g3(t) = flr@®)=(t—1)2+43 =43 +2 -2t +1, te€]0,2].

Si trova g4(t) = 12¢>+2t — 2, che nell’intervallo in considerazione si annulla nel punto %, e identifica

quindi il punto critico vincolato
1 1 1
Q3 =13 <3) = <3; —3>-

I valori che dobbiamo confrontare sono dunque

f(C1) =0, [f(S1)=1, [(52)=f(53) =33,
QD=1 J(@Q)=F(@s) = 5.
Quindi il massimo di f & 33 e il minimo & 0.

Esercizio 3. L’insieme §) ¢ rappresentato nella figura 2.

Figure 2: L’insieme §2.

Il punto di intersezione tra le curve x = y* e 22 + 2 = 2 che ci interessa, ¢ il punto P = (1,1).
Possiamo quindi scrivere €2 come unione di due insiemi semplici rispetto a y nella forma

Q:{(w,y)€R2 : 0§x§1,0§y§x%}u{(x,y)eﬂ£2 : 1§x§\/§,0§y§\/2—x2},
oppure come insieme semplice rispetto a x nella forma
QZ{(SE,y)GR2 10<y<l,y'<z< 2—@/2}

L’integrale si puo quindi calcolare usando entrambe le formule di riduzione. Nel primo caso troviamo

//def”dyz/ol (/Om ydy)d:c+/lﬁ (/Omydy)dx:

4

=



1 [t 1 V2 1,2 s\(1 1 1 V2 3442
== 2 dy + = 2—2d:7<7 *) 7(2 —73>‘ = “v=
2/0 x2 x—i—z/l (2 —2%)dx 5 37%)|, T3 (Zr—377)]|, G

Mentre nel secondo caso possiamo scrivere

[ vaear= [ ([ iy [ (/T 7)o
:<7

Esercizio 4. Il campo di vettori F & definito su X = R? e verifica

1L —34+4V2

1
9_ 25 _ 2 6)‘
(2—-y7)2 ¥ ), G

Lo =

oF, . OF

rot(F) (z,y) =

Quindi, applicando il Lemma di Poincaré, concludiamo che F & conservativo su R2. La curva (v, I)
e chiusa, essendo y(27) = v(0) = (1,0). Quindi il lavoro & nullo.

Esercizio 5. La parametrizzazione v(t) ¢ di classe C', quindi la retta tangente al sostegno
della curva esiste in tutti i punti che corrispondono ai valori del parametro ¢t € (—1,1) per cui
7' (t) # 0. In particolare per P = (2,2) troviamo innanzitutto ¢y € (—1,1) tale che v(to) = P,
quindi risolviamo il sistema

to+2=2
{ 1+elo =2

Si ottiene facilmente ty = 0, e quindi la retta tangente al sostegno nel punto P ¢ generata dal

vettore velocita
, 1 1
7 (to) = do ) T\ g

e un vettore normale al sostegno nel punto P e quindi

()

L’equazione cartesiana della retta tangente al sostegno della curva in P ¢ allora
(x—2)—(y—2)=0 <& z—y=0

e quindi il punto che appartiene alla retta ¢ il punto (1,1).



