Analisi Matematica I1
Corso di Ingegneria Gestionale
Compito A del 15-06-2016

- E obbligatorio consegnare tutti i fogli, anche la brutta e il testo.
- Le risposte senza giustificazione sono considerate nulle.

Esercizio 1. (12 punti) Data la funzione

— 2 se (z, 0,0
fl@,y) = (202+3y2) 3 () £ 0.0)
0 se (z,y) = (0,0)

i) dire in quali punti del suo dominio la funzione ¢ continua;

ii) determinare massimo e minimo di f(z,y) su

h {(x’y)ERQ : 2$2+3y2§67x2—\/§}.

Esercizio 2. (8 punti) Calcolare I'integrale

// ﬂdmdy
z? + y?

dove Q= {(z,y) eR? : 2 >0,1<a?+y* <4, z+4y >2}.

Esercizio 3. (12 punti) Data la curva (v, 1), con I = [~ 7, £7] e parametrizzazione

1 7 1
v [_GW’GW} — R?, y(t):<2—|—§cost,1+2sint>

i) scrivere I'equazione cartesiana della retta tangente al sostegno della curva nel punto
P=(2+%,2);

ii) dato il campo di vettori

calcolare la somma del lavoro di F lungo (v, I) e del lavoro di F lungo (7, I), con

[2—‘[ 2+£ . R?, a@):(uo)




Svolgimento

Esercizio 1. Data la funzione

Fag) = m se (x,y) # (0,0)

0 se (z,y) = (0,0)
i) dire in quali punti del suo dominio la funzione é continua;

La funzione f(z,y) ¢ definita su tutto R?. Infatti per (z,y) # (0,0), il denominatore presente
non si annulla mai.

Dalla definizione della funzione, la sua continuita & garantita su R? \ {(0,0)}, parte interna del
primo sottoinsieme di definizione, in quanto composizione di funzioni continue.

Rimane quindi da studiare solo la continuita nell’origine. Dobbiamo quindi determinare se

lim ——Y = £(0,0)=0.
(2.y)—(0,0) (222 + 3y2)3
Iniziamo a studiarne il comportamento lungo le rette della forma y = Ax con A € R. Si trova

by 2
e =00 (202 1325 =0 (2433 o

Proviamo quindi a dimostrare che il limite esiste ed & uguale a 0. Per farlo usiamo il criterio del
confronto e la disuguaglianza ab < %(a2 + b?) valida per ogni a,b > 0, e scriviamo

z? + y?
222 + 3y?)3

1 222 + 32 1
=327 =g (2 43y

0<
222 +3y2)s 2

Sy S 1/ B
(22% + 3y?)3 (222 +3y?)5 2 (
La funzione g(z,y) = 3 (22% + 3y2)% ¢ composizione di funzioni continue su tutto R? e dunque
verifica lim, ) 0,0y 9(7, %) = 9(0,0) = 0.

Ne segue che la funzione f(x,y) & continua su tutto il suo dominio R2.

i1) determinare massimo e minimo di f(x,y) su

0) 3
" {(x’y)eRQ : 2m2+3y2§6,x2—\[2}.

L’insieme Q & rappresentato nella figura 1.

Per studiare massimo e minimo assoluto di f su £ dobbiamo considerare i valori che la funzione
assume su eventuali punti di non differenziabilita, sui punti critici liberi interni a € , sui punti
critici vincolati al bordo di Q e sugli eventuali spigoli del bordo.

La funzione f & certamente differenziabile su R?\ (0,0), dove si scrive come composizione di fun-
zioni differenziabili. La differenziabilita nell’origine va studiata a parte. Per gli scopi dell’esercizio
possiamo anche non farlo ed annotare ’origine

D =(0,0) €



2 -1 0 1 2

Figure 1: L’insieme Q.

come primo punto da considerare (si verifica che in effetti la funzione ¢ differenziabile nell’origine,
e D risulta essere un punto critico libero).
Passiamo quindi alla ricerca dei punti critici liberi in R? \ (0, 0), ossia le soluzioni del sistema
y(2224+9y%) 0
3(222+43y2)3
z(2x2+y%) 0
T ry) —
(22243y?)3

(z,y) # (0,0)

IN

E immediato verificare che il sistema non ha soluzioni, e dunque non ci sono punti critici liberi in
R?\ (0,0).
Ci rimane da studiare il comportamento di f sul bordo di £2. Gli spigoli sono i punti

_./3 _./3
Sy = 2 Sy = 2

-1 1

Il bordo lo dividiamo in due parti:

3
Fl—{2x2+3y2—6,x2—\/;}
3
2

Per quanto riguarda I'i, che ¢ una parte dell’ellisse di equazione % + %~ = 1, possiamo usare la
9 3 2 Y
parametrizzazione

»

m(t) = (\/gcost, ﬂsint), te [_iﬂ’ iﬂ] ,

e componendo con f troviamo la funzione di una variabile

g1(t) = f(m(t)) = 6% sint cost, tc [—37r, zﬂ-] )
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Risulta ¢} (t) = 65 (cos?t — sin?t), dunque i punti critici interni all'intervallo [—27, 27| sono
t1 = —7 e ta = 7, cui corrispondono i punti critici vincolati
3 3
™ 5 T 5
Q1=m (—*) = 2 e Q2=m (*) = 2
4 —1 4 1

Passiamo a I'g, per cui possiamo usare la parametrizzazione

72(75):(— 215) te[-1,1]

che non ¢ quella standard per un segmento, ma permette di semplificare i calcoli. Componiamo
con f e otteniamo la funzione di una variabile

gQ(t) = f('YQ(t)) = _\/ng te [_1’ 1]

1 2
. 2 3_9 2 2 -3 2 . . e e .
Abbiamo ¢5(t) = —\/g(g’t +3)5 -2 (32t +3) 5 _ —\/gtiﬁn, e dunque non ci sono punti critici.
(3t243)5 (3t2+3)3
I valori che dobbiamo confrontare sono dunque

f(D)=0, f(Sl)Zf(Cb):\/g(Séa f(52):f(Q1):—\/§6;"

. . c s 3.l 3.1
Dunque il massimo di f & \/gfi 3 eil mlnlmoe—\/g6 3.

Esercizio 2. Calcolare l’integrale

4xr —y
—> dxd
//Q 2y
dove Q= {(z,y) €ER?* : 2>0,1<2?+y> <4,z +4y >2}.

L’insieme 2 & rappresentato nella figura 2.
La funzione da integrare e il dominio suggeriscono di risolvere 'integrale usando il cambiamento
di variabili in coordinate polari, ossia

x = pcosf

y = psiné e |det Jy(p,0)[=p.

G0 = (e con
Dunque ponendo S l'insieme tale che 1(S) = 2, abbiamo

4
// e ydq:dy—// (4cos —sing) dpds .

Determiniamo adesso S e proviamo a scriverlo come insieme semplice. Dalla definizione di €
troviamo

S ={(p,0) €[0,400) x [-m, 7] : pcosf >0,1<p* <4, pcosf+4psin6 > 2}
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Figure 2: L’insieme 2.

La prima e la seconda condizione ci dicono che

T T
Per semplificare lo studio della terza condizione, osserviamo che dalla definizione di €2 si ricava
anche y > 0, dunque possiamo in effetti restringerci a

pefl,2] e Oe [O,g].

Con questa restrizione abbiamo cosf + 4sinf > 0, e quindi la terza condizione per S si riscrive

come
2

cosf +4sinf

Mettendo insieme le tre condizioni otteniamo l’insieme S rappresentato nella figura 3 con p sulle
ascisse e 6 sulle ordinate.

p>

0.0 0‘5 1‘0 1‘5 2‘0
Figure 3: L’insieme S.

Per scriverlo come insieme semplice dobbiamo considerare 6 € [0, 5] tale che

2
cosf +4sinf
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e osservare che = 2 per 8 = 0. Possiamo quindi scrivere S come unione di due insiemi

semplici, ossia

2
cos 0+4 sin 0

_ 2 - s
—1(p6):0<0<h, — " <,p<2 { 9 :0<0<" 1< <2}.
5 {(p ):0=0< cos@+4sm€_p_ } U (p,6) - T2 =rP=
Dunque
Ay —
// oy d:z:dy—// 4cos€—sm€)d df =
6 2 z 2
:/ / <4cos€—sin9> dp d9+/ </ (40059—sin9> dp) df =
0 c059+24sin9 9_ 1
o 2 3 2
:/ (4cose—sin9> p‘ d0+/ <4cos€—sin0> p‘ df =
0 o5 045 0 0 1
0 ] . jus
4cosfh —sind
:/ 2(4cos§ — sinf) d@—/ 2Md9+/2 (4cos —sing) a9 =
0 o cosf+4sinf 5
= (881110—{—20080)) (210g(cos€—|—4sm¢9 )) + (481n9+c089> 2=
= cosf + 4sinf — 2log(cos§ + 4sinf) +2 =4 — 2log2.
avendo trovato dalla condizione su 6 che sinf = 1‘7ﬁ7 e quindi cosf = %. In effetti, bastava

osservare che cos@ + 4sinf = xo + 4yo dove P = (z9,yp) € il punto di intersezione tra 22+t =1
e x + 4y = 2. Dunque zg + 4yg = 2.

Esercizio 3. Data la curva (v, 1), con I = [—%7?, %W] e parametrizzazione
1 7 1
v [—671,677} — R?, ’y(t):<2+§cost,1+25int>

i) scrivere l'equazione cartesiana della retta tangente al sostegno della curva nel punto
La parametrizzazione (t) & di classe C!, quindi la retta tangente al sostegno della curva esiste
in tutti i punti che corrispondono ai valori del parametro ¢ € (—%TF, %71’) per cui 7/(t) # 0. In
particolare per P = (2 + % , 2) troviamo innanzitutto tg € (—%w, %ﬂ') tale che vy(t9) = P, quindi
risolviamo il sistema
2+ Lcosty =2+ Y3
14 2sintyg =2

L’unica soluzione ¢ o = §. La retta tangente al sostegno nel punto P ¢ quindi generata dal vettore

velocita .
2 sin tg -3

Y (to) = =
2 costy V3



e un vettore normale al sostegno nel punto P e quindi

L’equazione cartesiana cercata e allora

\/§<x—2—\/§>+

1 (y—2)=0.

I

it) dato il campo di vettori

——=ZL5 4+ 2zy
2+2
F(z,y) = ( o

2
g T

calcolare la somma del lavoro di F lungo (v,I) e del lavoro di ¥ lungo (7,1), con

V3 V3
y:l2- Y2 24 X2
A

SR, () = (t, 0)

Studiamo innanzitutto le proprieta del campo F. 1l suo dominio & R?\ {(0,0)} e

rot(F)(z,y) = %(iﬁ,y) - 861;1(35»9) =

22 +y? — 222 —2? — g2 4 22
= 55— T 27y —
(2 4+ y2)? (@2 +y)?
Quindi il campo F non ¢ irrotazionale. .
Studiamo le proprieta delle due curve (v, 1) e (3, 1). Disegniamo in figura 4 il sostegno di (v, I),

12
che & una parte dell’ellisse 4(z — 2)% + % = 1 con punto iniziale e finale rispettivamente

24 V3 2 V3
s (17) i)

Il sostegno della curva (7, ) & invece il segmento P, P, , con punto iniziale P, e punto finale
P, , invertiti rispetto a quelli di (v, I).
Dobbiamo calcolare la somma

—2r=2(y—1)z.

L(F,7) + L(F,7) = L(F,yU7)

dove vU# indica la curva chiusa che si ottiene percorrendo prima il sostegno di v e poi quello di 4.

La curva v U % ¢ chiusa, orientata positivamente, e I'insieme U racchiuso dalla curva e tutto
contenuto nel dominio del campo, infatti (0,0) ¢ U. Possiamo quindi applicare il Teorema del
Rotore e otteniamo

L(F,~)+ L(F,5) = L(F,yU#%¥) = //U rot(F)(z,y) dedy = //U 2(y — 1)x dxdy
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3.0

25

20

Figure 4: 11 sostegno di (v, I).

Per svolgere 'integrale scriviamo U come insieme semplice rispetto alla x, ossia

1 (y—1)? 1 (y —1)?
— RZ:0<y< 2\/17< <24 -4 /1—
U {(l‘,y)G O_y_37 2 4 ST S +2 4
e quindi
3 241y /1-=12
LEA)+ LE) = [[ 2= vwdsty= [ | [ oy Vada | dy —
U 0 2-1,/1- =D




Analisi Matematica I1
Corso di Ingegneria Gestionale
Compito B del 15-06-2016

-E obbligatorio consegnare tutti i fogli, anche la brutta e il testo.
- Le risposte senza giustificazione sono considerate nulle.

Esercizio 1. (12 punti) Data la funzione

V3az+y
=2 se (2,y) #(0,0)
fla,y) = @3

0 se (z,y) = (0,0)
i) dire in quali punti del suo dominio la funzione & continua;

ii) determinare massimo e minimo di f(z,y) su

Q:{(a},y)ER2 : \/§x+y2—1,x2+y2§1}.

Esercizio 2. (8 punti) Calcolare I'integrale

T —y
=7 _dzd
//Q w242 Y

doveQ:{(ac,y)ER2 : x20,1§x2+y2§4,m+y21}.

Esercizio 3. (12 punti) Data la curva (v, 1), con I = [-27

2 . .
57, 57| e parametrizzazione

2 2 1
v l:—37r737'(':| — R?, fy(t):<1—|—2(:ost,1+§sint>

i) scrivere ’equazione cartesiana della retta tangente al sostegno della curva nel punto

P:(2,1+§);

ii) dato il campo di vettori

T +y2
2+2
F(ﬂc,y)=< xnyery

x2 +y2

calcolare la differenza tra il lavoro di F lungo (v, 1) e il lavoro di F lungo (7,1), con

5 [1—‘?,1+\f  RZ, 7y(t)z<0,t)




Svolgimento

Esercizio 1. Data la funzione

MBI e (,y) # (0,0)
flayy) =4 @3
0 se (z,y) = (0,0)

i) dire in quali punti del suo dominio la funzione é continua;

La funzione f(z,y) ¢ definita su tutto R2. Infatti per (z,y) # (0,0), il denominatore presente
non si annulla mai.

Dalla definizione della funzione, la sua continuita & garantita su R? \ {(0,0)}, parte interna del
primo sottoinsieme di definizione, in quanto composizione di funzioni continue.

Rimane quindi da studiare solo la continuita nell’origine. Dobbiamo quindi determinare se

im V3TV 0 =0
(2,9)=(0,0) (22 4 y2)3

Iniziamo a studiarne il comportamento lungo le rette della forma y = Ax con A € R. Si trova

V3zty :limmzo VAER.

lim _— —
y=Xz, (z,y)=(0,0) (22 +y2)5 270 (14 A2)3 23
Proviamo quindi a dimostrare che il limite esiste ed & uguale a 0. Per farlo usiamo il criterio del
confronto e la disuguaglianza a + b < /2(a? 4+ b?) valida per ogni a,b > 0, e scriviamo

2 2 2 2
\/W_O‘_M<\/§V3x TV RIS ey )

0< T TS
(% +9%)3 (% +y?)3 (% +y?)3 (% +9?)3

La funzione g(z,y) = v6 (2% + yz)% & composizione di funzioni continue su tutto R? e dunque

verifica lim(, .y 0,0y 9(,y) = 9(0,0) = 0.
Ne segue che la funzione f(z,y) ¢ continua su tutto il suo dominio R2.

ii) determinare massimo e minimo di f(x,y) su

Qz{(x,y)éRz : \/§x+y2—1,m2+y2§1}.

L’insieme Q) & rappresentato nella figura 5.

Per studiare massimo e minimo assoluto di f su £ dobbiamo considerare i valori che la funzione
assume su eventuali punti di non differenziabilita, sui punti critici liberi interni a € , sui punti
critici vincolati al bordo di € e sugli eventuali spigoli del bordo.

La funzione f & certamente differenziabile su R?\ (0,0), dove si scrive come composizione di fun-
zioni differenziabili. La differenziabilita nell’origine va studiata a parte. Per gli scopi dell’esercizio
possiamo anche non farlo ed annotare ’origine

D =(0,0) €
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Figure 5: L’insieme 2.

come primo punto da considerare (si verifica che in effetti la funzione non ¢ differenziabile nell’origine).
Passiamo quindi alla ricerca dei punti critici liberi in R? \ (0, 0), ossia le soluzioni del sistema

V32 —2xy+3v3y> =0
B(a2+y?)d
32223 zy+y> =0
B(a2+y?) 4

(z,y) # (0,0)

Moltiplicando per v/3 la prima equazione e sottraendone la seconda, troviamo che deve essere
verificato
8y* =0,

e quindi non ci sono soluzioni del sistema, e dunque non ci sono punti critici liberi in R? \ (0, 0).
Ci rimane da studiare il comportamento di f sul bordo di 2. Gli spigoli sono i punti

() ()

Il bordo lo dividiamo in due parti:

= {x2—|—y2 =1, \/§x—|—y2 —1}
3
Ty = {\/§x+y=—1, —\ggng} .
Per quanto riguarda I'; possiamo usare la parametrizzazione

5
~v1(t) = (cost, sint), te —E,ﬂr ,
2°6
componendo con f troviamo la funzione di una variabile

91(t) = f(71(t)) = V3 cost +sint, te [—g, Zw} _
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Risulta g} (t) = —V/3 sint + cost, dunque c’¢ un punto critico interno all’intervallo [—g , %7‘&'] dato
da t; = arctan \}g = % cui corrisponde il punto critico vincolato

a=n(D)-(7)

1
2

67

Passiamo a I'g, per cui possiamo usare la parametrizzazione

Y2(t) = (t7—1—\/§t), te [—\f,o]

componiamo con f e otteniamo la funzione di una variabile

_ _ L V3
gQ(t) - f(72(t)) - (4t2+2\/§t+ 1)% ’ te [ 9 50]

Abbiamo gh(t) = %%, dunque c¢’¢ un punto critico interno all’intervallo [—@, 0} dato
(4t242v/3t4+1)3

da to = —¥2, cui corrisponde il punto critico vincolato

4
_ V3

Q2=72<—\f>:< _i )
4

I valori che dobbiamo confrontare sono dunque

o

f(D)=0, f(S1)=f(S2)=-1, f(Q)=2, [f(Q)=~—

Dunque il massimo di f & 2 e il minimo & —45.

Esercizio 2. Calcolare 'integrale

// xQ_y dx dy

dove Q={(z,y) eR? : 2>0,1<2?+y?* <4, z+y>1}.

L’insieme 2 & rappresentato nella figura 6.
La funzione da integrare e il dominio suggeriscono di risolvere 'integrale usando il cambiamento
di variabili in coordinate polari, ossia

x = pcosb

$(p,0) = (,y) con {y:psme e [det Ju(p, ) = p.

Dunque ponendo S 'insieme tale che 1(S) = Q, abbiamo

-y . o
// O d:L‘dy //S (0059 sm@)dpd@.

12




i
N

Figure 6: L’insieme (2.

Determiniamo adesso S e proviamo a scriverlo come insieme semplice. Dalla definizione di €2
troviamo

S ={(p,0) €[0,400) x [-m, 7] : pcos >0, 1< p° <4, pcosf+ psind > 1}

La prima e la seconda condizione ci dicono che

T
La terza condizione implica cos f +sinf > 0, dunque 0 € [—% , %], e quindi la terza condizione per
S si riscrive come

1
cosf +sinf

Mettendo insieme le tre condizioni otteniamo l’insieme S rappresentato nella figura 7 con p sulle
ascisse e # sulle ordinate.

p>

0.0 0‘5 1‘0 1‘5 2‘0
Figure 7: L’insieme S.

Per scriverlo come insieme semplice dobbiamo considerare 6 € [—% , g] tale che

1
cosf +sinf
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e osservare che
semplici, ossia

1 o o . . . . . . .. .
cosorsmg — 1 per 0 = 0. Possiamo quindi scrivere S come unione di due insiemi

1
cosf + sin b

//Qdedy://S (cos&—sin@)dpd@z
:/9_0 </2 . (cos@—sinH)dp) d@—i—/g </2 <cos€—sin9> dp) do =
s 0 1
= 70 cosf —sin @ p2 do + : cosf) —sind p2d0:
0 5T 0 1

cos O-+sin 6

:/502<c039—sin0>d0—/§0 zzzzggzcwju/og (cosa_sine)dgz
= (281110—&—20086’)‘(;— <log(C089+sin9))‘;+ (sin@—i—cosﬁ)‘;; =

71§p§2}.

oS

S:{(p,9)29§9§0, §p§2} U {(p,e):ogog

Dunque

=2 —2sinf — 2cosf + log(cosf +sinf) =1 —log 2.

avendo trovato dalla condizione su 6 che sinf = l%ﬁ, e quindi cosf = HT‘ﬁ. In effetti, bastava
osservare che cosf +sinf = %(wo + o) dove P = (z0,y0) ¢ il punto di intersezione tra x? + y* = 4
ez +y = 1. Dunque cosf +sinf = 1.

2
Esercizio 3. Data la curva (v,1), con I = [—2m, 27| e parametrizzazione
2 2 1
o [—3%,3#} — R?, w(t):<1—|—2cost,1+§sint>

i) scrivere l’equazione cartesiana della retta tangente al sostegno della curva nel punto

La parametrizzazione ~y(t) ¢ di classe C', quindi la retta tangente al sostegno della curva esiste
in tutti i punti che corrispondono ai valori del parametro ¢ € (—%77, %71’) per cui 7/(¢t) # 0. In

particolare per P = (2, 1+ @) troviamo innanzitutto to € (—37, 27) tale che y(to) = P, quindi

risolviamo il sistema
{ 1+ 2costyg =2

1+ Ssintg =1+ ¥3

L’unica soluzione & tg = Z. La retta tangente al sostegno nel punto P & quindi generata dal vettore

3
velocita
—2sint —V3
/
v(to)=1| =1
5 costp i
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e un vettore normale al sostegno nel punto P e quindi

1
N 4
n =
V3
L’equazione cartesiana cercata ¢ allora

(z—2)+V3 <y—1—‘f> =0.

=

i1) dato il campo di vettori

L_Fy?

2+2

F(l’,y)i l"yy 2
2242 + 7y

calcolare la differenza tra il lavoro di F lungo (v,I) e il lavoro di F lungo (7,1), con

5 [1—*{?,1+‘f ~R?, a(t)z(o,t)

Studiamo innanzitutto le proprieta del campo F. Il suo dominio & R?\ {(0,0)} e

OR oF,
rot(F)(z,y) = -~ (2,y) — n (2,y) =
—2xy —2xy
— —— 2y — e — 2y =2(x — 1)y.
(224 92)? e @ty (z =1y

Quindi il campo F non & irrotazionale.
Studiamo le proprieta delle due curve (v, I) e (3, ). Disegniamo in figura 8 il sostegno di (v, I),

che e una parte dell’ellisse @ +4(y — 1)?> = 1 con punto iniziale e finale rispettivamente

P 2 0 P 2 0
in_7<_3ﬂ->_ 17§ € fin_7(3ﬂ—>_ 1+§

Il sostegno della curva (7, I) ¢ invece il segmento P, ins CON pUBto iniziale P, e punto finale P, ,
coincidenti con quelli di (v, I).

05

0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

Figure 8: Il sostegno di (v, I).
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Dobbiamo calcolare la differenza

L(F7’Y) - L(F7;77) = L(F”Y) + L(F”?_l) = L(F/y U’?_l)

1

dove 47! indica la curva 4 percorsa con orientazione opposta, e ¥ U4~ ! indica la curva chiusa che

si ottiene percorrendo prima il sostegno di y e poi quello di 7.
La curva v U5~ ! ¢ chiusa, orientata positivamente e I'insieme U racchiuso dalla curva ¢ tutto
contenuto nel dominio del campo, infatti (0,0) ¢ U. Possiamo quindi applicare il Teorema del

Rotore e otteniamo
L(F.7) = L(F.5) = LF. 705 = [ [ sot(®) (e dudy = [[ 20~ 1y oy
U U

Per svolgere l'integrale scriviamo U come insieme semplice rispetto alla y, ossia

1 —1)2 1 —1)2
U={(x,y)eR2:0<x<3,1—2 1—%3313143 1—(“4)}

e quindi

L(F,~v)— L(F,75) = //U 2(x — 1)y dxdy

|
o\
<o
/
)\
| =
+
[
—
| —
— |
8 I~
|
K IS
¢
DO
—~
&
|
—_
<
ISH
<
QL
K
I

B /3 (( 1) 2) ’y:1+é\/1_(9‘11)2 gy — /3 2( 1) ) e —
; x Yy yo1o1 /717(1_4”2 x = ; x 1 r =
3
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Analisi Matematica I1
Corso di Ingegneria Gestionale
Compito C del 15-06-2016

-E obbligatorio consegnare tutti i fogli, anche la brutta e il testo.
- Le risposte senza giustificazione sono considerate nulle.

Esercizio 1. (12 punti) Data la funzione

- B se (e,y) # (0,0)
flz,y) = (z2+y?)1
2 se (z,y) = (0,0)
i) dire in quali punti del suo dominio la funzione ¢ continua;

ii) determinare massimo e minimo di f(z,y) su

Q:{(:):,y)GIR2 : $+\/§y§1,x2—|—y2§1}.

Esercizio 2. (8 punti) Calcolare I'integrale

r+y
— 2 dxd
//Q 22 Y

dove Q= {(z,y) €R? : 2>0,1<2?+y?<9,0<z—y<3}.

Esercizio 3. (12 punti) Data la curva (v,I), con I = [-37, 27 e parametrizzazione

2 2
v [_BW’SW] —>]R27 fy(t):(1+2cost,sint>

i) scrivere ’equazione cartesiana della retta tangente al sostegno della curva nel punto

ii) dato il campo di vettori
T 2

Plo o= [ Ve Y
(.%',y)— y—1 +a:2y

calcolare la differenza tra il lavoro di F lungo (v, I) e il lavoro di F lungo (7, 1), con

5 [—f? ~R?, w):(o,t)
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Svolgimento

Esercizio 1. Data la funzione

2 VU ge (1) # (0,0)
flz,y) = (@*+y?)
2 se (:U7y) = (070)

i) dire in quali punti del suo dominio la funzione é continua;

La funzione f(z,y) ¢ definita su tutto R?. Infatti per (z,y) # (0,0), il denominatore presente
non si annulla mai.

Dalla definizione della funzione, la sua continuita & garantita su R?\ {(0,0)}, parte interna del
primo sottoinsieme di definizione, in quanto composizione di funzioni continue.

Rimane quindi da studiare solo la continuita nell’origine. Dobbiamo quindi determinare se

b 9 V3

= £(0,0) =
@y)—00 (224 y2)3 (0.9

che e equivalente a chiedersi se

. z+3y
lim —— =0,
(2y)=(0,0) (22 + y2)1
Iniziamo a studiarne il comportamento lungo le rette della forma y = Ax con A € R. Si trova

lim m—|—\[y = lim (1_‘_[)\) =0 VieR.

y=2a, @)= (00) (22 442)7 a0 (14 A2)T s

Proviamo quindi a dimostrare che il limite esiste ed & uguale a 0. Per farlo usiamo il criterio del
confronto e la disuguaglianza a + b < /2(a? + b?) valida per ogni a,b > 0, e scriviamo

2 2
x—I-\fy _0‘ |:L‘+\fy! s/x —|—3y \/3x —|—3y — V6 (a? +y)%

(m2+y) (22 +y2)i (x“ry) (w2+y)

La funzione g(z,y) = V6 (2% + y2)i ¢ composizione di funzioni continue su tutto R? e dunque
verifica lim, ) 0,0y 9(,y) = 9(0,0) = 0.
Ne segue che la funzione f(z,y) & continua su tutto il suo dominio R2.

i1) determinare massimo e minimo di f(x,y) su

Q:{(:J:,y)GIR2 : $+\/§y§1,x2—|—y2§1}.

L’insieme Q) & rappresentato nella figura 9.

Per studiare massimo e minimo assoluto di f su £ dobbiamo considerare i valori che la funzione
assume su eventuali punti di non differenziabilita, sui punti critici liberi interni a € , sui punti
critici vincolati al bordo di e sugli eventuali spigoli del bordo.
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Figure 9: L’insieme 2.

La funzione f & certamente differenziabile su R?\ (0,0), dove si scrive come composizione di fun-
zioni differenziabili. La differenziabilita nell’origine va studiata a parte. Per gli scopi dell’esercizio
possiamo anche non farlo ed annotare ’origine

D =1(0,0)€Q

come primo punto da considerare (si verifica che in effetti la funzione non ¢ differenziabile nell’origine).
Passiamo quindi alla ricerca dei punti critici liberi in R? \ (0, 0), ossia le soluzioni del sistema

22 —V/3Bxy+2y> =0
2(224y2) 4
2V3ax2—zy+v3y%> _ 0
Sves =dT¥ed —
2(x2+y?)1

(z,y) # (0,0)

Moltiplicando per v/3 la seconda equazione e sottraendone la prima, troviamo che deve essere
verificato
522 +y* =0,

e quindi non ci sono soluzioni del sistema, e dunque non ci sono punti critici liberi in R? \ (0, 0).
Ci rimane da studiare il comportamento di f sul bordo di 2. Gli spigoli sono i punti

() =(3)

Il bordo lo dividiamo in due parti:

‘%M

FI:{xQ—i—yz:l,x—l—\/gygl}

=

1“22{3:+\/§y:1,0§y§2}.

Per quanto riguarda I'; possiamo usare la parametrizzazione

4
~v1(t) = (cost, sint), te [—377, 0} ,

19



componendo con f troviamo la funzione di una variabile

g1(t) = f(11(t)) =2 — cost — V3 sint, te |:—;l7l', O] .

Risulta g} (t) = sint — v/3 cost, dunque ¢’ un punto critico interno all’intervallo [—%77, 0} dato da

t, = arctan /3 = —%77, cui corrisponde il punto critico vincolato

1
2 2
Q1—71<—37T>— ( RV ) .
2
Passiamo a I'g, per cui possiamo usare la parametrizzazione
3
’yg(t):(l—\/gt,t), te [o,‘{]
componiamo con f e otteniamo la funzione di una variabile

1
92(t) = f(7a(t) =2 — TR TR te [

0 V3
T2
= %35, dunque c’e un punto critico interno all’intervallo [0, @} dato

Abbi 2(t) = —3
1210 92( ) 2 (42—2/3¢+1)3

da ty = @, cui corrisponde il punto critico vincolato

o(2)-(4)

I valori che dobbiamo confrontare sono dunque

f(Q2) =2—-V2.

f(D)=2, f(S1)=f(S2)=1, [f(Q1)=4,

Dunque il massimo di f & 4 e il minimo & 2 — /2.

Esercizio 2. Calcolare l'integrale

r+vy
— 2 dxd
//g w24y Y

dove Q= {(z,y) €ER? : 2>0,1<2?+4><9,0<z—y <3}

L’insieme ) & rappresentato nella figura 10.
La funzione da integrare e il dominio suggeriscono di risolvere I'integrale usando il cambiamento

di variabili in coordinate polari, ossia

T = pcosb
Vo) =) con { EZPOT e detay(p0)] = p.
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Iy

-2 -1 0 1 2 3

Figure 10: L’insieme €.

Dunque ponendo S 'insieme tale che ¥(S) = 2, abbiamo

Tty
// e da:dy—// (cos6+sin0) dpdo.

Determiniamo adesso S e proviamo a scriverlo come insieme semplice. Dalla definizione di 2
troviamo

S ={(p,0) € [0,+00) x [-m,7] : pcos® >0,1<p*<9,0< pcost — psinf < 3}
La prima e la seconda condizione ci dicono che

€[L,3] e 06[

7T7T]
272

La terza condizione implica cosf — sin8 > 0, dunque 0 € [—g , ﬂ, e inoltre dalla terza condizione

ricaviamo anche

3

<
p= cosf —sinf

Mettendo insieme le tre condizioni otteniamo 'insieme S rappresentato nella figura 11 con p sulle
ascisse e 0 sulle ordinate.

Figure 11: L’insieme S.
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Per scriverlo come insieme semplice dobbiamo trovare le due soluzioni in 6 € [—% , ﬂ di

3 —
cosf —sinf

)

che sono 01 = —% e ¢ = 0. Dunque possiamo scrivere S come unione di due insiemi semplici, ossia

IN

cosf —sin @

r+y )
//Q 21 dmdy://s (cos&—i—sm@)dpd@:
0 m z 3
:/ / (cos@+sin9) dp d9+/ (/ <c039+sin0>dp> dh =
- ! 0 1

us
2

ol 3

3 s
S:{(p,a).— <9<0,1<p } U {(p,e).0§9§1,1§p§3}.

Dunque

e i . 3
d9+/ (cos9+sm9) pjldez
0

= /07r (cos¢9+sin9)p )

2

0 . 0 fuy
:/ BMdH—/ (cos@+sin9) (17/194—/4 2(0089+sin0) df =
0

cosf —sinf _

_ jus
2 2

0 jus
—(sin&—cos@)‘ +<281n9—2c059)‘; =2.

_ _<3 log(cos @ — sin 9)) ‘[iw

jus us
2 2

Esercizio 3. Data la curva (v,1), con I = [—2m, 27| e parametrizzazione

2 2
v [_377734 _>R2, 7(t)z(1+2008t,sint>

i) scrivere l’equazione cartesiana della retta tangente al sostegno della curva nel punto
P = (27 é);

La parametrizzazione (t) & di classe C!, quindi la retta tangente al sostegno della curva esiste

in tutti i punti che corrispondono ai valori del parametro ¢ € (—%7‘(‘, %ﬂ') per cui 7/(¢t) # 0. In

particolare per P = (2, @) troviamo innanzitutto ty € (—2m, 27) tale che y(tg) = P, quindi

risolviamo il sistema

V3

1+ 2costy =2
Sint() =5

L’unica soluzione ¢ tg = 5. La retta tangente al sostegno nel punto P ¢ quindi generata dal vettore

velocita
—2sinty -3
/
7 (to) = ll
cos tg 5
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e un vettore normale al sostegno nel punto P e quindi

1
N 2
n =
V3
L’equazione cartesiana cercata ¢ allora

(z—2)+V3 (y—\/g> =0.

N | —

2

i1) dato il campo di vettori

T 4 y2
F _ V 24 (y—1)2
(xa y) - y—1 + .T2
Yy

calcolare la differenza tra il lavoro di F lungo (v,I) e il lavoro di F lungo (7,1), con

(Al e ais

2 Y

R, 5 =(0,1)

Studiamo innanzitutto le proprieta del campo F. Il suo dominio & R?\ {(0,1)} e

8F2 aFl
rot(F)(z,y) = %(x,y) - Ty(x’y) =
o —x(y—1) oy — —z(y—-1) — o —
@2+ (y—1)2)? e (@2 + (y — 1)?)? A==

Quindi il campo F non é irrotazionale. .
Studiamo le proprieta delle due curve (v,1) e (§,1). Disegniamo in figura 12 il sostegno di

12
(v,1), che & una parte dell’ellisse % + 42 =1 con punto iniziale e finale rispettivamente

(- ()

2

Il sostegno della curva (7, I) & invece il segmento P, P,, ,
coincidenti con quelli di (v, I).
Dobbiamo calcolare la differenza

con punto iniziale P, e punto finale P, ,

L(F)’Y) - L(F”?) = L(F”Y) + L(F’;)v/il) = L(ny U;yil)

1

dove 47! indica la curva 4 percorsa con orientazione opposta, e ¥ U4~ ! indica la curva chiusa che

si ottiene percorrendo prima il sostegno di y e poi quello di 7.
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Figure 12: 11 sostegno di (v, I).

La curva v U7~ ! & chiusa, orientata positivamente e I'insieme U racchiuso dalla curva ¢ tutto

contenuto nel dominio del campo, infatti (0,1) ¢ U. Possiamo quindi applicare il Teorema del
Rotore e otteniamo

L(F,~v) - L(F,5) = L(F,yU :y_l) = //U rot(F)(z,y) dedy = //U 2(x — 1)y dxdy

Per svolgere l'integrale scriviamo U come insieme semplice rispetto alla y, ossia

U:{(x,y)eR2;0<x<3,—m<y<m}

e quindi
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Analisi Matematica I1
Corso di Ingegneria Gestionale
Compito D del 15-06-2016

-E obbligatorio consegnare tutti i fogli, anche la brutta e il testo.
- Le risposte senza giustificazione sono considerate nulle.

Esercizio 1. (12 punti) Data la funzione

f( ) — 1 ﬁ s€ (xay) (0,0)
xT,Y) = T 7é
1 se (z,y) = (0,0)

i) dire in quali punti del suo dominio la funzione ¢ continua;

iii) determinare massimo e minimo di f(z,y) su

1
Qz{(m,y)ER2:x2+3y2§3,y§2}.

(Suggerimento: potrebbe essere utile ricordare che 2* = 16, 28 = 256, 3% = 27 e 3% = 243,

Esercizio 2. (8 punti) Calcolare I'integrale

3r —y
—=dxd
//Q 2y Y

dove @ = {(z,y) eR?* : >0,4<a2*+y* <9, z+3y >3}

Esercizio 3. (12 punti) Data la curva (v,I), con I = [—£7, I e parametrizzazione

1 7
v [_677’67r] _>R2, 7(t):(cost,1—|—281nt)

i) scrivere I'equazione cartesiana della retta tangente al sostegno della curva nel punto
P=(4,2):
2 ’
ii) dato il campo di vettori
~ G T2
F(z,y) = r2
@22+ "~ Y

calcolare la somma del lavoro di F lungo (v, I) e del lavoro di F lungo (%, 1), con

[ v s
Y

R, 5 = (¢, 0)
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Svolgimento

Esercizio 1. Data la funzione

f( ) 1+ m se ('Thy) 7é (an)
T, Y) =
1 se (z,y) = (0,0)

i) dire in quali punti del suo dominio la funzione é continua;

La funzione f(z,y) ¢ definita su tutto R?. Infatti per (z,y) # (0,0), il denominatore presente
non si annulla mai.

Dalla definizione della funzione, la sua continuita & garantita su R?\ {(0,0)}, parte interna del
primo sottoinsieme di definizione, in quanto composizione di funzioni continue.

Rimane quindi da studiare solo la continuita nell’origine. Dobbiamo quindi determinare se

. ry
lim 14+——2 = f(0,0) =1,
(z)—(00) (22 + 3y2)1 0.9

che ¢ equivalente a chiedersi se

. Ty
lim —_—
(z,9)—(0,0) (xZ + 3y2)z

Iniziamo a studiarne il comportamento lungo le rette della forma y = Ax con A € R. Si trova

2
lim Lg:hm#”:g YAER.
v )00 (22 +3y2)F 0 (14301 o

Proviamo quindi a dimostrare che il limite esiste ed & uguale a 0. Per farlo usiamo il criterio del
confronto e la disuguaglianza ab < %(a2 + b%) valida per ogni a,b > 0, e scriviamo

2 2 1 2 3 2 1
¢ +y <= <+ 3y ~ :*($2+3y2)%
2(:1:2+3y2)1 2

T L
(22 + 3y2) (a2 +3y%)7 2 (a4 3y2)s

0<

La funzione g(z,y) = 3 (2% + 3y?)

1
4

verifica lim, ) (0,0) 9(%,y) = ¢(0,0) = 0.
Ne segue che la funzione f(z,y) &

i1) determinare massimo e minimo di f(x,y) su

1
Q:{(x,y)€R2:x2+3y2§3,y§2}.

(Suggerimento: potrebbe essere utile ricordare che 2* = 16, 28 = 256, 3% = 27 e 3% = 243,

L’insieme Q) ¢ rappresentato nella figura 13.

Per studiare massimo e minimo assoluto di f su £ dobbiamo considerare i valori che la funzione
assume su eventuali punti di non differenziabilita, sui punti critici liberi interni a € , sui punti
critici vincolati al bordo di € e sugli eventuali spigoli del bordo.
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2 -1 0 1 2

Figure 13: L’insieme Q.

La funzione f & certamente differenziabile su R?\ (0,0), dove si scrive come composizione di fun-
zioni differenziabili. La differenziabilita nell’origine va studiata a parte. Per gli scopi dell’esercizio
possiamo anche non farlo ed annotare ’origine

D = (0,0) € Q

come primo punto da considerare (si verifica che in effetti la funzione non ¢ differenziabile nell’origine).
Passiamo quindi alla ricerca dei punti critici liberi in R? \ (0, 0), ossia le soluzioni del sistema

y(6y’=2?) _
2(z243y2)%

7
z(222-3y%) _ 0
2= =
2(z2+3y?)4

(z,y) # (0,0)

E immediato verificare che non e ammissibile che una delle due variabili si annulli, altrimenti si
annullerebbe anche I'altra, e quindi il sistema ¢ equivalente a

6y? — 22 =0
222 —3y2 =0
(z,y) # (0,0)

da cui, si ricava facilmente che non ci sono soluzioni, e dunque non ci sono punti critici liberi in
R2\ (0,0).
Ci rimane da studiare il comportamento di f sul bordo di 2. Gli spigoli sono i punti

() ()

Il bordo lo dividiamo in due parti:
2 2 1
Flz{fv + 3y =3,y§}

[l S [9Y)

2
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roodyt 3.3
27\ T =T =g

. R . . . 2
Per quanto riguarda I'y, che & una parte dell’ellisse di equazione Z
parametrizzazione

3 + y2 = 1, possiamo usare la

7(t) (\/gcost,sint), ‘e [ 7 w} |

——T, =

6 "6

e componendo con f troviamo la funzione di una variabile

7, =
6 "6

1

gi1(t) = f(m(t)) = 14374 sint cost, te [ ! W]

7 T

Risulta ¢{(t) = 371 (cos®t — sin?t), dunque i punti critici interni all’intervallo [—Zm, Z] sono
tlz—*ﬂ'etgz—ﬂ

7> cui corrispondono i punti critici vincolati

3 3 - 3
Q1=m <—47T> = 12 e Q2=m <Z) g

Passiamo a I'g, per cui possiamo usare la parametrizzazione

ao=() o<1

che non e quella standard per un segmento, ma permette di semplificare i calcoli. Componiamo
con f e otteniamo la funzione di una variabile

t 33
gt) = f(ret)=1+V2——, te [_ }
(4t2 +3)14

Abbiamo g)(t) = V2 (a2+3)% —6t2(412+3) "

2_ . T . o
3 2 2723 e dunque i punti critici interni all’intervallo
(4t2+3)2 (4t2+3)4
3 3 3 3
[—5, 5} sono t3 = —\/; ety =14/%5,

cui corrispondono i punti critici vincolati

3 3
Q3=72<— ;) 12 e Q4:72<\/§> 2

2

N[ =

I valori che dobbiamo confrontare sono dunque
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_1 1
Dunque il massimo di f e 1+ 374 e il minimo ¢ 1 — 374.

Esercizio 2. Calcolare l'integrale

// S:B—y 5 dz dy

dove Q = {(z,y) € R? : x20,4§x2+y2§9,x+3y23}.

L’insieme 2 & rappresentato nella figura 14.

3T

3 2 o o i 2 3
Figure 14: L’insieme ).

La funzione da integrare e il dominio suggeriscono di risolvere 'integrale usando il cambiamento
di variabili in coordinate polari, ossia

x = pcosb

V) =) con {500

e |det Jy(p,0) =p.

Dunque ponendo S 'insieme tale che 1(S) = Q, abbiamo

// 52:6 ydwdy—// 3cos€—sm9>d,0d9

Determiniamo adesso S e proviamo a scriverlo come insieme semplice. Dalla definizione di €2
troviamo

S ={(p,0) € [0,400) x [-m, 7] : pcosf >0, 4 <p*<9, pcosh+ 3psinh > 3}

La prima e la seconda condizione ci dicono che
Tm
€23 e oe|-2, 7]
2, 3] 55
Per semplificare lo studio della terza condizione, osserviamo che dalla definizione di €2 si ricava
anche y > 0, dunque possiamo in effetti restringerci a

c[2,3 e O¢ [0, g] .
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Con questa restrizione abbiamo cosf + 3sinf > 0, e quindi la terza condizione per S si riscrive
come

>3
~ cosf + 3sinf

Mettendo insieme le tre condizioni otteniamo l'insieme S rappresentato nella figura 15 con p sulle
ascisse e 6 sulle ordinate.

1‘5 2‘() 2‘5 3‘0
Figure 15: L’insieme S.

Per scriverlo come insieme semplice dobbiamo considerare 6 € [0, 7] tale che

3
cosf +3sinf

e osservare che = 3 per # = 0. Possiamo quindi scrivere S come unione di due insiemi

semplici, ossia

3
cos 6+3sin 6

~ 3 _ T
= : < g < — < p< : < f <= < p < .
s {(p’g) 0_9_6’c059+35in9_p_3} U {(p,&) 0_9_2’2_/)_3}

// 32—y dxdy—// 30050—81n9>d df =
6 3 z 3
_/ / <30089—sin9> dp d@—i—/ </ <3cosﬁ—sin0> dp) df =
0 = 7 2

cos 0+3sin 6

:/05 <3c0s0—sin9> p‘S s d@%—/g?2r <3c059—sin0> pEdOz

cos 0+3sin 6

0 ] . ™
. 3cosf —sinf 2 .
/0 3(30050—81110) dH—/O 3(:()89—i—3sin€d9+/ (30030—51n9) df =

Dunque

s
2

= (9sin0+3cos0)’ (310g(cos€+381n0 )) + (381n9+c0s9> ;

=2cosf + 6sind — 3log(cos § + 3sin f) :3—3logg.
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S

avendo trovato dalla condizione su 6 che sinf = 9_20 L ¢ quindi cosf = %Xﬁ. In effetti, bastava

osservare che cos 0+ 3 sin 57: %(wo —i:3y0) dove P = (z0, o) ¢ il punto di intersezione tra 2 +1y? = 4

e x + 3y = 3. Dunque cosf + 3sinf = %
Esercizio 3. Data la curva (v,1), con I = [—¢m, i) e parametrizzazione
17 ) ,
v 57 " — R*, ’y(t):(cost,1+2smt>

i) scrivere l'equazione cartesiana della retta tangente al sostegno della curva nel punto
P=(4,2);
2 ’

La parametrizzazione (t) & di classe C!, quindi la retta tangente al sostegno della curva esiste
in tutti i punti che corrispondono ai valori del parametro ¢ € (—éw, %ﬂ') per cui 7/(¢t) # 0. In

particolare per P = (g, 2) troviamo innanzitutto ¢y € (—%7‘(‘, %71’) tale che y(t9) = P, quindi
risolviamo il sistema

costg = @

14 2sintyg =2

L’unica soluzione ¢ top = §. La retta tangente al sostegno nel punto P ¢ quindi generata dal vettore

velocita )
—sin to b

Y (to) = =
2 costy V3

e un vettore normale al sostegno nel punto P & quindi

~(4)

L’equazione cartesiana cercata e allora

i) dato il campo di vettori

T E—
—92 2+ 2
F(z,y) = ( S
@247 T LY

calcolare la somma del lavoro di F lungo (v,1) e del lavoro di F lungo (%,1), con

1:[—‘?,? —~R%, ()= (t,0)
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Studiamo innanzitutto le proprieta del campo F. Il suo dominio & R?\ {(2,0)} e

rot(F)(z,y) = %ZQ(%?J) - a;;(%?/) =

—9 2 2 _ 2 —9 2
_(z-2) il (2:62 ) oy -
((z =20 +9?)
Quindi il campo F non e irrotazionale. )
Studiamo le proprieta delle due curve (v,1) e (§,1). Disegniamo in figura 16 il sostegno di

—(z—2)* —y* + 29
(z—22+y2)2

20 =2(y — Dz

12
(7,1), che & una parte dell’ellisse 22 + % = 1 con punto iniziale e finale rispettivamente

) N - 3
oo ()= (3) + )7

11 sostegno della curva (7,1) ¢ invece il segmento P, P, con punto iniziale P, e punto finale
P, , invertiti rispetto a quelli di (v, I).

Figure 16: 11 sostegno di (v, I).

Dobbiamo calcolare la somma
L(F,v)+ L(F,7) = L(F,yU#7)

dove v U 7 indica la curva chiusa che si ottiene percorrendo prima il sostegno di v e poi quello di
yUA.

La curva v U % ¢ chiusa, orientata positivamente, e I'insieme U racchiuso dalla curva e tutto
contenuto nel dominio del campo, infatti (2,0) ¢ U. Possiamo quindi applicare il Teorema del
Rotore e otteniamo

L(F,v)+ L(F,5) = L(F,vU#7) = //U rot(F)(z,y) dedy = //U 2(y — 1)z dxdy

Per svolgere 'integrale scriviamo U come insieme semplice rispetto alla x, ossia
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e quindi

1— (y 1)
L(F,v)+ L(F,7) // _1xda?dy—/ (/ 1)xd:c) dy =
W

3
:/0 ((y—1)a?) xz_@dy:o,
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