Analisi Matematica I1
Corso di Ingegneria Biomedica
Compito del 14-07-2012

- E obbligatorio consegnare tutti i fogli, anche quelli della brutta.
- Le risposte senza giustificazione sono considerate nulle.

Esercizio 1. (10 punti) Data la funzione
fla,y) =2 +y* + oy +o

i) trovare tutti i punti critici liberi e dire se si tratta di punti di minimo locale, di massimo locale
o di sella;

ii) trovare massimo e minimo assoluti di f ristretta all’insieme

D={(z,y) eR® : >0,y >0,2>+y* <1}

Esercizio 2. (8 punti) Calcolare

dxdy

T
//U V2 + y?
dove

2 2
U:{(:c,y)E]R2 c x>0, y>0, 22+ <1, 562—1—7'221}

Esercizio 3. (15 punti) Data la curva (v, ), con I = [0,27] e parametrizzazione
1
v:[0,27] — R?, ~(t) = (sin?’(t), cos?(t) + 3 cos(t) — 1)

i) scrivere I'equazione cartesiana della retta tangente al sostegno di (y, ) nel punto P = (—% V3, —1);

ii) calcolare il lavoro del campo di vettori

2rx—y
x2+y2
42y
ac2+y2

F(w7 y) =

lungo la curva (v, I). (Suggerimento: potrebbe essere utile studiare le proprieta del campo di vettori.)

iii) calcolare il lavoro del campo di vettori del punto ii) lungo la curva definita su I = [0, 27] dalla
parametrizzazione

4 :]0,27] — R?, (t) = (sin?’(t), cos®(t) + ;cos(t)>

(Suggerimento: potrebbe essere utile studiare le proprieta del campo di vettori.)



Svolgimento

Esercizio 1. Data la funzione
flz,y) =2*+ 92 +ay+x
i) trovare tutti i punti critici liberi e dire se si tratta di punti di minimo locale, di massimo locale
o di sella;

La funzione ¢ definita su tutto R? ed & differenziabile su tutto il suo dominio, quindi cerchiamo
i punti in cui si annulla il gradiente. Si trova

2x 1
Vf(.%',y):< T )

20+

e quindi ponendo V f = 0, si trova che I'unico punto critico libero &

po( 21
33

Per caratterizzare P possiamo usare la matrice Hessiana di f che ¢ una matrice simmetrica,
perché f & almeno di classe C? sul dominio. La matrice Hessiana di f & data da

2 1

che, essendo una matrice costante, ¢ anche Hy (—%, %) Si osserva che det (Hf (—%, %)) =3>0e
traccia (Hf (—%, %)) =4 > 0, per cui P & un punto di minimo locale.

ii) trovare massimo e minimo assoluti di f ristretta all’insieme

D:{(x,y)GRQ : xZO,yZO,xz—i—yzgl}

L’insieme da considerare ¢ la parte del primo quadrante interna alla circonferenza unitaria (vedi
figura 1). Per studiare massimo e minimo assoluto di f su D dobbiamo considerare i valori che la
funzione assume sui punti critici liberi interni a D, sui punti critici vincolati al bordo di D, e sugli
eventuali spigoli del bordo e punti di non derivabilita della funzione.

La funzione f non ha punti di non differenziabilita e non ci sono punti critici liberi interni a D,
infatti P del punto precedente & esterno a D.

Studiamo quindi il comportamento di f sul bordo di D, che consiste di un quarto di circon-
ferenza, I'y = {x2—|—y2 =1, z>0,y> O}, e di due segmenti I'y = {0<x<1,y=0} e I's =
{0<y <1, x=0}

Per studiare la funzione vincolata a I'y utilizziamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange (si
poteva anche usare una parametrizzazione). Dobbiamo quindi cercare soluzioni (z,y, A) del sistema

20 +y+1=X\22)
x4 2y = A(2y)

2 +y? =1
z>0,y=>0
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Figure 1: L’insieme D

Scrivendo z in funzione di y, A nella seconda, sostituendo nella prima, e scrivendo y in funzione di
: 13
A, si trova che per A # 3, 5 deve essere

201 — 1) 1

T —12-10 YTap o121

Sostituendo nella terza, e ricordando le condizioni x > 0, y > 0, si trova che 'unica soluzione &

(z,y,\) = (@, %, 1+ @) Quindi abbiamo trovato il punto critico vincolato

o= (%]
Tl
Per A = % eA= % invece il sistema non ha soluzioni. Quindi lo studio del comportamento di f su

I"y & completo.
Per lo studio del comportamento di f su I's e I's usiamo le parametrizzazioni

wi=( ). teb

win= (). teb
Componiamo con f e otteniamo le funzioni di una variabile
92(t) = f(r)=t"+t  te0,1]
gs(t) = f(s()) =t*  t€[0,1]

che sono entrambe strettamente crescenti. Quindi gli unici valori che dobbiamo aggiungere sono
quelli dei punti di bordo

Q2 = (1, 0) ) Q3 = (07 0) ) Q4= (07 1)



In conclusione, per ottenere il massimo e il minimo di f su D dobbiamo confrontare i valori

3V3

f@)=——+1 flQ)=2 [f(Q:)=0 [f(Qi)=1

da cui si ottiene che

3v3

mgxf:T—i—l, mDinf=O

Esercizio 2. Calcolare

//Ld:cdy
U 2?2+ y?
dove
2 2., .2 2Ty
U:{(w,y)e]R x>0, y>0, 274+ y° <1, ?4—?21}

L’insieme U su cui integrare ¢ la parte del primo quadrante interna alla circonferenza unitaria

ed esterna all’ellisse di semi-assi v2 > 1 e \/é < 1 (vedi figura 2).
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Figure 2: L’insieme U

Vista la forma del dominio e la funzione da integrare, cambiamo variabili e riscriviamo I'integrale
utilizzando le coordinate polari x = pcos¢, y = psin¢. Si ottiene, ricordando che il determinante
della matrice Jacobiana della trasformazione in coordinate polari e det J = p,

pCco

[y

dove

1
Q= {(p,cb) € (0,00) x [0,27) : pcos¢ >0, psing >0, p* <1, §p20082¢—|—gp281n2¢2 1} =

4



/ 1
Z{(p,gb)G(O,OO)X[O,Zﬂ'):Ogd)g;r,OSpSl,pZ Hbln%ﬁ}:
T T 1
:{(p,¢)€(0,00)X[O,2W) : §§¢S§7 2+3SID2¢_p<1}

L’ultima espressione per €2 ¢ quella corretta che ci permette di scriverlo come insieme semplice
rispetto alla variabile ¢. I vincoli su ¢ discendono dalla condizione

— <1
1 2 42 —
§+§SIH¢)

che rende compatibile le condizioni per p.
Utilizzando quindi la formula di riduzione per insiemi semplici otteniamo

//U\/ﬁdxdy_[r / pcosqﬁdp 6 =

3 + m
™ 1 —1
:/2 fp2005¢‘p - do = / fcos¢ Lﬂ do =
3 2 P=\ T ZanZs 1+381n¢>
=3 1 t=-—2 1 2
*Slngb‘ 2 \[ f dtzz—\/g—\/garctan(t)‘ ﬂ:*—i—ﬁarct 7+L\/§
=3 o 14+2 2 4 =1 2 4 2 V38

Esercizio 3. Data la curva (v, 1), con I = [0,27] e parametrizzazione
2 .3 2 1
v:[0,27] — R, ~(t) = ( sin®(t), cos*(t) + 3 cos(t) — 1

i) scrivere l’equazione cartesiana della retta tangente al sostegno di (v, I) nel punto P = (—% V3, —1);

Cerchiamo innanzitutto un parametro ¢y € [0, 27| per cui (t9) = P. Scriviamo quindi il sistema
sind(tg) = —% 3
{ cos?(tg) + & cos(tg) — 1= —1
da cui si trova tg = %71’. I1 vettore velocita nel punto P & quindi dato da

(1) = ( 3sin?(tg) cos(to) ) _ ( —% )
T —2sin(to) cos(ty) — 3 sin(to) e

4

e, non essendo nullo, rappresenta la base dello spazio tangente alla curva. Quindi I'equazione
cartesiana della retta tangente al sostegno di (v, I) nel punto P &

f<x+z\/§>—z(y+l):0

5



i) calcolare il lavoro del campo di vettori
2x—y
ac2+y2

42y
x2+y2

F(J:?y) =

lungo la curva (7, 1). (Suggerimento: potrebbe essere utile studiare le proprieta del campo di vettori.)

Studiamo innanzitutto le proprieta del campo F. Si trova che

OF, OF _ 22+ y? — 22(x + 2y) B —x? — 9% — 2y(2z — y) _0
Ox oy (2% 4 y2)2 (22 + y?)? B

rot(F) (z,y) =

Quindi il campo ¢ irrotazionale. Per vedere se & conservativo studiamo innanzitutto il suo dominio
Q. Si trova che
Q=R*\{(0,0)}

che non & semplicemente connesso. Dobbiamo quindi studiare il lavoro di F lungo una curva chiusa
intorno all’origine. Per semplificare i calcoli scegliamo la curva

x(t) = (cos t, sint) t €0, 2n]
Si ottiene dalla formula

2T 2
L(F,x) = /0 <F(x(t),x'(t) > dt = /0 [— (2cost —sint)sint + (cost + 2sint) cost| dt = 2w

Quindi il campo non & conservativo.

Studiamo adesso la curva (v, I). Notiamo innanzitutto che la curva ¢ chiusa, ossia v(0) = v(27),
ed ¢ di classe C''. Disegniamo infine il sostegno della curva, vedi figura 3, e deduciamo che la curva
¢ semplice, & percorsa in senso orario e lorigine ¢ contenuta nella parte interna alla curva (basta
identificare alcuni punti del sostegno e unirli in maniera approssimativa). Non possiamo allora

051

Figure 3: 11 sostegno della curva (v, I)

applicare il Teorema del Rotore, ma possiamo dedurre dalla teoria sui campi di vettori irrotazionali
che
L(F,v)=—-L(F,x) = 27



dove il segno dipende dalla differenza tra le orientazioni delle due curve.

iii) calcolare il lavoro del campo di vettori del punto ii) lungo la curva definita su I = [0,27] dalla
parametrizzazione

F:00,2n] = R?,  A(t) = <sin3(t), cos®(t) + ;cos(t)>

(Suggerimento: potrebbe essere utile studiare le proprieta del campo di vettori.)

Studiamo adesso la curva (7, I), che ha le stesse proprieta di (v,I). L’unica differenza ¢ che
adesso il sostegno ¢ traslato nella direzione y. Se infatti disegniamo il sostegno di (¥, I) troviamo la
figura 4, e quindi la curva e semplice, & percorsa in senso orario e l'origine stavolta non & contenuta
nella parte interna U alla curva (basta identificare alcuni punti del sostegno e unirli in maniera
approssimativa). Possiamo allora applicare il Teorema del Rotore e dedurre che

L(F.5) = — //U rot(F) (z, y) dady = 0

151
10+
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Figure 4: 11 sostegno della curva (%, )



Analisi Matematica I1
Corso di Ingegneria Biomedica
Compito del 14-07-2012

-E obbligatorio consegnare tutti i fogli, anche quelli della brutta.
- Le risposte senza giustificazione sono considerate nulle.

Esercizio 1. (10 punti) Data la funzione
flay) = —2® —dy” +ay +y

i) trovare tutti i punti critici liberi e dire se si tratta di punti di minimo locale, di massimo locale
o di sella;

ii) trovare massimo e minimo assoluti di f ristretta all’insieme

D={(z,y) €R* : 2>0,y>0, 2> +4y*> <1}

Esercizio 2. (8 punti) Calcolare

dxdy

Yy
//U V2 + y?
dove

32 2
U:{($,y)ER2 x>0, y>0, 22 +9% <1, :2U+y221}

Esercizio 3. (15 punti) Data la curva (v, ), con I = [0, 27] e parametrizzazione

1
v :[0,27] — R?, v(t) = (COS2(t) +t3 cos(t), Sin3(t)>
i) scrivere I'equazione cartesiana della retta tangente al sostegno di (v, I) nel punto P = (O, % \/3),

ii) calcolare il lavoro lungo (v, I) del campo di vettori
2x—y
12+y2

42y
272+y2

F(l‘,y) =

(Suggerimento: potrebbe essere utile studiare le proprieta del campo di vettori.)

iii) calcolare il lavoro del campo di vettori del punto ii) lungo la curva di parametrizzazione v come
sopra, ma ristretta all’intervallo I = [O, ﬂ



Svolgimento

Esercizio 1. Data la funzione
fla,y) = —2® =4y +ay +y

i) trovare tutti i punti critici liberi e dire se si tratta di punti di minimo locale, di massimo locale
o di sella;

La funzione ¢ definita su tutto R? ed & differenziabile su tutto il suo dominio, quindi cerchiamo
i punti in cui si annulla il gradiente. Si trova

—2z
Vf(:c,y) = ( I )

—8y+x+1

e quindi ponendo V f = 0, si trova che I'unico punto critico libero &

1 2
P=(—, =
(15 15)

Per caratterizzare P possiamo usare la matrice Hessiana di f che ¢ una matrice simmetrica,
perché f & almeno di classe C? sul dominio. La matrice Hessiana di f & data da

-2 1
Hf($7y):< 1 _8>

che, essendo una matrice costante, ¢ anche Hy (%, 1—25) Si osserva che det (Hf (%, 1%)) =15>0
12

e traccia (Hf (1—5, 1—5)) = —10 < 0, per cui P & un punto di massimo locale.

ii) trovare massimo e minimo assoluti di f ristretta all’insieme
D={(z,y) €R* : 2>0,y>0, 2> +4y*> <1}

L’insieme da considerare ¢ la parte del primo quadrante interna all’ellisse di semi-assi 1 e %
(vedi figura 5). Per studiare massimo e minimo assoluto di f su D dobbiamo considerare i valori
che la funzione assume sui punti critici liberi interni a D, sui punti critici vincolati al bordo di D,
e sugli eventuali spigoli del bordo e punti di non derivabilita della funzione.

La funzione f non ha punti di non differenziabilita, ma il punto critico P = (%, 1—25) ¢ interno
a D, quindi il valore f(P) va preso in considerazione.

Studiamo quindi il comportamento di f sul bordo di D, che consiste di un quarto di el-
lisse, I'1 = {x2—|—4y2 =1, >0, yZO}, e di due segmenti I's = {0<z<1,y=0} e I's =
{Ogyg%,x:O}.

Per studiare la funzione vincolata a I'y utilizziamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange (si
poteva anche usare una parametrizzazione). Dobbiamo quindi cercare soluzioni (z,y, A) del sistema

=2z +y = A(2x)
x—8y+1=A8y)
2+ 42 =1
r>0,y=>0
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Figure 5: L’insieme D

Scrivendo y in funzione di x, A nella prima, sostituendo nella seconda, e scrivendo x in funzione di
: 3 5
A, si trova che per A\ # —3, —7 deve essere

1 2(A+1
y= 204D

YT 6(A+1)2—1

6+ 1)2—1°

Sostituendo nella terza, e ricordando le condizioni x > 0, y > 0, si trova che 'unica soluzione &

(z,y,\) = (%, @, -1+ @) Quindi abbiamo trovato il punto critico vincolato

1 V3
Ql:(i’ T)

Per A = —% elN= —g invece il sistema non ha soluzioni. Quindi lo studio del comportamento di f
su I'; & completo.
Per lo studio del comportamento di f su I's e I'3 usiamo le parametrizzazioni

wi=(g ). tep
w=( 4 ). teb

Componiamo con f e otteniamo le funzioni di una variabile
g2(t) = f(2(t) = —t*  te[0,1]

gs(t) = Fa(®) =~ + 3¢ t€ (0,1

10



La funzione gy ¢ descrescente, mentre la funzione g3 ha un punto critico (massimo assoluto) in
t= %. Quindi i valori che dobbiamo considerare sono quelli nel punto

en(()-(o})

Q=10 Q=00 a-(03)

e quelli dei punti di bordo

In conclusione, per ottenere il massimo e il minimo di f su D dobbiamo confrontare i valori

=k r@n =21 pan =L

F(Q3)=—1, f(Qs) =0, f(Q5):_%

da cul si ottiene che )
max f = — min f = —1
D f 15" D f

Esercizio 2. Calcolare
dxdy

Y
/ /U Va? 4+ y?
dove
2 2 2 322y
U=<q(@xy ecR* : 220, y>0, 2°+y~ <1, 7+521
L’insieme U su cui integrare € la parte del primo quadrante interna alla circonferenza unitaria
ed esterna all’ellisse di semi-assi \/g <1e+2>1 (vedi figura 6).

Vista la forma del dominio e la funzione da integrare, cambiamo variabili e riscriviamo I'integrale
utilizzando le coordinate polari x = pcos¢, y = psin¢. Si ottiene, ricordando che il determinante
della matrice Jacobiana della trasformazione in coordinate polari & det J = p,

Yy psin ¢
dazdy:// pdpdod
//U Va2 +y? Q P

dove

3 1
Qz{(p,qa)e(o,oo)x[o,%) : peosg >0, psing >0, p® <1, 2p2cos2¢+2p2sin2¢21}=
T 1
:{<p,¢>e<0,oo>><[o,2w> 0<p< 5, 0<p<l p> 1}:

— {(p,¢) € (0,00) x [0,27) : 0 < ¢

IN
13
D[
+
8 —
[5)
)
hSS
INA
)
INA
—_
—
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Figure 6: L’insieme U

L’ultima espressione per 2 ¢ quella corretta che ci permette di scriverlo come insieme semplice
rispetto alla variabile ¢. I vincoli su ¢ discendono dalla condizione

1
T oo =1
5 +cos? o

che rende compatibile le condizioni per p.
Utilizzando quindi la formula di riduzione per insiemi semplici otteniamo

psingdp | do =

s 1
M=\ s
Uvzre+ty 0 §+Cts2¢

i1, p=1 i1 sin ¢
= —_ 1 d = —_ 1 _—— d =
/o 2" Sm(b‘P: Trees i /o (QSm(ZS 1+2COS2¢) ¢
2 cos

o=F V2 V2 odt V21 V2 =21 VR VR s T2
a 8

== = 2o Y arct t’ S Y2 Y arct
cos¢‘¢:0 5 | 1re 1 —l—2 5 arc an()t:1 54 g arcta

Esercizio 3. Data la curva (v,I), con I =[0,27] e parametrizzazione

v : 0,27 — R?, ~y(t) = (cosz(t) + %cos(t), sin3(t))

i) scrivere l'equazione cartesiana della retta tangente al sostegno di (vy,I) nel punto P = (O, % \/3),

12



Cerchiamo innanzitutto un parametro tg € [0, 27| per cui v(tp) = P. Scriviamo quindi il sistema

cos?(ty) + 1 cos(ty) = 0
sin®(to) = 2 V3

da cui si trova tg = %71’. Il vettore velocita nel punto P ¢ quindi dato da

) < —2sin(to) cos(to) — 5 sin(to) ) _ < V3 )

92 9
3sin“(tg) cos(to) -3
e, non essendo nullo, rappresenta la base dello spazio tangente alla curva. Quindi I'equazione
cartesiana della retta tangente al sostegno di (v, I) nel punto P &

Z(m—O)—I—\f(y—Z\/g) =0

i) calcolare il lavoro lungo (vy,I) del campo di vettori
2x—y
12+y2

42y
12+y2

F(:Evy) =

(Suggerimento: potrebbe essere utile studiare le proprieta del campo di vettori.)

Studiamo innanzitutto le proprieta del campo F. Si trova che

OF, 0F _ 22 4+ y? — 22(x + 2y) B —x? — 9% — 2y(2z — y) _o
or  dy (22 +y?)? (22 +y?)? a

rot(F)(z, y) =

Quindi il campo e irrotazionale. Per vedere se € conservativo studiamo innanzitutto il suo dominio
Q. Si trova che
Q=R*\{(0,0)}

che non e semplicemente connesso. Dobbiamo quindi studiare il lavoro di F lungo una curva chiusa
intorno all’origine. Per semplificare i calcoli scegliamo la curva

x(t) = <cos t, sint) t € [0,27]
Si ottiene dalla formula

2T 2T
L(F,x) = /0 <F(x(t),x'(t) > dt = /0 {— (2cost —sint)sint + (cost + 2sint) cost| dt = 2w

Quindi il campo non e conservativo.

Studiamo adesso la curva (v, I). Notiamo innanzitutto che la curva e chiusa, ossia v(0) = v(27),
ed ¢ di classe C'. Disegniamo infine il sostegno della curva, vedi figura 7, e deduciamo che la curva
& semplice, & percorsa in senso anti-orario e l'origine non & contenuta nella parte interna U alla

13
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Figure 7: 11 sostegno della curva (v, I)

curva (basta identificare alcuni punti del sostegno e unirli in maniera approssimativa). Possiamo
allora applicare il Teorema del Rotore e dedurre che

L(F,~) = //U rot(F)(z,y) dedy =0

ii1) calcolare il lavoro del campo di vettori del punto ii) lungo la curva di parametrizzazione vy come
sopra, ma ristretta all’intervallo I = [O, ﬂ

Ristretto all’intervallo [O, ﬂ , il sostegno di v risulta essere interamente contenuto nel semi-piano
Q = {x > 0}. Quindi possiamo restringere il nostro campo a €2, che ¢ un insieme semplicemente
connesso. Se ne deduce che esiste un potenziale f per F su (2, ossia esiste una funzione che risolve

il sistema,
of _ 2z—y
{ or — z2+y? ~

gy~ x?4y?
Integrando nella prima equazione rispetto a x e sostituendo poi nella seconda, si trova che un
possibile potenziale di F su €2 ¢ la funzione

flz,y) = log(a?Q + y2) + arctan ¥
X

Quindi possiamo calcolare
LEa| =1 (1(F) - s00) =1 <; + “f “f) ~f (§o> -

1 2
= log (2 + [) + arctan(v2 — 1) — log

14



Analisi Matematica I1
Corso di Ingegneria Biomedica
Compito del 14-07-2012

-E obbligatorio consegnare tutti i fogli, anche quelli della brutta.
- Le risposte senza giustificazione sono considerate nulle.

Esercizio 1. (10 punti) Data la funzione
f(x,y) = —4a* —y* + oy + 2

i) trovare tutti i punti critici liberi e dire se si tratta di punti di minimo locale, di massimo locale
o di sella;

ii) trovare massimo e minimo assoluti di f ristretta all’insieme

D:{(:c,y)E]R2 : x20,y20,4x2+y2§1}

Esercizio 2. (8 punti) Calcolare

dxdy

Yy
//U V2 + y?
dove

72 2
U:{($,y)ER2 x>0, y>0, 22 +9% <1, :6U+y221}

Esercizio 3. (15 punti) Data la curva (v, ), con I = [0, 27] e parametrizzazione

1
v :[0,27] — R?, v(t) = (COS2(t) +t3 cos(t), Sin3(t)>
i) scrivere I'equazione cartesiana della retta tangente al sostegno di (v, I) nel punto P = (O, % \/3),

ii) calcolare il lavoro lungo (v, I) del campo di vettori
2x—y
12+y2

42y
272+y2

F(l‘,y) =

(Suggerimento: potrebbe essere utile studiare le proprieta del campo di vettori.)

iii) calcolare il lavoro del campo di vettori del punto ii) lungo la curva di parametrizzazione v come
sopra, ma ristretta all’intervallo I = [O, ﬂ

15



Svolgimento

Esercizio 1. Data la funzione
fle,y) = —42® =y + oy + 2

i) trovare tutti i punti critici liberi e dire se si tratta di punti di minimo locale, di massimo locale
o di sella;

La funzione ¢ definita su tutto R? ed & differenziabile su tutto il suo dominio, quindi cerchiamo
i punti in cui si annulla il gradiente. Si trova

—8r+y+1
Vi(z,y) =
—2y+x
e quindi ponendo V f = 0, si trova che I'unico punto critico libero &

2 1
P=(=, =
(w w)

Per caratterizzare P possiamo usare la matrice Hessiana di f che ¢ una matrice simmetrica,
perché f & almeno di classe C? sul dominio. La matrice Hessiana di f & data da

Hy(,y) = ( T )

che, essendo una matrice costante, ¢ anche Hy (%, 1—15) Si osserva che det (Hf (%, 1—15)) =15>0
e traccia (Hf (1%, 1—15)) = —10 < 0, per cui P & un punto di massimo locale.

ii) trovare massimo e minimo assoluti di f ristretta all’insieme

D:{(x,y)€R2 : xZO,y20,4x2+y2§1}

L’insieme da considerare ¢ la parte del primo quadrante interna all’ellisse di semi-assi % el
(vedi figura 8). Per studiare massimo e minimo assoluto di f su D dobbiamo considerare i valori
che la funzione assume sui punti critici liberi interni a D, sui punti critici vincolati al bordo di D,
e sugli eventuali spigoli del bordo e punti di non derivabilita della funzione.

La funzione f non ha punti di non differenziabilita, ma il punto critico P = (%, 1—15) ¢ interno
a D, quindi il valore f(P) va preso in considerazione.

Studiamo quindi il comportamento di f sul bordo di D, che consiste di un quarto di el-
lisse, I'y = {4x2—|—y2 =1, x>0, yZO}, e di due segmenti I's = {0§:v < %, y:O} e's =
{0<y <1, z=0}.

Per studiare la funzione vincolata a I'y utilizziamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange (si
poteva anche usare una parametrizzazione). Dobbiamo quindi cercare soluzioni (z,y, A) del sistema

-8z +y+1=A\8)
x =2y = A2y)
422 + 9% =1
r2>0,y=0
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Figure 8: L’insieme D
Scrivendo x in funzione di y, A nella seconda, sostituendo nella prima, e scrivendo y in funzione di
: 3 5
A, si trova che per A\ # —3, —7 deve essere

2(A+1) )= 1
1

YT 6(A+1)2—1

6+ 1)2—1°

Sostituendo nella terza, e ricordando le condizioni x > 0, y > 0, si trova che 'unica soluzione &
(z,y,\) = (@, %, -1+ %) Quindi abbiamo trovato il punto critico vincolato

V3 1
@z(qﬂﬂ

Per A = —% elN= —g invece il sistema non ha soluzioni. Quindi lo studio del comportamento di f
su I'; & completo.
Per lo studio del comportamento di f su I's e I'3 usiamo le parametrizzazioni

1
5t

’Y2(t)=( 5 ) te[0,1]

w= (). rep

Componiamo con f e otteniamo le funzioni di una variabile
1
92(t) = f(2(t)) = —* + ot tE€ [0,1]

gs(t) = f(ys(t)) = —t>  t€[0,1]

17



La funzione g3 ¢ descrescente, mentre la funzione go ha un punto critico (massimo assoluto) in
t= %. Quindi i valori che dobbiamo considerare sono quelli nel punto

()~ (2

Q3 = (;a 0) ) Q4 = (07 O) ; Q5 = (Oa 1)

e quelli dei punti di bordo

In conclusione, per ottenere il massimo e il minimo di f su D dobbiamo confrontare i valori

=k r@n =21 pan =L

Q5= 3 F@)=0, [(Q5)=-1
da cui si ottiene che

1 .
mgxf—ﬁ, m[%nf——l

Esercizio 2. Calcolare

//ydxdy
UVt +y?
dove
2 2 2 T2* Y
U:{(x,y)eR cx>0,y>0, 2°+y* <1, 6+221}

L’insieme U su cui integrare € la parte del primo quadrante interna alla circonferenza unitaria
ed esterna all’ellisse di semi-assi \/é <1le+2>1 (vedi figura 9).

Vista la forma del dominio e la funzione da integrare, cambiamo variabili e riscriviamo I'integrale
utilizzando le coordinate polari x = pcos¢, y = psin¢. Si ottiene, ricordando che il determinante
della matrice Jacobiana della trasformazione in coordinate polari & det J = p,

Yy psin ¢
dazdy:// pdpdod
//U Va2 +y? Q P

dove

7 1
Q= {(w) € (0,00) x [0,27) = peos§ >0, psing >0, p* <1, £p*cos® ¢+ S p’sin’ > 1} =

IN
v

Z{(p,¢)€(0700)><[0,27r) 1 0<¢ g 0<p<1,p 1}:

- {(p,qb) €(0,00) x[0,2m) : 0< ¢

VAN
=N
N[ =
_|_
Wi
a =
]
»n
V)
-
IN
A
IN
[a—
H/_/
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Figure 9: L’insieme U

L’ultima espressione per 2 ¢ quella corretta che ci permette di scriverlo come insieme semplice
rispetto alla variabile ¢. I vincoli su ¢ discendono dalla condizione

1
— <1
V 3+ 2cos?¢

che rende compatibile le condizioni per p.
Utilizzando quindi la formula di riduzione per insiemi semplici otteniamo

psingdp | do =

s 1
) T A Y e
UANTe+y 0 %T;CT%

(1, . ‘pzl /% 1. sin ¢
= —p“ sin do = —singg — ————— | d¢ =
/0 27 ¢p: — ¢ 0 (2 ¢ 1+ 5 cos? ¢

72+3cos2¢
o=F V3 [V dt 1 V3 VB =% 1 V3 3 2 73
2

R E I O o B N Y S
¢=0 2 1 1+ ¢2 2 4 arc an()tzl 9 4 B) arctan \/§+ 3

Esercizio 3. Data la curva (v,I), con I =[0,27] e parametrizzazione

v:[0,27] — R?, ~(t) = (cos2(t) + %cos(t), sin3(t))

i) scrivere l'equazione cartesiana della retta tangente al sostegno di (v, I) nel punto P = (0, % \/5),
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Cerchiamo innanzitutto un parametro tg € [0, 27| per cui v(tp) = P. Scriviamo quindi il sistema

cos?(ty) + 1 cos(ty) = 0
sin®(to) = 2 V3

da cui si trova tg = %71’. Il vettore velocita nel punto P ¢ quindi dato da

) < —2sin(to) cos(to) — 5 sin(to) ) _ < V3 )

92 9
3sin“(tg) cos(to) -3
e, non essendo nullo, rappresenta la base dello spazio tangente alla curva. Quindi I'equazione
cartesiana della retta tangente al sostegno di (v, I) nel punto P &

Z(m—O)—I—\f(y—Z\/g) =0

i) calcolare il lavoro lungo (vy,I) del campo di vettori
2x—y
12+y2

42y
12+y2

F(:Evy) =

(Suggerimento: potrebbe essere utile studiare le proprieta del campo di vettori.)

Studiamo innanzitutto le proprieta del campo F. Si trova che

OF, 0F _ 22 4+ y? — 22(x + 2y) B —x? — 9% — 2y(2z — y) _o
or  dy (22 +y?)? (22 +y?)? a

rot(F)(z, y) =

Quindi il campo e irrotazionale. Per vedere se € conservativo studiamo innanzitutto il suo dominio
Q. Si trova che
Q=R*\{(0,0)}

che non e semplicemente connesso. Dobbiamo quindi studiare il lavoro di F lungo una curva chiusa
intorno all’origine. Per semplificare i calcoli scegliamo la curva

x(t) = <cos t, sint) t € [0,27]
Si ottiene dalla formula

2T 2T
L(F,x) = /0 <F(x(t),x'(t) > dt = /0 {— (2cost —sint)sint + (cost + 2sint) cost| dt = 2w

Quindi il campo non e conservativo.

Studiamo adesso la curva (v, I). Notiamo innanzitutto che la curva e chiusa, ossia v(0) = v(27),
ed ¢ di classe C'. Disegniamo infine il sostegno della curva, vedi figura 10, e deduciamo che la curva
& semplice, & percorsa in senso anti-orario e I'origine non & contenuta nella parte interna U alla
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Figure 10: 11 sostegno della curva (v, I)

curva (basta identificare alcuni punti del sostegno e unirli in maniera approssimativa). Possiamo
allora applicare il Teorema del Rotore e dedurre che

L(F,~) = //U rot(F)(z,y) dedy =0

ii1) calcolare il lavoro del campo di vettori del punto ii) lungo la curva di parametrizzazione vy come
sopra, ma ristretta all’intervallo I = [O, ﬂ

Ristretto all’intervallo [O, ﬂ , il sostegno di v risulta essere interamente contenuto nel semi-piano
Q = {x > 0}. Quindi possiamo restringere il nostro campo a €2, che ¢ un insieme semplicemente
connesso. Se ne deduce che esiste un potenziale f per F su (2, ossia esiste una funzione che risolve

il sistema,
of _ 2z—y
{ or — z2+y? ~

gy~ x?4y?
Integrando nella prima equazione rispetto a x e sostituendo poi nella seconda, si trova che un
possibile potenziale di F su €2 ¢ la funzione

flz,y) = log(a?Q + y2) + arctan ¥
X

Quindi possiamo calcolare
LEa| =1 (1(F) - s00) =1 <; + “f “f) ~f (§o> -

1 2
= log (2 + [) + arctan(v2 — 1) — log
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Analisi Matematica I1
Corso di Ingegneria Biomedica
Compito del 14-07-2012

- E obbligatorio consegnare tutti i fogli, anche quelli della brutta.
- Le risposte senza giustificazione sono considerate nulle.

Esercizio 1. (10 punti) Data la funzione
fla,y) =2+ +ay +y

i) trovare tutti i punti critici liberi e dire se si tratta di punti di minimo locale, di massimo locale
o di sella;

ii) trovare massimo e minimo assoluti di f ristretta all’insieme

D={(z,y) eR® : >0,y >0,2>+y* <1}

Esercizio 2. (8 punti) Calcolare

dxdy

T
//U V2 + y?
dove

2 2
3
U={(x,y)eR2 L2 >0,y>0, 2% +y? <1, 2+321}

Esercizio 3. (15 punti) Data la curva (v, ), con I = [0,27] e parametrizzazione
1
v:[0,27] — R?, ~(t) = (sin?’(t), cos?(t) + 3 cos(t) — 1)

i) scrivere I'equazione cartesiana della retta tangente al sostegno di (y, ) nel punto P = (—% V3, —1);

ii) calcolare il lavoro del campo di vettori

2rx—y
x2+y2
42y
ac2+y2

F(w7 y) =

lungo la curva (v, I). (Suggerimento: potrebbe essere utile studiare le proprieta del campo di vettori.)

iii) calcolare il lavoro del campo di vettori del punto ii) lungo la curva definita su I = [0, 27] dalla
parametrizzazione

4 :]0,27] — R?, (t) = (sin?’(t), cos®(t) + ;cos(t)>

(Suggerimento: potrebbe essere utile studiare le proprieta del campo di vettori.)
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Svolgimento

Esercizio 1. Data la funzione
fla,y) =a® +y* +ay +y
i) trovare tutti i punti critici liberi e dire se si tratta di punti di minimo locale, di massimo locale
o di sella;

La funzione ¢ definita su tutto R? ed & differenziabile su tutto il suo dominio, quindi cerchiamo
i punti in cui si annulla il gradiente. Si trova

2z
Vf(x,y): ( I )

2y+x+1

e quindi ponendo V f = 0, si trova che I'unico punto critico libero &

Per caratterizzare P possiamo usare la matrice Hessiana di f che ¢ una matrice simmetrica,
perché f & almeno di classe C? sul dominio. La matrice Hessiana di f & data da

2 1

che, essendo una matrice costante, ¢ anche Hy (%, —%) Si osserva che det (Hf (%, —%)) =3>0e
traccia (Hf (%, —%)) =4 > 0, per cui P & un punto di minimo locale.

ii) trovare massimo e minimo assoluti di f ristretta all’insieme

D:{(x,y)GRQ : xZO,yZO,xz—i—yzgl}

L’insieme da considerare ¢ la parte del primo quadrante interna alla circonferenza unitaria (vedi
figura 11). Per studiare massimo e minimo assoluto di f su D dobbiamo considerare i valori che la
funzione assume sui punti critici liberi interni a D, sui punti critici vincolati al bordo di D, e sugli
eventuali spigoli del bordo e punti di non derivabilita della funzione.

La funzione f non ha punti di non differenziabilita e non ci sono punti critici liberi interni a D,
infatti P del punto precedente & esterno a D.

Studiamo quindi il comportamento di f sul bordo di D, che consiste di un quarto di circon-
ferenza, 'y = {x2—|—y2 =1, z>0,y> O}, e di due segmenti I's = {0<x<1,y=0} e I's =
{0<y <1, z=0}.

Per studiare la funzione vincolata a I'y utilizziamo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange (si
poteva anche usare una parametrizzazione). Dobbiamo quindi cercare soluzioni (z,y, A) del sistema

2z +y = A\(22)
r+2y+1=A2y)
2?2 +y? =1
r=>0,y=>0
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Figure 11: L’insieme D
Scrivendo y in funzione di x, A nella prima, sostituendo nella seconda, e scrivendo x in funzione di

A, si trova che per \ # %, % deve essere

B 1 o200-1)
TTIo -z YTap o1z

Sostituendo nella terza, e ricordando le condizioni x > 0, y > 0, si trova che 'unica soluzione &
(z,y,\) = (l V3 + @) Quindi abbiamo trovato il punto critico vincolato

29 2
1 V3
Q1:(§77>

Per A = % eA= % invece il sistema non ha soluzioni. Quindi lo studio del comportamento di f su
I"y & completo.
Per lo studio del comportamento di f su I's e I's usiamo le parametrizzazioni

wi=( ). teb

win= (). teb
Componiamo con f e otteniamo le funzioni di una variabile
92(t) = f(e(t) =t te[01]
g3(t) = f(s(®) =t +¢  te0,1]

che sono entrambe strettamente crescenti. Quindi gli unici valori che dobbiamo aggiungere sono
quelli dei punti di bordo

Q2 = (1, 0) ) Q3 = (07 0) ) Q4= (07 1)
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In conclusione, per ottenere il massimo e il minimo di f su D dobbiamo confrontare i valori

3V3

F@)=——+1 f(Q)=1[f(Q)=0, [f(Qs)=2

da cui si ottiene che

3v3

mgxsz—i—l, mDinf=0

Esercizio 2. Calcolare

//—‘T dad
xray
U 2?2+ y?
dove
2 2., .2 a?  3y?
U:{(w,y)e]R x>0, y>0, 2°+y §1,3+721}

L’insieme U su cui integrare ¢ la parte del primo quadrante interna alla circonferenza unitaria

ed esterna all’ellisse di semi-assi v2 > 1 e \/g < 1 (vedi figura 12).

7 2 A A L

10 -

0.8 -

0at|] |

02} |

0.0 !

Figure 12: L’insieme U

Vista la forma del dominio e la funzione da integrare, cambiamo variabili e riscriviamo I'integrale
utilizzando le coordinate polari x = pcos¢, y = psin¢. Si ottiene, ricordando che il determinante
della matrice Jacobiana della trasformazione in coordinate polari e det J = p,

pCco

[y

dove

1 3
Q= {(p,cb) € (0,00) x[0,27) : peosg >0, psing >0, p* <1, Sp*cos® ¢+ Sp?sin® ¢ > 1} =
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0

IN

1
pslipz \/ %+sin2¢)}:
1
_{<P7¢)6(0700)X[0727T) : ) Hé—f—sinQ(ﬁSp51}

L’ultima espressione per 2 ¢ quella corretta che ci permette di scriverlo come insieme semplice

= {(p,(f)) € (0,00) x[0,2m) : 0< ¢ < g,

m
<o<
1S0<

po|

rispetto alla variabile ¢. I vincoli su ¢ discendono dalla condizione
1
T <1
5 +sin” ¢

che rende compatibile le condizioni per p.
Utilizzando quindi la formula di riduzione per insiemi semplici otteniamo

us
2

1
x
mw:/
//(']\/.%'2+y2 % 1/%_‘_;“245

B 3 1, p=1 B 3 1 cos ¢ -
/j; pcosqb‘p: - aqu—/:lr <2cosqb 1+251n2¢> do =

2 L4sin2 ¢
2 (V2 a1 V22 =2 1 V2 2 2
V2 _,_i_i aurctaun(t)‘t_1 = 2—\4[—\2[ arctanxf?%—ﬂ\gf

g
=2 ) 1482 2 4 2

pcosodp | dp =

Esercizio 3. Data la curva (v, 1), con I = [0,27| e parametrizzazione
1
v:[0,2n] — R?, ~y(t) = (sing(t), cos®(t) + 3 cos(t) — 1>
i) scrivere l'equazione cartesiana della retta tangente al sostegno di (v, I) nel punto P = (—% V3, —1);
Cerchiamo innanzitutto un parametro ¢y € [0, 27| per cui y(t9) = P. Scriviamo quindi il sistema
Sin?’(to) = —% 3
cos?(to) + 4 cos(to) — 1 = —1

da cui si trova tg = %71’. I1 vettore velocita nel punto P & quindi dato da

(1) = ( 3sin?(tg) cos(tg) > _ ( —% )
T —2sin(to) cos(ty) — 3 sin(to) —%

e, non essendo nullo, rappresenta la base dello spazio tangente alla curva
cartesiana della retta tangente al sostegno di (v, I) nel punto P &

f<x+z\/§>—z(y+l):0

Quindi ’equazione
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i) calcolare il lavoro del campo di vettori
2x—y
ac2+y2

42y
x2+y2

F(J:?y) =

lungo la curva (7, 1). (Suggerimento: potrebbe essere utile studiare le proprieta del campo di vettori.)

Studiamo innanzitutto le proprieta del campo F. Si trova che

OF, OF _ 22+ y? — 22(x + 2y) B —x? — 9% — 2y(2z — y) _0
Ox oy (2% 4 y2)2 (22 + y?)? B

rot(F) (z,y) =

Quindi il campo ¢ irrotazionale. Per vedere se & conservativo studiamo innanzitutto il suo dominio
Q. Si trova che
Q=R*\{(0,0)}

che non & semplicemente connesso. Dobbiamo quindi studiare il lavoro di F lungo una curva chiusa
intorno all’origine. Per semplificare i calcoli scegliamo la curva

x(t) = (cos t, sint) t €0, 2n]
Si ottiene dalla formula

2T 2
L(F,x) = /0 <F(x(t),x'(t) > dt = /0 [— (2cost —sint)sint + (cost + 2sint) cost| dt = 2w

Quindi il campo non & conservativo.

Studiamo adesso la curva (v, I). Notiamo innanzitutto che la curva ¢ chiusa, ossia v(0) = v(27),
ed ¢ di classe C!. Disegniamo infine il sostegno della curva, vedi figura 13, e deduciamo che la curva
¢ semplice, & percorsa in senso orario e lorigine ¢ contenuta nella parte interna alla curva (basta
identificare alcuni punti del sostegno e unirli in maniera approssimativa). Non possiamo allora

051

Figure 13: 11 sostegno della curva (v, I)

applicare il Teorema del Rotore, ma possiamo dedurre dalla teoria sui campi di vettori irrotazionali
che
L(F,v)=—-L(F,x) = 27
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dove il segno dipende dalla differenza tra le orientazioni delle due curve.

iii) calcolare il lavoro del campo di vettori del punto ii) lungo la curva definita su I = [0,27] dalla
parametrizzazione

F:00,2n] = R?,  A(t) = <sin3(t), cos®(t) + ;cos(t)>

(Suggerimento: potrebbe essere utile studiare le proprieta del campo di vettori.)

Studiamo adesso la curva (7, I), che ha le stesse proprieta di (v,I). L’unica differenza ¢ che
adesso il sostegno ¢ traslato nella direzione y. Se infatti disegniamo il sostegno di (¥, I) troviamo la
figura 14, e quindi la curva e semplice, & percorsa in senso orario e ’origine stavolta non e contenuta
nella parte interna U alla curva (basta identificare alcuni punti del sostegno e unirli in maniera
approssimativa). Possiamo allora applicare il Teorema del Rotore e dedurre che

L(F.5) = — //U rot(F) (z, y) dady = 0

151
10+
05

G~ s | o5 —_ b

Figure 14: 11 sostegno della curva (%, )
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