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Esercizio 1 (3 punti). Data la funzione
f(z,y) = 223 + 3y? — 6xy — 62 + 6y
quale affermazione ¢ vera?
e la funzione ha un punto di massimo locale;

e la funzione ha due punti di sella;

e la funzione ha un punto di sella in (1, 0);

la funzione ha un punto di minimo locale in (1,0);

nessuna delle altre.

Esercizio 2 (3 punti). Dati
f(z,y) = 22% + 3y* — 6y — 62 + 6y
Qz{(m,y)éRQ : x2—1§y§0}

determinare massimo e minimo di f(z,y) su .

Esercizio 3 (3 punti). Calcolare 'integrale

Ty
//Q P 2 dx dy

Esercizio 4 (1 punto). Data la superficie
Y= {(z,y,2) eR® : 2® + >+ 22 =1}
quale delle seguenti affermazioni & falsa:
e Y ¢ una superficie cartesiana;
e Y ¢ una superficie di rotazione;

e il punto P = (1,0,0) appartiene a X;

Y. ammette piano tangente in tutti i punti;

e Y ¢ un insieme limitato.



Risposte

Esercizio 1. La funzione f(x,y) ¢ un polinomio e il suo dominio ¢ quindi R?, su cui ¢ differenziabile
almeno due volte. Possiamo quindi applicare la teoria per la caratterizzazione dei punti critici tramite la

matrice hessiana. I punti critici sono le soluzioni di
6(z2 —y—1)=0
Viy)=0 <«
6(—z+y+1)=0

che sono C; = (1,0) e Cy = (0, —1). Scriviamo quindi la matrice hessiana
Hf(ey) 122 -6
r,y)=
-6 6

e la valutiamo nei punti critici. Si trova:

12 —6

per cui det(H f(C1)) =36 > 0 e tr(Hf(Cy)) = 18 > 0. Ne risulta che C; & un punto di minimo locale.
0 -6
Hf(C) =Hf0,-1) = 6 6

per cui det(H f(C1)) = —36 < 0. Ne risulta che C5 & un punto di sella.
In conclusione, la funzione non ha punti di massimo locale, ha un solo punto di sella, e C; = (1,0) ¢.un
punto di minimo locale.

Esercizio 2. L’insieme ) & rappresentato nella figura 1.

Figure 1: L’insieme Q.

Per studiare massimo e minimo assoluto di f su {2 dobbiamo considerare i valori che la funzione assume
su eventuali punti di non differenziabilita, sui punti critici liberi interni a €2, sugli eventuali spigoli del bordo
e sui punti critici vincolati al bordo di Q.

La funzione f & un polinomio con dominio naturale R?, e quindi ¢ differenziabile su R?, e per calcolare
le derivate parziali possiamo applicare le usuali regole di derivazione in ogni punto. Per cercare punti critici
liberi interni a 2 cerchiamo dunque le soluzioni del sistema

6(z2—y—1)=0
{ 6(—z+y+1)=0



che sono (1,0) e (0,—1). Entrambi i punti non sono interni a © e quindi per il momento li trascuriamo (certi
di ritrovarli pilt avanti).
Ci rimane da studiare il comportamento di f sul bordo di 2. Come spigoli indichiamo i punti

51:(170) e SQZ(—l,O)

e dividiamo il bordo in due parti
Ih={y=0,-1<z<1}

Fg:{y:xQ—l,—lgxgl}
Per quanto riguarda I'y possiamo usare la parametrizzazione
7 (t) = (t, 0), te[-1,1],

e componendo con f troviamo la funzione di una variabile

g1(t) = f(n(t) =2t —6t.

Si trova g (t) = 6(¢t — 1), che non si annulla in (—1,1).
Per quanto riguarda I'; possiamo usare la parametrizzazione

V) = (t, * —1), te[-1,1],
e componendo con f troviamo la funzione di una variabile
g2(t) = f(a(t)) = 3t —44° =3, te[-1,1].

Si trova gh(t) = 12t3(t — 1), che nell’intervallo (—1,1) si annulla nel punto 0, e identifica quindi il punto
critico vincolato

Q1=72(0)=(0, —1).

I valori che dobbiamo confrontare sono dunque

f(Sl):_47 f(52)24’ f(Ql):_3

Quindi il massimo di f e 4 e il minimo & —4.

Esercizio 3. L’insieme () & rappresentato nella figura 2.

Figure 2: L’insieme 2.



Vista anche la funzione da integrare, puo essere conveniente passare a coordinate polari. Le condizioni
che descrivono 'insieme {2 si riscrivono come

1
pPP<1 e psin92§

da cui possiamo intanto dedurre che sin > 0 e quindi 6 € [0, 7]. Riscrivendo le condizioni come

<p<1
2sing =

per scrivere l'insieme S come insieme semplice troviamo le soluzioni di

1 =1
2sinf
che sono 01:%602:%”. Dunque
T %y
= % 2 = <0 < — <p<l1

S {(p7 ) € (0,400) x [0, 27] 550w gggsrs }
Quindi

xy ki 1

// 7dxdy:// pcosé)sin@dpdﬂz/ / pcos® sinfdp | do =
o 72 +y? s z ks

57

1 0 1 1 T
:/; (QCOSHSine—;SOiSno) do = (4sin29—810gsin9> ©=0.

us
6

Esercizio 4. La superficie ¥ si puo scrivere come una superficie cartesiana, essendo il grafico della
. 1 o . . . .
funzione h(y,z) = (1 — y? — 22)3 che ha come dominio R?. Infatti possiamo scrivere

= {(x,y,z) cR?: (y,2) €R?, x:h(y,z)}

La superficie ¥ si pu0 scrivere come una superficie di rotazione, generata dal grafico della funzione
g:[—00,1] = R, g(t) = V1 — t3, che ruota intorno all’asse x.

Il punto P = (1,0, 0) appartiene a o visto che verifica 'equazione 23 + y2 + 22 = 1.

Inoltre la superficie ¥ si puo scrivere come insieme di livello della funzione F(z,y,z) = 23 + y? + 22,
quindi ammette piano tangente in tutti i punti per cui VF # 0. Si trova

R
VF(z,y,z)= | 2y
2z

che non si annulla su punti di ¥. Quindi ¥ ammette piano tangente i tutti i suoi punti.

L’ultima affermazione, ossia che ¥ ¢ un insieme limitato, deve quindi essere falsa. In effetti, come abbiamo
visto ad esempio nella rappresentazione di ¥ come superficie cartesiana, nella superficie ci sono punti per
cui 42 + 22 tende a infinito, e dunque l'insieme non ¢ limitato.



