Analisi Matematica I1
Corso di Ingegneria Gestionale
Compito A del 06-07-2016

-E obbligatorio consegnare tutti i fogli, anche la brutta e il testo.
- Le risposte senza giustificazione sono considerate nulle.

Esercizio 1. (12 punti) Data la funzione
fla,y) =22y —22y° + oy

i) trovare tutti i punti critici e, se possibile, caratterizzarli come punti di massimo locale, minimo

locale o sella;

ii) determinare massimo e minimo di f(z,y) su

Q={(z,y) eR* 1 y>0,2<1,y<a+1}.

Esercizio 2. (8 punti) Calcolare I'integrale

3
// Y ey
Q (224 y?)2

doveQz{(x,y)ERQ:xZO,yZO,x2+y2§1,y22x2—1}.

Esercizio 3. (12 punti) Data la superficie
Z:{(x,y,z)€R3 : x2+y2:ez—,z§1}

i) scrivere 1’equazione cartesiana del piano tangente a ¥ nel punto P = (% , % , 0);

ii) calcolare il volume del solido

1 1
V:{(x,y,z)€R3:x2—|—y2§ez—,z<1,y20,0§x§2 6'2—2}



Svolgimento

Esercizio 1. Data la funzione
flz,y) =22y =22y +ay

i) trovare tutti i punti critici e, se possibile, caratterizzarli come punti di massimo locale, minimo
locale o sella;

La funzione ¢ un polinomio definito su tutto R?, dunque & anche differenziabile su tutto R2.
Per trovare i punti critici dobbiamo dunque risolvere il sistema V f(z,y) = 0, ossia

y(der—2y+1)=0
(2 —4y+1)=0

Studiando la prima equazione si ottiene che il sistema ¢ equivalente a

y=20 U dr —2y+1=0
r(2x —4y+1)=0 r(2x —4y+1)=0

Nel primo sottosistema, sostituendo y = 0 nella seconda troviamo x(2z + 1) = 0, quindi due

soluzioni
: -}
Cl = (§ CQ = .
0 0

Nel secondo sottosistema, ricaviamo dalla prima 2y = 4z + 1, che sostituita nella seconda porta a
x(—6x — 1) = 0. Otteniamo quindi altre due soluzioni

0 -4
03 = 1 (§] 04 = 1 .
2 6

Per caratterizzare i quattro punti critici andiamo a calcolare la matrice Hessiana di f. Os-
serviamo che essendo f un polinomio, € una funzione differenziabile due volte su tutto il dominio,
dunque la matrice Hessiana sara simmetrica. In particolare troviamo

4y 4x—4y+1>

Hf(z,y) =
(=9) (4x—4y+1 —4x

Sostituendo i punti critici troviamo:

0 1
Hf(C1) = Hf(0,0)= ( . 0) ;

si ha det Hf(Cq) = —1 < 0, dunque C ¢ punto di sella;

iy ~#r (3. 0) - ( co) ) ,



si ha det H f(Cy) = —1 < 0, dunque Cy ¢ punto di sella;

s =1 (0. 5) = < co ) ,

si ha det H f(C3) = —1 < 0, dunque C35 & punto di sella;

11 i -3
Hf(Cy) = Hf (—6, 6) = ( Sy > ,
3 3

si ha det Hf(Cy) = % >0etrHf(Cy) = % > 0, dunque C4 ¢ punto di minimo locale.

i1) determinare massimo e minimo di f(x,y) su

Q={(z,y) eR? : y>0,2<1,y<z+1}.

L’insieme Q ¢ il triangolo rappresentato nella figura 1.

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Figure 1: L’insieme €.

Per studiare massimo e minimo assoluto di f su €2 dobbiamo considerare i valori che la funzione
assume su eventuali punti di non differenziabilita, sui punti critici liberi interni a € , sui punti

critici vincolati al bordo di € e sugli eventuali spigoli del bordo.

La funzione f € un polinomio e dunque non ha punto di non differenziabilita. I punti critici

liberi sono stati trovati al punto (i), quelli interni a Q sono C3 e Cj.

Ci rimane da studiare il comportamento di f sul bordo di €. Gli spigoli sono i punti

() 2o () ()

Il bordo lo dividiamo in tre parti:



I's={y=0,-1<zx<1}.
Per quanto riguarda I'y, possiamo usare la parametrizzazione
7n(t)=(1,1t), telo, 2],
e componendo con f troviamo la funzione di una variabile
a(t) = f(n(t)=-2t2+3t, tel0,2].

Risulta ¢/ (t) = —4t 4+ 3, dunque c¢’¢ un solo punto critico interno all’intervallo [0, 2] in ¢; = %, cui
corrisponde il punto critico vincolato

- )-(})

Per quanto riguarda I'y, possiamo usare la parametrizzazione
VQ(t):(tvt_{—l)) tE[—].,].],
e componendo con f troviamo la funzione di una variabile

gQ(t) = f(’72(t)) = —t* - t, te [Oa 2] :

1

Risulta g5(t) = —2t — 1, dunque c’¢ un solo punto critico interno all’intervallo [-1, 1] in o = —3,

cui corrisponde il punto critico vincolato

(1)

Infine, per quanto riguarda I', possiamo usare la parametrizzazione
() =(¢,0),  tel-1,1],
e componendo con f troviamo la funzione di una variabile
g3(t) = f(ys(t)) =0,  te[-1,1].

Essendo la funzione costante, tutti i punti di I'g sono critici vincolati, e il valore della funzione in
questi punti ¢ uguale a quello sugli estremi S7 ed Ss.
I valori che dobbiamo confrontare sono dunque

F(C) =0, S(C)=—155, F(S)=f(S)=0, f(S)=-2,
fQ)=3. fQ)=7.

Dunque il massimo di f e % e il minimo ¢ —2.
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Figure 2: L’insieme (2.

Esercizio 2. Calcolare l’integrale

3
// Y drdy
@ (22 +y?)

dove Q={(z,y) eR? : 2>0,y>0,2>+y* <1,y >22%—1}.

Njo

L’insieme 2 & rappresentato nella figura 2.
La funzione da integrare e il dominio suggeriscono di risolvere 'integrale usando il cambiamento
di variabili in coordinate polari, ossia

x = pcosf

¥(p,0) = (z,y) con {y:psme e |det Jy(p,0)[ =p.

Dunque ponendo S l'insieme tale che 1(S) = Q, abbiamo

3y
// 5d:vdy:// cos® 0 sinf@dpdh .
Q (22 +y?%)2 s

Determiniamo adesso S e proviamo a scriverlo come insieme semplice. Dalla definizione di
troviamo

S ={(p,0) € [0,4+00) x [-m,7] : pcos® >0, psinf >0, p* <1, psinf > 2p*cos® 6 — 1}
Le prime tre condizioni ci dicono che

pel01] e e [O,g].

L’ultima condizione per S si riscrive, trattandola come una disequazione di secondo grado in p,
come

sinf — \/sin% 6 + 8 cos2 0 sin @ 4+ \/sin2 6 + 8 cos? 0
<p< .
4 cos? 6 4 cos? 6
Osserviamo che la funzione a sinistra ¢ negativa per 6 € [O, g], dunque mettendo insieme tutte le
condizioni otteniamo I'insieme S rappresentato nella figura 3 con p sulle ascisse e ¢ sulle ordinate.
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Figure 3: L’insieme S.

Per scriverlo come insieme semplice dobbiamo trovare 6 € [0, 5] tale che

sin 4+ \/sin% 0 + 8 cos2 0 _
4cos? 6 N
Risolvendo I’equazione, o osservando che (cosf,sinf) sono le coordinate del punto di intersezione
tra 22 4+ y2 =1ey = 222 — 1, ricaviamo che 6 = G- Possiamo quindi scrivere S come unione di
due insiemi semplici, usando sin? § + 8 cos?# = 1 + 7 cos> 6,

T sinf + V1 + 7cos? 6 T 7'('
= 0):0<0<—,0<p< 0): - <0< -,0<p<1
S {@7) 0<0< £, 0<p< yPo—T } U {ewo:Z<o<Z 0<p<1}
Dunque
3y
// 5dxdy:// cos® 0 sin 6 dpdf =
Q (22 +y?)> S
L sin 0++/1+7 cos2 6 s 1
6 4cos2 6 3 . 2 3 .
:/ / cos” 0 sinf dp d9—|—/ / cos” 0 sinfdp | df =
0 0 z 0
% sin6+\/1-;7cos29 g 1
= / (cos® 0 sin 6) p‘o Hoosmo do +/ (cos® 6 sin 0) p‘OdQ =
0 :

™

1 jus us
=1 /6 (0059 sin® 6 + cos 6 sinH\/1+700829) d¢9—|—/2 cos®  sinf df =
0 3
o i .. 3 _i 2 3 % _1 4 %_
= (12 sin” 0 5 (14 7cos 9)2>0 —i—( 7 €08 0)2 =

4 118 9 4 47
= V2o o4 = a—
21 V2 672 64~ 21 1344

Esercizio 3. Data la superficie

1
Z:{(x,y,z)eR3:a:2—|—y2:ez—,zgl}



i) scrivere l’equazione cartesiana del piano tangente a ¥ nel punto P = (%, %, O) ;
La superficie X ¢ scritta come insieme di livello della funzione differenziabile

1
F(m,y,z):x2+y2—ez+§

che verifica

2x 1

da

ii) calcolare il volume del solido

1
V:{(x,y,z)eR?’:x2+y2§ez—2,z§1,y20,0§a}§

N =
D
0
|
N | —
—

Si tratta del solido di rotazione della forma

V={(,y2)eR :a<z<b, 2>+’ < (2)}

1

dove a = —log2, b = 1 e g(z) = (/e — 5, osserviamo infatti che per z < 1 si ha g(z) > 0 per

z € [—log2, 1], intersecato con l'insieme

_

{yZ0,0Sxﬁzg(z)}.

Calcoliamo il volume di V' integrando per strati, usando la formula

Volume(V) = / / /V 1 daedydz = /_ llogQ < / / z ldzdy) dz

dove per ogni z € [—1log2, 1]

_

sz{(ﬂmy)eﬂ%2 : $2+y2§92(Z),y2070§$§29(2)}-

Svolgendo quindi prima l'integrale su V, usando le coordinate polari

x = p cosb
con (,0) € (0, +00) x [0, 2],
y = psinf



otteniamo

// 1dxdy:// pdpdf

1
@—{@ﬁwﬁm+mpqa%]Jﬁéfwhmmﬂ>m0§pwwﬁ2g@ﬁ-

dove

Le prime tre condizioni ci dicono che per ogni z € [—log2, 1] fissato

pel0,g(z)] e e [0, g} .

L’ultima condizione per S si riscrive come

p< 9
~ 2cosf’

dove abbiamo usato che cosf > 0 per 6 € [O, g] Dunque mettendo insieme tutte le condizioni

otteniamo l'insieme S rappresentato nella figura 4 per z = %, con p sulle ascisse e 0 sulle ordinate.

0.0 0‘5 1‘0 1‘5
Figure 4: L’insieme Si.
2

Per scriverlo come insieme semplice dobbiamo trovare 6 € [0, 5] tale che

9(2)

1 _
mfg(z) & cosﬁfi & 0=

T
3

Possiamo quindi scrivere S come unione di due insiemi semplici

Szz{(p,ﬁ):0<0<§,0<p< g(z)} U {(p,e):gseg

Quindi

5[ o 5 [ 9
// 1dmdy:// pdde:/ / pdp d@—i—/ / pdp | df =
Vi . 0 0 us 0

3



8cos? 6 )

z 2 2 2
:/3 9(2) d0+/2 géz) d9:g (2) tannggz(z)i
0 ™

3

Volume(V) = / (/] vasiv) a - (

3
V3, T
8 12

12
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Analisi Matematica I1
Corso di Ingegneria Gestionale
Compito B del 06-07-2016

-E obbligatorio consegnare tutti i fogli, anche la brutta e il testo.
- Le risposte senza giustificazione sono considerate nulle.

Esercizio 1. (12 punti) Data la funzione

flz,y) =zy* —32°y —2xy

i) trovare tutti i punti critici e, se possibile, caratterizzarli come punti di massimo locale, minimo
locale o sella;

ii) determinare massimo e minimo di f(z,y) su

Q={(z,y) eR® :y>0,2>—-1,2+y<2}.

Esercizio 2. (8 punti) Calcolare I'integrale

3
ry
//92 2%d:cdy
(22 +y?)

dove Q= {(z,9) €R? : >0,y >0, 2> +y> <4,z >y> -2}

Esercizio 3. (12 punti) Data la superficie
S ={(z,y,2) eR?: x2—|—y2223+172§2}

i) scrivere 1’equazione cartesiana del piano tangente a ¥ nel punto P = (1, 1, 1);

ii) calcolare il volume del solido

1
V={(a:,y,z)eR3:x2+y2§z3+1,z§2,m20,0§y§2 z3+1}

10



Svolgimento

Esercizio 1. Data la funzione
flz,y) =zy* =322y —2xy

i) trovare tutti i punti critici e, se possibile, caratterizzarli come punti di massimo locale, minimo
locale o sella;

La funzione ¢ un polinomio definito su tutto R?, dunque & anche differenziabile su tutto R2.
Per trovare i punti critici dobbiamo dunque risolvere il sistema V f(z,y) = 0, ossia

y(y—6x—-2)=0
x(2y—3x—2)=0

Studiando la prima equazione si ottiene che il sistema € equivalente a

y=0 y—6x—2=0
{x(2y—3m—2):0 U {x(2y—3x—2):

Nel primo sottosistema, sostituendo y = 0 nella seconda troviamo x(3z + 2) = 0, quindi due

soluzioni
0 _2
Cl = (§ CQ = 3 .
0 0

Nel secondo sottosistema, ricaviamo dalla prima y = 6z + 2, che sostituita nella seconda porta a
(92 4+ 2) = 0. Otteniamo quindi altre due soluzioni

(1) ()

Per caratterizzare i quattro punti critici andiamo a calcolare la matrice Hessiana di f. Os-
serviamo che essendo f un polinomio, € una funzione differenziabile due volte su tutto il dominio,
dunque la matrice Hessiana sara simmetrica. In particolare troviamo

—6y 2y—6x—2>

H -
Jwy) <2y—6x—2 2z

Sostituendo i punti critici troviamo:

0 -2
Hf(Cy) = H[(0,0) = ( . ) ,

si ha det H f(Ch) = —4 < 0, dunque C ¢ punto di sella;

Hf<cz>:Hf(—§,o):<2 _2)

11



si ha det H f(Cy) = —4 < 0, dunque Cy ¢ punto di sella;

—12 2
Hf(C:a)—Hf(O,?)—( ) 0)’

si ha det H f(C3) = —4 < 0, dunque C35 & punto di sella;

—4 2
mien = (-5.3) - ( . ) ,
3 9

si ha det Hf(Cy) = % >0etrHf(Cy) = —% < 0, dunque C4 ¢ punto di massimo locale.

i1) determinare massimo e minimo di f(x,y) su

Q={(z,y) eR? 1 y>0,2>—-1,2+y<2}.

L’insieme Q ¢ il triangolo rappresentato nella figura 5.

71‘0 70‘6 0.0 0‘5 1‘0 1‘5 2‘0
Figure 5: L’insieme (2.

Per studiare massimo e minimo assoluto di f su 2 dobbiamo considerare i valori che la funzione
assume su eventuali punti di non differenziabilitd, sui punti critici liberi interni a  , sui punti
critici vincolati al bordo di € e sugli eventuali spigoli del bordo.

La funzione f € un polinomio e dunque non ha punto di non differenziabilita. I punti critici
liberi sono stati trovati al punto (i), 'unico interno a € & Cy.

Ci rimane da studiare il comportamento di f sul bordo di €. Gli spigoli sono i punti

-1 -1 2
Sl = 5 SQ = (S Sg = .
0 3 0
Il bordo lo dividiamo in tre parti:

M ={z=-1,0<y<3},

Mo={y=2—-2,-1<z<2},

12



F3={y=0,-1<z<2}.
Per quanto riguarda I'y, possiamo usare la parametrizzazione
nt) = (=11, tel0,3],
e componendo con f troviamo la funzione di una variabile
q1(t) = f(n(t) = —t* —t, telo,3].

Risulta ¢} (t) = —2t — 1, dunque non ci sono punti critici interni all’intervallo [0, 3], dunque non ci
sono punti critici vincolati da considerare.
Per quanto riguarda I'y, possiamo usare la parametrizzazione

Y(t)=(t,2—1), tel-1,2],
e componendo con f troviamo la funzione di una variabile
@) = f(p@) =42 -8t*, te[-1,2].

Risulta g4(t) = 12¢? — 16t, dunque ci sono due punti critici interni all’intervallo [~1, 2] in t; =0 e
ty = %, cui corrispondono i punti critici vincolati

Q1=71(0)=<2> e Q2:71<§):<

Infine, per quanto riguarda I's, possiamo usare la parametrizzazione

WIN Wl
N——

73(t):(t70)7 te[_172]7

e componendo con f troviamo la funzione di una variabile

gS(t) = f(’73(t)) =0, te [_17 2] .

Essendo la funzione costante, tutti i punti di I'g sono critici vincolati, e il valore della funzione in
questi punti & uguale a quello sugli estremi Sy ed S3.
I valori che dobbiamo confrontare sono dunque

FC) =g F(51)=F(8) =0, [(S)=-12,
Q=0 f@)=-".

Dunque il massimo di f e 8% e il minimo & —12.

Esercizio 2. Calcolare l’integrale

3
// L5da:dy
Q (22 +y?)2

13



0.0 05 1.0 15 20

Figure 6: L’insieme (2.

doveQ:{(a;,y)eRQ:x20,y20,x2+y2§4,x2y2—2}.

L’insieme 2 & rappresentato nella figura 6.
La funzione da integrare e il dominio suggeriscono di risolvere 'integrale usando il cambiamento
di variabili in coordinate polari, ossia

x = pcosb

$(p,0) = (,y) con {y:psme e |det Jy(p,6) = p.

Dunque ponendo S l'insieme tale che 1(S) = 2, abbiamo

a:ys
// 5dxdy:// cos @ sin® 0 dpdh .
Q (22 +y?%)2 S

Determiniamo adesso S e proviamo a scriverlo come insieme semplice. Dalla definizione di €2
troviamo

S ={(p,0) €[0,+00) x [-m, 7] : pcos® >0, psinf >0, p*> <4, pcost > p*sin®f — 2}
Le prime tre condizioni ci dicono che

pel0,2] e Oe [og]

L’ultima condizione per S si riscrive, trattandola come una disequazione di secondo grado in p,
come

cosf — \/cos2 6 + 8sin2 0 < < cos 4 \/cos2 0 + 8sin2
25in? =r= 25in? '
Osserviamo che la funzione a sinistra & negativa per 6 € [O, g], dunque mettendo insieme tutte le

condizioni otteniamo l'insieme S rappresentato nella figura 7 con p sulle ascisse e 6 sulle ordinate.
Per scriverlo come insieme semplice dobbiamo trovare § € [0, 7] tale che

cos@ 4 \/cos2 0 + 8sin2
2sin’ 0 B

14



0.0 0‘5 1‘0 1‘5 2‘0
Figure 7: L’insieme S.
Rlsolvendo I’equazione, 0 osservando che (2 cos §, 2sin #) sono le coordinate del punto di intersezione

traz?+y?=4dex=y>—2, r1cav1amo che = 7. Possiamo quindi scrivere S come unione di due
insiemi semplici, usando 0052 6+ 8sin?f = 1 4 7sin? 6,

cosf + \/1+7sm }

T Y ™
S:ﬁmm:0§9§§ﬁ0§p§2} U {@ﬁ):gg@gQ,ogpg e

Ty? . 3
// dd:z:dy—// cosf sin® 6 dpdf =
(22 +y?)2 s

T T cos 6++/ 1-!—7sin2 0

Dunque

5[ 2 T osmZe
:/ (/ cos@sin?’ﬁdp) d<9+/ / cos@ sin®0dp | db =
0 0 z 0
% 2 g cos 9+\/‘1<2F7sin2 0
= /0 (cos @ sin’ G)p‘odﬁ—f—/ﬂ (cos 6 sin® H)p‘o 2em=0 df =
3

g 1 s
=2 /3 cos 0 sin30d9—|—§ /2 <00529 sin 6 + cos 6 sin@\/1+7sin29) do =
0 3

1 . 4,\3 1 3
— (= _Z ~a )
(251n 0)0 —I—( 6cos 9+42( + 7sin?6)2 .
125 8 47
Z = Sl A Y
32 + \[+ 336 21 V2 672

Esercizio 3. Data la superficie
S ={(z,y,2) eR 2?2+ y2=23+1, z <2}

i) scrivere l'equazione cartesiana del piano tangente a X nel punto P = (1,1, 1);

15



La superficie X ¢ scritta come insieme di livello della funzione differenziabile
F(z,y,z) =22 +y* -2 -1

che verifica

2x 2
VF(x,y,2) = 2y e VF(P)=VF(1,1,1)= 2 #0
—322 -3

Quindi P € un punto regolare per 3, e I’equazione cartesiana del piano tangente a 3 in P ¢ data
da
2z —-1)+2(y—1)—-3(x—1)=0.

ii) calcolare il volume del solido

1
VI{(w,yvz)GRg:x2+y2§z3+1,2§2,x20,0§y§2 z3+1}

Si tratta del solido di rotazione della forma

V={(z.y,2) €R* : a<2<b,a* +3° < ¢*(2)}

dovea=—1,b=2eg(z) = V23 + 1, osserviamo infatti che per 2 < 2si ha g(z) > 0 per z € [—1, 1],
intersecato con l'insieme

1
{$2070§y§29(2)}-

Calcoliamo il volume di V integrando per strati, usando la formula

Volume(V') = ///V 1 dzxdydz = /21 (//z 1dxdy> dz

dove per ogni z € [—1,2]

1
sz{(:r,y)ER2 : w2+y2§92(z),x20,0§y§29(2)}-

Svolgendo quindi prima l'integrale su V, usando le coordinate polari

x = p cosb
con (p,6) € (0, +00) x [0, 2],
y = psinf
otteniamo
// ldzdy = // pdpdf
z SZ
dove

1
S, = {(p,@) € (0,400) x [0,27] : ,02 < 92(2), pcost >0,0< psinf < 2g(z)} .

16



Le prime tre condizioni ci dicono che per ogni z € [—1, 2] fissato

pel0,9(z)] e B¢ [0, g} .

L’ultima condizione per S si riscrive come

9(2)
~ 2sin6’

dove abbiamo usato che sinf > 0 per 6 € [O, g] Dunque mettendo insieme tutte le condizioni

otteniamo l'insieme S rappresentato nella figura 8 per z = 1, con p sulle ascisse e ¢ sulle ordinate.

0.0 0‘5 1‘[) 1‘5
Figure 8: L’insieme 5.
Per scriverlo come insieme semplice dobbiamo trovare § € [0, 7] tale che

2gs(if1)9 =902

Possiamo quindi scrivere S come unione di due insiemi semplici

_ 1 _
= sin9:5 = in.

(=)

SZ:{(,O,H):0§0§g,0§p§g(z)} U {(p,@) : %§0§g70§p§ g(‘Z)e}'

Quindi
O 5[ e
// 1dxdy—// pdpd&—/ / pdp d0+/ / pdp | df =
|78 S, 0 0 s 0

T 2 5 2 2
[ g(z) /29(Z) T g 1, w3
_/0 p x 520 P TIERTTY mz 9@W  ntE )

Tornando allora al calcolo del volume di V' troviamo, ponendo ¢2(z) = 2% + 1,

Volume(V):/j (// 1d:vdy> dz = (1”2+‘§> _21 (2 +1) dz =
“(50%) G- % (507)
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