Istituzioni di Analisi Numerica, Appello 1 del 6/6/2014,
Soluzione

Esercizio 1.

a) La funzione ug(x) = cos(kmx), con k > 0 intero, & tale che u}(z) =
—kmsin(krz) e —uj(z) = k*m?u(z) inoltre uj,(0) = uj.(1) = 0. Per cui ug(z) &
autofunzione corrispondente all’autovalore A\, = k%72 per k =0,1,2,.. ..

b) Seguendo gli argomenti svolti a lezione, si pone x; =ih, i =0,...,n+ 1,
h=1/(n+1), u; = u(z;). Consideriamo 'approssimazione delle condizioni al
contorno ottenute con le differenze in avanti e all’indietro. Vale
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—(fui,1+2uifui+1)+h2ﬂ- :)\Ui7 1= ].,...,71,
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E(Ul —ug) + hog = 0, E(unJrl —Up) + hopgr =0,

per valori opportuni dei 7;, 0g, op41-
Da cui ug = u; + h%00 € upy1 = U, — h%0,41. Sostituendo nella prima
espressione in (1) per i =1 e i = n e semplificando si ha

—(ul 7U2) +h27‘1 — 0p = )\ul,
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ﬁ(un — Up—1) + W7 + Ong1 = Ay,
Si ottiene quindi 'espressione (B, + F,,)u(™ = \u(™ dove u(™ = (uy, ..., u,)7,
F,=F +F/,
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con 7(") = (11,...,72)T e e, e, primo e ultimo vettore della base canonica.

Usando la formula centrata in zg e in x,,41 si ha

1 . 1 .
%(ul —u_1)+h%6y =0, %(un+2 —up) + %6, =0

per opportuni valori dei 6¢, 641, dacuiu_y = u; +2h36, Upto = un—2h3&n+1.
Sostituendo nella prima espressione in (1) per i = 0 e i = n+ 1 e semplificando
si ha
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ﬁ(2u0 — 2’LL1) — 2h&o + h"19 = Aug
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ﬁ(2un+1 — 2un) +2h6,41 + h27n+1 = AMUp+1
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Si ottiene allora ’espressione ( n—&—ﬁn)ﬁ(”) = Aa™, dove 4™ = (ug, ..., uns1),
B, =F +F"
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con f'(n) = (To, ey T»,H_l)T.

¢) nel primo caso la matrice B,, & simmetrica quindi il teorema di Bauer-Fike
ci da la limitazione |A — pu| < [|F)||2 + || FY ||2. Inoltre, per quanto visto a lezione
| Full2 < h%9/, per una opportuna costante 4/, mentre

IE |2 =Il = o0er + Tnrrenll2/[u™ 2
=(Il = o0er + ontrenllz/vVn+1)/(ul™ |2/ Vn +1)
1
<y ——= =+"Vh,

T ovn+1

poiché ||u(™||y/v/n+ 1 converge a (fol u(z)?)Y? per n — oo.

~

Nel secondo caso, la matrice B non ¢ simmetrica ma lo ¢ la matrice B =
DBD™! che & simile a B dove D = diag(v/2,1,...,1). Applicando il teorema
di Bauer-Fike a Be procedendo come nel caso precedente, dalle limitazioni
|DE'D~Y|| < 4'h? e |DE"D~'|| < 4"”h%/? si ottiene la limitazione |\ — u| <
Ah3/2,

d) Sia B,v™ = pv™ moltiplicando la relazione (B, + Fy,)u(™ = u(™
a sinistra per v(™7 tenendo conto della simmetria di B, si ha po(™Ty(™ 4+
vMTEu™ = o™y da cui A — p = o7 Fu™ /(oM Ty(m),

Poiché per il punto c¢) e per i risultati visti a lezione la successione ||v(™) —
u™||3/|[v™ ]2 converge a 0 sotto una opportuna normalizzazione dei due vet-
tori, possiamo scrivere |\ — | < 0|u™7T F,u™ /(u(™T4(™)| per una opportuna
costante 6.

Nel caso di F;, = F si ha

[T Efu (T )] = [T (<0ges + apanen) /(T ul)]
1
= (| = u(0)oo + w(D)onia|/(Ju™ |3/ (n + 1))
n+1

<é'h

per una opportuna costante 6 poiché la successione ||u(™||3/(n + 1) converge a
f; u(r)?dax.
In modo analogo si procede per F,.



Esercizio 2.

a) I polinomi po(x), p1(x), ..., pn_1(x), 2%p,_2(x) sono linearmente indipen-
denti avendo grado 0,1,2,...,n. Quindi costituiscono una base per P, e si puo
scrivere:

o) = an@®pn—2() + an—1Pn-1(z) + an—2pn—2() + - + agpo(z).

Moltiplicando scalarmente per pg(x) per k < n si ha

0 = (PksPn) = an Pk, 2 Pp—2) + ar (P, Pk)-

Poiche (pi, 2°pn_2) = (2°pk, Pn—2) € (%pr, pn—2) = 0 se k + 2 < n — 2 essendo
il grado di 2%p;, minore di n — 2, ne segue che a; = 0 per k < n — 4 quindi

P(x) = an-1Pn—1(2) + (an2”® + an_2)pn—2() + an_3pn—3(x) + an_apn_a(z).
In particolare si ottiene

(2 Pp—2,Pn—i)

, 1 =1,2,3,4.
<pnfi7pn7i>

Up—i = —0n

b) No, la struttura di Hankel non ¢ mantenuta. Infatti se la proprieta
(1 27) = (2%, 29 +1) fosse verificata per ogni i,j = 0,...,n— 1, allora per bili-
nearita varrebbe (327 a1, 30 bjad) = (1L @it YT bjal T e quin-
di varrebbe per ogni f(z),g(z) € P,. Deve quindi esistere (i,j) tale che
(1 27y # (2, 27T) quindi hit1; # hij+1 e la matrice perde la struttura
di Hankel.

La condizione (z%z’,z7) = (z%, 2%27) implica che h;i2j = h; ji2. Questa &
I’unica struttura che si conserva oltra alla simmetria. In particolare, le sottoma-
trici Hy 1 = (hai—1,2j-1), Hao = (hoi2j), Hi2 = (hai—1,2j), Hax = (hai2j-1)
sono di Hankel. Quindi, permutando righe e colonne di H con una permutazio-
ne dispari/pari oppure pari/dispari si ottiene una matrice formata da quattro
blocchi di Hankel del tipo

2

Hy Hip
HI, Hy |-

Poiche se f sono i vettori dei coefficienti dei polinomi f(x) e g(x) vale
(f(x),g(x)) = fT Hg, basta considerare una matrice H con la struttura descritta
sopra che sia definita positiva e definire il prodotto scalare come sopra.

Una matrice H definita positiva con le proprieta descritte si puo costruire
considerando una qualsiasi matrice derivante da un prodotto scalare di tipo
integrale, ad esempio la matrice di Hilbert, e per un k fissato perturbando
gli elementi hj_g; x+2; per tutti i valori di ¢ consentiti. Se la perturbazione &
sufficientemente piccola in valore assoluto, si ottiene ancora una matrice definita
positiva per la continuita del determinante.

Alternativamente, per n pari si puo definire H; ; = Hz 2 uguali alla matrice
di Hilbert, Hy o = ngl = 0. In questo caso vale la proprietd (¥?p(x),q(z)) =
2p($)>, 22q(z)), inoltre (1,22) = fol zdz mentre (z,x) = fol ldx quindi (1, 22) #

x,x).



¢) Calcolando il determinante di H,(z) con la regola di Laplace sull’ultima
riga di H,(x) si ha det H,(xz) = Y i, 2'(—1)""‘d;, dove d; sono i determi-
nanti delle sottomatrici ottenute cancellando 'ultima riga e la colonna 7 + 1-
esima, per i = 0,...,n. Per cui (zF,det H,(z)) = Y1 (2", %) det H,(z) =
det H(z) dove H(z) & la matrice ottenuta da H(z) sostituendo l'ultima riga
con [{x¥ 20),... (z* 2")]. Ma questo & nullo per & = 1,...,n — 1 poiché
l'ultima riga coinciderebbe con la k-esima. Per cui risulta (z*, det H,(z)) per
k=0,1,...,n—1 e quindi det H,(x) = p,(x).

d) (-,-,)" & prodotto scalare poiché & forma bilineare ed & definito positivo
essendo (p,p) = (p+(x),pi(x)) + (p—(),p—(x)) > 0 come somma di quantita
non negative, ed ¢ nullo solo se i due addendi sono nulli, cioé solo se p(x) = 0.

Vale

2’py(2%) + 2(2p— (%)), 4+ (%) + wq- (%))’
(

)
+(2), 44 (2) + (zp—(2), g (2))
)+ (

p+(2), 2q4 (7)) + (p—(v), 29— (2))

Posto p(z) = 1 e g(z) = =z vale (xp(z),q(z)) = (x,x) = (1,1), mentre
{p(x),zq(x)) = (1,2%) = (1,z) 1 due prodotti scalari sono diversi se (1,1) #
(1, ), cid accade ad esempio con [a,b] = [0,1] e w(z) = 1.

e) Si basta considerare la matrice A di Hessenberg inferiore pentadiagonale
con elementi sopradiagonali uguali a —1, diagonali uguali a ¢;, sottodiagonali
uguali a a;z? + b; e nelle due sottodiagonali successive uguali rispettivamente a
d; ed e;. Posto v = [po(z),...,pn_1(x)]T, vale Av = p,(x)e,. In particolare gli
zeri di p,, () sono gli zeri di det A.



