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1 Introduzione

Questo documento contiene una traccia pitt o meno dettagliata di parte de-
gli argomenti trattati nel corso di Istituzioni di Analisi Numerica (IAN). La
traccia degli altri argomenti trattati si trova in un secondo documento sulla
risoluzione numerica di equazioni differenziali alle derivate parziali e dagli ap-
punti forniti dall prof.ssa Ornella Menchi durante lo svolgimento del corso di TAN.

Scopo dell’ Analisi Numerica ¢ il progetto e 1’analisi di metodi di risoluzione di
vari problemi matematici mediante I'uso di sole operazioni aritmetiche fra numeri
floating point. Nel corso dell’insegnamento di Analisi Numerica ci siamo occupati
principalmente di problemi dell’algebra lineare e del discreto quali sistemi lineari,
trasformate discrete, interpolazione. Nel corso di Calcolo Scientifico 'interesse si
¢ rivolto verso problemi spettrali (autovalori, SVD) e metodi per sistemi lineari di
grandi dimensioni provenenti dalle applicazioni. Nel corso di IAN ci occupiamo
principalmente di problemi del “continuo”. problemi cioe in cui 'oggetto da
“calcolare” € una funzione da R™ in R e non un vettore. La motivazione e lo scopo
saranno comunque gli stessi: progettare e analizzare metodi di risoluzione che
impieghino un numero finito di operazioni aritmetiche. Naturalmente la finitezza
del numero di operazioni comportera I'impossibilita di calcolare esattamente la
soluzione per cui sara necessario approssimarla.

I problemi che andiamo a trattare sono:

e approssimazione di funzioni: data f(z) : [a,b] C R — R determinare una
g(x) in una classe di funzioni facilmente calcolabili che meglio approssimi

9(@);
e integrazione approssimata: data f(x) : [a,b] C R — R approssimare

P f(a)da;

e approssimare la soluzione di certe equazioni differenziali alle derivate
parziali che si incontrano nelle applicazioni



I metodi numerici diventano necessita in tutte le situazioni in cui la soluzione
(funzione) di cui cerchiamo informazioni non si lascia esprimere in modo esplicito
in termini di funzioni elementari. Questa situazione si presenta nella quasi
totalita dei casi di interesse.

Il corso e suddiviso in

e parte sui polinomi ortogonali: contiene la definizione e 'analisi delle
proprieta di questa classe di polinomi con la tassonomia delle principali
tipologie di polinomi; saranno evidenziate analogie tra polinomi ortogonali
e matrici tridiagonali con proprieta dell’algebra lineare numerica;

e parte sull’applicazione dei polinomi ortogonali alla costruzione di efficienti
formule di integrazione approssimata;

e parte che riguarda i metodi per 'approssimazione di funzioni in generale;
particolare attenzione é rivolta alla migliore approssimazione in norma 2 e
in norma infinito; saranno utilizzate le proprieta dei polinomi ortogonali;
saranno sottolineate le relazioni tra approssimazione e interpolazione con
particolare attenzione ai problemi del condizionamento; verra considerato
un risultato generale noto come teorema di Korovkin; verranno introdotte
e analizzate le funzioni curvilinee

e parte sulla risoluzione numerica di equazioni differenziali alle derivate
parziali: sara fatta la classificazione in equazioni ellittiche, paraboliche e
iperboliche con esempi dalle applicazioni; verra sviluppata la parte relativa
al metodo delle differenze finite dove viene data una impostazione il piu
possibile “matriciale”; e fatto un cenno ai metodi di Rayleigh-Ritz-Galerkin
e di collocazione.

2 Polinomi ortogonali

Nel seguito si denota con P,, lo spazio vettoriale di dimensione n + 1 costituito
dai polinomi a coefficienti reali di grado al pitt n e con P lo spazio vettoriale
di tutti i polinomi a coefficienti reali. Inoltre a,b denotano due costanti della
retta reale estesa R U {+00, —00} con a < b. In questo modo l'intervallo [a, b]
puo essere anche del tipo [—oo, 5], [, +00], con a, f € R, e [—00, +0].

Sia w(z) : [a,b] — R una funzione a valori nella retta reale estesa tale che
w(z) > 0 per a < x < b ed esista finito fab f(z)w(z)dx per ogni polinomio f(x) €
P(x). Si osserva che applicazione che a una coppia di polinomi (f(z), g(z)),
f(z),g(z) € P associa il numero reale

(f.g) = / f(@)g(x)w(z)dz (1)

¢ un prodotto scalare sul P. L’applicazione che a f(z) € P associa (f: f(z)w(z)dz)'/?
¢ una norma su P che viene denotata con || f(z)]|.



Osservazione 1 Il prodotto scalare appena introdotto verifica la proprieta
(xf(x),g9(x)) = (f(x),zg(x)). Non tutti i prodotti scalari su P verificano questa
proprieta. Ad esempio, se consideriamo P,,, e associamo a p(z) € P, la (n + 1)-
upla dei suoi coefficienti, possiamo rappresentare lo spazio lineare P,, con R**+1.
Per cui ogni prodotto scalare su R®*! induce un prodotto scalare su P,. In
particolare il prodotto scalare euclideo su R"*! induce il prodotto scalare tra
polinomi {p(x), q(z)) = Y1y pigs dove p(z) = X7y pia, q(z) = D21y gia’, che
non soddisfa la proprieta (zf(x), g(x)) = (f(z), zg(z)). O

Definizione 2 Dato un prodotto scalare {-,-), su P, un insieme di polinomi
{pi(z) € P;, i =0,1...} tale che deg(p;) =i e (p;,p;) = 0 se i # j e detto
insieme di polinomi ortogonali relativamente al prodotto scalare (-,-). O

I polinomi pi(:c)/h;/z7 hi = (p;,p;) sono detti polinomi ortonormali. Ad
esempio, i polinomi «*, i = 0,1, .. ., sono ortonormali rispetto al prodotto scalare
indotto dal prodotto euclideo.

Esempi classici di funzioni peso che definiscono il prodotto scalare di tipo
integrale sono w(x) = 1su [-1,1], w(z) = V1 — 22 su [-1,1], w(z) = 1/V1 — 22

su [-1,1], w(z) = e=* su [0, +o0], e~ su [—o0, +-00].

Osservazione 3 Per un generico prodotto scalare su P, esistono sempre poli-
nomi ortogonali che possono essere costruiti mediante il procedimento di ortogo-

nalizzazione di Gram-Schmidt a partire dai monomi 1,z, 22,23, ..., nel seguente
modo:
k k—1
po(®) =1, pi(x) ="+ 322 akpi(),
k= 17 27 . (2)

agi = — (¥, pi(x)) / (pi(x),pi(x)), i=0,....k—1

Col prodotto scalare integrale per calcolare i coefficienti dei polinomi or-
togonali di grado al piu n occorre calcolare, o approssimare numericamente,
n(n + 1)/2 integrali. Inoltre, per calcolare i coefficienti del generico polinomio
py di grado k occorre eseguire circa k? operazioni aritmetiche per cui il costo
totale per calcolare i coefficienti di tutti i polinomi py, k = 0,...,n & di O(n?)
operazioni. Questo pero non ¢ il modo migliore di procedere. Come vedremo tra
poco ci sono espressioni pill semplici per esprimere i coefficienti di py ().
Inoltre per calcolare il valore che pg(z) assume in un punto £ usando la
occorrono circa 2k operazioni aritmetiche avendo perd prima calcolato i

valori di p;(€), i =0,1,...,k — 1 e i coefficienti ay,;. Quindi occorrono O(k?)
operazioni. Anche questo calcolo puo essere semplificato mediante una diversa
rappresentazione dei polinomi ortogonali. O

La seguente banale osservazione ha una serie di conseguenze meno immediate
e di particolare rilevanza.



Osservazione 4 I polinomi ortogonali po(z), p1(z), ..., pn(z) sono linearmente
indipendenti e quindi costituiscono una base dello spazio vettoriale P,, dei poli-
nomi di grado minore o uguale ad n. O

Dalla precedente osservazione segue il

Teorema 5 Se pg,p1,..., sono polinomi ortogonali rispetto al prodotto scalare
(1) allora per ogni polinomio q di grado n vale (p;,q) =0 per ogni i > n.

Dim. Per losservazione {4 si ha ¢(z) = Z;'L:o v;ip; (@), 7 # 0. Se i > n vale
allora (p;,q) = >=7_o7; (pi,pj) = 0. O

La proprieta espressa nel teorema precedente ci permette di dimostrare il
seguente risultato interessante.

Teorema 6 Gli zeri dei polinomi ortogonali rispetto al prodotto sclare (1)) sono
reali e semplici e stanno in (a,b).

Dim. Siano x1,...,z; gli zeri reali e distinti di p,(x) in (a,b). Per assurdo

supponiamo j < m. Supponiamo inoltre che k di questi zeri abbiano molteplicita
dispari e j — k pari. Numeriamo gli z; in modo che i primi k£ abbiano molteplicita

dispari. Definiamo
() 1 se k=0
q(z) =
M (z—xs) sek>0

Allora gli zeri in (a,b) di p,(z)g(xz) hanno molteplicita pari e quindi questo
prodotto non cambia segno in (a,b). Conseguentemente

b
(Pn>q) :/ P (2)q(x)w(z)dz # 0

che ¢ assurdo per il teorema poiché il grado di g(z) e k < j < n (]
Vale il seguente risultato di minima norma

Teorema 7 Tra tutti i polinomi p(x) di grado n che hanno coefficiente del
termine di grado massimo uguale a quello di p,(x), il polinomio p,(x) & quello
di minima norma.

Dim. Ogni polinomio ¢ di grado n che ha lo stesso coefficiente di grado massimo
di p,, () si lascia scrivere come ¢ = p,, () + gn—1(z), dove g,—_1(z) & un polinomio

di grado al pit n — 1. Vale quindi

lgll® = (q,@) = (Prs Pu) + (@1, Gn—1)



essendo {¢n_1,pn) = 0 per lortogonalita. Risulta allora ||q||> > ||p.||* dove

I'uguaglianza e raggiunta se e solo se ¢,_1 = 0 cioe ¢ = p. O
Un’altra conseguenza del teorema [5] ¢ data dal seguente risultato che ha

rilevanza sia teorica che computazionale.

Teorema 8 (Ricorrenza a tre termini) Siano p;(z), i =0,1,..., un insie-
me di polinomi ortogonali su [a,b] rispetto a un prodotto scalare . Si denoti
po(x) = ag, p1(x) = ajx + by. Esistono A;, B;,C; € R tali che

piy1(x) = (xAiy1 + Big1)pi(z) — Cipi—1(x), i>1, Aipq,Ci #0.

Inoltre

<pi+17pi+1> <9Upiypi>

Ajpq = 2L By = — A~
" <$Pi»Pi+1> " o <pi7pi>
Cy = Ay <xpiapi—1> _ At (Pm%%)

(Pi—1,Pi-1) A pic1,pic1)

Denotando con a; e b; rispettivamente i coefficienti di ' e '~ in p;(x), vale
M

_ Giq1 __ aiq1 o biga b; _ @i41Gi—1 _hy _
Aipr = =, Bigr = =235 — b)), O = ==, dove hy = (pi, pi)-

a; Qaj Q41 ai
Dim. Il polinomio zp;(z) ha grado i + 1 per cui zp;, p;, - - ., po sono linearmente
indipendenti. Esistono allora ag, a1, ...,a;+1 € R tali che

Pi+1 = Qopo + -+ - + a;pi + Qi p1TP;-
Per j #i+ 1 vale

0 = (pj, pit1) = a; (pj, ;) + iy (Pj, TPs) = o (s, ps) + iy (TPs, Pi)

Poiché se j < i — 2 il polinomio zp; ha grado minore di %, per il teorema [5[ &
(xpj,pi) = 0. Quindi o;j =0 per j =0,...,7 — 2 per cui

Dit1 = Qi 1TP; + QP + Qi 1pi—1. (3)

Vale quindi il risultato del teorema con A;+1 = @41, Biy1 = a; C; = —av—1.
Le costanti A;, B;, C; possono essere facilmente espresse in termini di prodotti
scalari. Infatti moltiplicando scalarmente per p;y1,p; € p;—1 entrambi i membri
della si ottiene

(Pit1,Piv1) = Aig1(Tpi, Pit1),

Ai1(zpi, pi) + Bis1(pi,pi) =0

Air1(pi-1,2pi) — Ci{pi—1,pi-1) =0
da cui (xp;(z), pi+1(x)) # 0 e si ricavano le espressioni per A;y1, Biy1,C;. Le
altre relazioni seguono da un confronto diretto dei polinomi. Inoltre, poi-

ché (pit1,pit1) # 0 ne segue che A;11 # 0, inoltre dall’espressione C; =
%M segue Cz 7& 0. )

i (Pi—1,pi—1)



Osservazione 9 Poiché i polinomi del teorema [§ sono definiti a meno di una
costante moltiplicativa, possiamo scegliere i polinomi monici in modo che a; = 1
per ogni i > 1 per cui A; = 1 per ¢ > 1. In questo modo risulta

Ai"t‘l = 1a Bi—',—l - _M C. = M > 0.

<pi7pi> ’ ' <pi71,pi71>
O

Osservazione 10 Si noti che la relazione a tre termini data nel teorema [§] ci
dice che p;_1(z) ¢ il resto della divisione di p;+1(x) per p;(x). Per cui i polinomi
ortogonali p,,11(x), pn (), ..., po(x) possono essere visti come i polinomi generati
dall’algoritmo Euclideo applicato a p,1(x) e p,(x). O

Osservazione 11 Fissato i, i coefficienti A;1; = 1, B;+1, C; richiedono il
calcolo dei prodotti scalari (p;, p;), (Pi—1,Di—1), (xpi, p;). Per cui il loro calcolo
per i =1,...,k comporta solamente 2k prodotti scalari.

Per calcolare il valore di px(€) usando la relazione a tre termini, supponendo
di avere a disposizione i coefficienti A;11 = 1, B;41 e C; e di aver caclolato i
valori p;(§) per i =0,...,k — 1, bastano 4 operazioni aritmetiche. Quindi per
calcolare tutti i valori p;(€) per i = 1,...,k bastano 4k operazioni aritmetiche.

In modo analogo si vede che i coefficienti di tutti i polinomi ortogonali di
grado al pitt k£ sono calcolabili in O(k?) operazioni.

Un confronto col metodo di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt mostra
che 'uso della relazione ricorrente a tre termini abbassa sostanzialmente i costi
computazionali delle operazioni con polinomi ortogonali. O

Teorema 12 (Formula di Christoffel-Darboux) Vale

(0= 0) Y 3 pi@ni() = prss @Paw) ~ s Wpa(@)] ()
i=0 "

an

_ 1 o in o
et = A i = (i i)

dove v, =

Dim. Procediamo per induzione. Se n = 0 allora devo dimostrare che (z —
ag

Y)7=00()po(y) = %= [p1(x)po(y) — p1(y)po(@)]. Poiché po(z) = ag, e pi(z) =
a1x + by, allora il secondo membro della relazione precedente diventa

a
[(a12 4 b1)ag — (a1y + b1)ao] = > ai(r — y)ao,
a ho

aihg

2
che coincide con Z—g(x —y).
Per I'implicazione n — 1 — n, consideriamo il secondo membro di dove
sostituiamo al posto di p,,+1(x) e di p,11(y) espressione ottenuta con la relazione



a tre termini. Si ottiene quindi

Tn [((Z'An+1 + Bn-&-l)pn(x) - Onpn—l(x))pn(y)
— (YAn+1 + But1)pn(y) — Copn—1(y))pn(z)] -

Semplificando si arriva a

(.I - y)’YHAn-l-lpn (x)pn(y) + ’Yncn (pn(x)pn—l (Z/) - pn(y)pn—l (x))

Per 'ipotesi induttiva il secondo addendo coincide con

TLTL 1
v Z}T

Tn—1 i=0

C,

La tesi segue dal fatto che 1”771 =1e v, Apt1 = 1/hy,, per la definizione di v,

e per le relazioni date nel teorema [§ O

Osservazione 13 Una dimostrazione alternativa della formula di Christoffel-
Darboux e la seguente. Vale

pit+1(x) = (Aix1z + Big1)pi(x) — Cipi—1(x) moltiplico per p;(y)
Pit+1(z)pi(y) = (Aig1x + Big1)pi(2)pi(y) — Cipi—1(x)pi(y) scambio variabili
Pi+1(Y)pi(x) = (Ait1y + Biy1)pi(y)pi(z) — Cipi—1(y)pi(z) sottraggo
Ppi+1(2)pi(y) — pi+1(y)pi(x)

= pi(2)pi(y) [z — ylAir1 — Cilpi—1(x)pi(y) — pi—1(y)pi(z)]
Quindi
[z — ylpi(x)pi(y) Aix1 = Pis1(2)pi(y) — pit1(y)pi(x)
+ Cilpi—1(2)pi(y) — pi—1(y)pi(2)]
Lo~ alpi)pi) = 75— pia@piCy) — pisa hpie)]
1413+4+1

h;
+ hzjz_s_l[pll(x)pz(y) —pi—1(y)pi(x)]

dove C; = (hi/hi—1)(Ai+1/A;). Si ottiene allora

1 1
—lz = ylpi(@)pi(y) = T——[Pi+1(2)pi(y) — Pi+1(y)pi()]
hz thz+1
1
+ m[ﬁi—l(fc)pi(y) —pi—1(y)pi(z)]
Sommando, i termini si elidono a due a due e si ottiene la tesi. O



Osservazione 14 Applicando la formula di Christoffel Darboux per z = x; e
y = x;, dove x1,...,Zn41 sono gli zeri di p,41(z), si ottiene

1 .
> —pr(@i)pr(z;) =0, i#j.
= T

La matrice V = (v; )i j=1,n41, Vi,j = pi—1(x;)/y/hi—1 & tale che V'V & una
matrice diagonale. Cioe V ha le colonne v ; ortogonali. Possiamo scalare le
colonne in modo da farle diventare ortonormali, basta per questo dividerle per
la loro norma euclidea

n 2
Pi(Z;
fosll = va5, o5 = 2L

=0

Quindi la matrice W = Vdiag(o;*, .. .O’;il) verifica la proprieth WTW = T

per cui & ortogonale e quindi WW7T = I. Quest’ultima relazione si scrive come
n+1 .

D k1 WikWjk = 0;5, da cui

n+1

pi(xr) pj(wk) "~ ps(xr)?
— by, ox=1/3 PRL 5
1 \/]77 hj Tk J Tk /S:0 hs ()

Questa espressione fornisce una sorta di ortogonalita “discreta” dei polinomi
p;i(x) relativa ai punti zy e ai pesi 0. In particolare, se associamo ai polinomi

(]

o

p;(z) i vettori ul) = (uz(»j)) per j =0,...,n, ottenuti campionando i polinomi
negli zeri di p,,11(x), cioe tali che ugj) = p;(z;), abbiamo che w©, ... u™ sono
ortogonali rispetto al prodotto scalare (discreto pesato)

n+1

(u,v) = Zuiviai.
i=1

g

Osservazione 15 Se su uno spazio vettoriale V,, di dimensione n sono assegnati
due prodotti scalari (-,-)" e (-,-)”” che coincidono su una base v1,...,v, di V,,
cioe (v;,v;)" = (v;,v;)”, allora tali prodotti scalari coincidono dappertutto, cioe
(u,v)" = (u,v)” per ogni u,v € V,. Questo pud essere facilmente dimostrato
rappresentando u e v nella base vq, . .., v, e applicando la bilinearita del prodotto
scalare.

Se consideriamo allora come V), lo spazio dei polinomi di grado al piu
n — 1 abbiamo che i due prodotti scalari (u,v) = f; u(z)v(z)w(z)dz e (-,-) =
Y pe1n w(zr)v(2zr)o, dove xy per k= 1,...,n denotano gli zeri del polinomio
ortogonale di grado n, coincidono sulla base dei polinomi ortogonali. Quindi
coincidono dappertutto. In particolare, se u(x) e v(x) sono polinomi di grado al
piun — 1 si ha

b
/ u(z)v(z)w(x)de = Zu(xk)v(xk)ak.

k=1



Inoltre, poiché un polinomio ¢(z) di grado al pitt m = 2n — 2 lo possiamo
fattorizzare come prodotto di due polinomi g;(x) e g2(z) di grado al pit n — 1,
cioe q(x) = q1(z)g2(x) allora l'integrale f: q(x)w(z)dx possiamo vederlo come
prodotto scalare (g1, g2) e calcolarlo con la formula di integrazione

b n
/ q(z)w(z)dr = Zq(xk)ak.
“ k=1

Per la precisione occorre dire che il ragionamento precedente vale se la fattoriz-
zazione del polinomio g(x) ¢ sul campo reale. Perd non tutti i polinomi di grado
2n — 2 ammettono una fattorizzazione sul campo reale in due fattori di grado
n — 1. Si pensi ad esempio a 2% + 1 = (z + ¢)(x — 1) con % unitd immaginaria.
Il risultato pero puo essere esteso facilmente al caso di fattori complessi che
esistono sempre per il teorema fondamentale dell’algebra. Infatti un polinomio
p(x) a coefficienti complessi si puo scrivere come p(x) = pr(z) + ip;(z) dove
pr(z), pr(z) sono polinomi a coefficienti reali. Per cui la parte reale e la parte
immaginaria del prodotto di due polinomi a coefficienti complessi possono essere
scritti come somma di prodotti di polinomi a coefficienti reali. Per ciascuno dei
prodotti puo essere applicata la formula di integrazione discreta. O

Osservazione 16 Dati due polinomi p(z) e ¢(y) il bezoutiano B(x,y) di p e ¢
¢ il polinomio in due variabili (p(z)q(y) — p(y)q(x))/(xz — y). 1l bezoutiano ha
diverse particolarita interessanti che sono utili in computer algebra. La formula
di Cristoffel-Darboux aggiunge una ulteriore proprieta: se p e ¢ sono polinomi
ortogonali di grado n e n + 1 il loro bezoutiano ¢ somma di prodotti di polinomi
ortogonali. Si associa al bezoutiano B(z,y) la matrice B = (b; ;) tale che
B(z,y) = 32, >, bija'y’ chiamata matrice bezoutiana. E immediato verificare
che B ¢ simmetrica e che B(z,y) = T By dove = (2")i—0.n-1, ¥ = (¥*)i=0,n—1-
Poiché py(z)pi(y) = £Tp®Fp® Ty, dove p¥) ¢ il vettore dei coefficienti del
polinomio pg(z), la formula di Christoffel Darboux permette di scrivere la matrice
bezoutiana di p,, € p,+1 come somma delle n diadi simmetriche hikp(k)p(k)T. La
stessa somma di diadi simmetriche permette di scrivere la matrice bezoutiana
come B = LT L, dove L ¢ una matrice triangolare inferiore che sulla riga i-esima
ha i coefficienti del polinomio p;(x)/v/h;.

Una proprieta interessante della matrice bezoutiana & che la sua fattoriz-
zazione UL a blocchi fornisce quozienti e resti generati dall’algoritmo euclideo
applicato a p(z) e ¢(x). Inoltre la matrice bezoutiana & non singolare se e solo
se 1 polinomi p(z) e ¢(x) sono primi tra loro. O



2.1 Polinomi ortogonali e matrici tridiagonali
Sia T),(z) la matrice definita da

a1x + b1 —aQ
-4 Asx+ By —1
T, (z) = ' '

n—1 Anx+Bn

Applicando la regola di Laplace per calcolare det T, (x) lungo I'ultima riga si
scopre che

det T, (z) = (Apx + By) det Ty, 1 (2) — Cp—1 det Ty, o ()

inoltre det Ty (z) = a1 + by = p1(x) e det Ta(z) = (Aaz + Ba)pi(x) — Cipo(x).
Per cui vale det T, () = pn(x).
E interessante osservare che

pogzg 0
Tn(x) yal .SU _ 0
pn—l(x) Pn(iﬁ)

per cui il vettore di componenti (p;(x))i=0.n—1 sta nel nucleo di T,,(x) se = & uno
zero di p,(x).

Osservazione 17 Se i polinomi ortogonali vengono normalizzati in modo che
A; = 1 allora gli zeri di p,(x) possono essere visti come gli autovalori della
matrice T, := —trid,,(—C;, B;, —1), dove per semplicita di notazione si & posto
B1 = by, e gli autovettori corrispondenti hanno per componenti i valori dei
polinomi ortogonali calcolati negli zeri di p,(x). Vale infatti T,,(z) = I — T,,.
Si osservi ancora che la matrice ottenuta cambiando segno agli elementi sopra e
sotto diagonali ha gli stessi autovalori della matrice originale e autovettori con
componenti a segno alterno. O

Osservazione 18 Assumendo di aver normalizzato i polinomi in modo che
ag = A; = 1,i=1,...,n+ 1, poiché i C; sono tutti positivi, & possibile
determinare una matrice diagonale D = diag, (di,...,d,) tale che D™1T, D ¢
simmetrica. Tale matrice & data da d; = \/hi—1 = (pi—1,pi—1)"/%,i=1,...,n—1
e vale

bi+x —vCi
—\/Cl Bg +x _\/02
DT, (z)D =
- Cn—l

—+/Ch_1 B, +x
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Gli autovettori v7) tali che D=7}, 11 (z;)Dv) = 0 sono v\9) = D=4l con
ul) = (po(z;),...,pn—1(z;))T, dove i polinomi ortogonali p;(z) sono monici.
Dall’ortogonalita dei vettori v() segue che

n 1 ) .
> —pr(wi)pr(z;) =0, i # .
L

Si osservi che pg(x)/v/hy € il polinomio ortogonale normalizzato rispetto alla
sua norma indotta dal prodotto scalare. Questa proprieta era stata ottenuta
anche dalla formula di Christoffel Darboux. (]

Le proprieta degli zeri dei polinomi ortogonali sono quindi strettamente
legate alle proprieta degli autovalori delle matrici tridiagonali simmetriche. Nel
prossimo paragrafo riportiamo un teorema molto utile, di interesse generale, che
ci permette di scoprire proprieta interessanti degli zeri dei polinomi ortogonali

2.2 1l teorema del minimax di Courant-Fischer

Data A € R™ ™ simmetrica e x € R™, x # 0 si definisce il quoziente di Rayleigh
di A in x espressione

xT Ax

Tz
Osservazione 19 Il gradiente del quoziente di Rayleigh e

T
wTQm(A_ Mz, A= TAT

O

Quindi i punti stazionari del quoziente di Rayleigh sono gli autovettori di
A e i valori presi dal quoziente in corrispondenza dei punti stazionari sono i
corrispondenti autovalori. Questo porta al seguente primo risultato

Teorema 20 Siano A1 > --- > X\, gli autovalori della matrice simmetrica
A e R ™, Vale

T Ax o xTAx
max —- = A1, min = = An.
x40 xlx x40 xlx

Si puo dimostrare molto di piu:
Teorema 21 (Teorema di Courant-Fischer del minimax) Vale
T
x' Az
min max —=— =41, k=1,2,....n
UCR" gzeU T°F
dimU=k x#0
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. T Ax
max min =
UcCR"® relU IT°F

dimU =k x#0

=X, E=1,2,...,n

Dim. Si dimostra la versione maxmin. Siano x; gli autovettori di A ortonormali
e S=span(x,...,x,). Allora per ogni sottospazio Vj di dimensione k vale
SNV # {0} poiché dim(S)=n — k + 1 e dim(V}) = k. Allora esiste & € S NV,
x=> ", a;x; #0. Vale

T Ax B PO ALY <\ S lal? -
zTx doimp el T T fel?

Quindi il minimo su ogni Vj, del quoziente di Rayleigh € minore o uguale a Ag
e quindi anche il massimo al variare di Vj dei minimi ¢ minore o uguale a Ay.
Basta quindi fare vedere che esiste un Vj speciale in cui il minimo del quoziente
di Rayleigh vale A\;. Per questo basta scegliere V), =span(xy,...,x). Infatti

S k .
per & € Vj, risulta © = )7 | a;; per cui
k k
xl Ax/xTx = E Notalxz;/ E cxlxz; > N\
i=1 i=1

La versione MinMax del teorema si ottiene applicando la versione MaxMin alla
matrice —A. O

Alcuni corollari interessanti del teorema del minimax.

Corollario 22 A matrice reale simmetrica n X n di autovalori oy > -+ > auy,.
U e R (1) tale che UTU = I,,_1. Allora gli autovalori B > -+ > Bn_1 di
B =UTAU sono tali che

a2 frzae> B> 2 PBho1 2 ap.
e si dice che gli autovalori di B separano gli autovalori di A.

Dim. Vale

_ . y"™By . y"By  y'UTAUy
Br = max min 7 = min 7 = min ————
Wi YeWi\o yY°y yewi\o Y'Y yew,\o Y'Y

dove Wk ¢ il sottospazio dove viene preso il massimo. Sia
‘A/k:{scE]R": a::Uy,yEWk}.
Vale dim(‘A/k) =ke

yTUT AUy B T Ax
yTy T 2Ty
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per cui

. yTuT AUy o 2T Ax oz Ax
Br= min =———= = min 7— <max min —— = qy.
YEW,\0 y'y xeV\0o T°T Vi TeVip\0o 7T

La diseguaglianza f;_1 > oy, si ottiene applicando il risultato a —A e —B. [

Corollario 23 Se A,, é matrice tridiagonale simmetrica, gli autovalori di una
qualsiasi sottomatrice principale di A,, di dimensione (n —1) x (n — 1) separano
gli autovalori di A.

Come conseguenza del teorema del minimax segue I'importante proprieta
degli zeri dei polinomi ortogonali

Teorema 24 Gli zeri del polinomio ortogonale p,(x) separano strettamente gli
zeri del polinomio ortogonale pp11(x).

Dim. La separazione con diseguaglianza debole segue dal corollario appli-
cato alla matrice tridiagonale simmetrica ottenuta simmetrizzando la matrice
trid,, (—Cy, B;, —1) alla luce delle osservazioni Per dimostrare la disegua-
glianza stretta si supponga per assurdo che X sia zero di p, e di p,_1. Dalla
relazione a tre termini segue che A ¢ zero di p,,_1. Procedendo per induzione si
conclude che A & zero di pg che ¢ assurdo. O

Si riportano a titolo di curiosita due altri corollari di cui non si da dimostra-
zione.

Corollario 25 Se A, B,C sono matrici reali simmetriche tali che A= B+ C
allora per gli autovalori oy, B;,7; ordinati in modo non crescente vale

Bi+vm <oy < Bi+m.

Corollario 26 Se A, B,C sono matrici reali simmetriche tali che A= B+C e
C = uu” per un vettore nonnullo w, allora per gli autovalori o, B; di A e B
ordinati in modo non crescente vale

Bi <o < Bita

3 Rappresentazione di polinomi ortogonali

Oltre alla rappresentazione data mediante la relazione ricorrente a tre termini
esistono altri modi per rappresentare i polinomi ortogonali. In questo paragrafo
esaminiamo due rappresentazioni diverse, quella basata sulla matrice dei momenti
e quella data dalla formula di Rodrigues.

13



3.1 Matrice dei momenti

Le quantita py = fab z*w(z)dr, k=0,1,...,n, vengono dette momenti. Vale il
seguente risultato

Teorema 27 [ sequenti polinomi sono ortogonali rispetto al prodotto scalare

(f.9) = [ f(a)g(z)w(z)dx

[ 1o K1 H2 cee fn |
/'l/l /J2 U3 .. ,U/n—‘,-l
H2 H3 Ha cee Mnt2
pn(x) = det : : : : (6)
Hn—-1 Hn  Hn4+1 --- H2n—1
| 1 T z? - "

Dim. Basta verificare che (z*,p,(z)) = 0 per k = 0,1,...,n — 1. Per la li-
nearita dell’integrale e la multilinearita del determinante si ha che (z*,p, (z))
¢ uguale al determinante della matrice che si ottiene sostituendo 'ultima riga
della matrice in (6)) con (f: z*, f: L f: R ciod (e, kst - - - Hktn)-
Questo determinante € nullo poiché la matrice ha due righe uguali. O

Osservazione 28 Col prodotto scalare su [0, 1] definito da (f, g) = fol f(z)g(x)dx,
la sottomatrice principale di testa n x n della matrice dei momenti ¢ la matrice di
Hilbert di elementi (1/(i+j — 1)) per 4,5 = 1,...,n. Le sottomatrice principali
di testa di dimensione minore o uguale a n di una matrice dei momenti sono
matrici di Hankel. Cioe i loro elementi dipendono dalla somma degli indici e
quindi sono costanti lungo le anti-diagonali. Si puo dimostrare che 'inversa di
una matrice di Hankel non singolare & una matrice di Bezout. O

Osservazione 29 Si ricorda che se A & una matrice reale simmetrica definita
positiva allora I’applicazione (u,v) — u’ Av da R™ x R™ in R & un prodotto
scalare. Se denotiamo H,, la matrice di elementi p*+7=1, 4,5 =1,...,n, si ha
pivi—1 = (@ ad Y peri,j=1,...,n. Percuiu’ Hyo =Y, Zj WUiklisj—1Vj =
3wt > v;zd~1) non & altro he il prodotto scalare tra il polinomio di
coefficienti uq,...,u, e il polinomio di coefficienti vy, ...,v,. Cioe H, descrive
il prodotto scalare di tipo integrale tra polinomi in termini dei loro coefficienti.

Si osserva ancora che se H, = LL" ¢ la fattorizzazione di Cholesky di H,,
dove L & triangolare inferiore n x n, allora dalla condizione (L~%)T H, L' = I se-
gue che le righe di (L=1)T) sono i coefficienti dei polinomi ortogonali normalizzati
in modo da avere norma 1. Avevamo inoltre puntualizzato nell’Osservazione
come conseguenza della formula di Christoffel Darboux, che la matrice di Bezout
B,, di p,(z) e p,_1(x) si fattorizza nel prodotto B = LT L dove L & triangolare
inferiore e le colonne di L hanno per elementi i coefficienti del generico polinomio
ortogonale normalizzato per cui vale L = L~'. Allora, confrontando la relazione
=LTLe H ' = (L H)TL™ si deduce che H,, = B, !. O
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3.2 Formula di Rodrigues

Teorema 30 Sia s(z) € C"[a,b], s¥)(a) = s*(b) =0, k = 0,1,...,n — 1.
Allora la funzione t(z) = s (x) /w(z) ¢é ortogonale a ogni polinomio di grado al
pit n — 1 col prodotto scalare (f,g) = ff f(@)g(z)w(x)de.

Dim. Sia ¢(z) polinomio di grado k¥ < n — 1. Allora <q,s(")/w(n)> =
f:w(az)q(w)%dm = f: q(z)s\™ (x)dz. Integrando per parti si ha

s (x)\ 2D (] _ ° D () d
(025D = @@ - [ s

b b
— [ @ Ve = = (1" [ g @)s(a)d =0

a a

poiché ¢(™) = 0 essendo il grado di ¢ minore di n. O

Osservazione 31 Nelle ipotesi del teorema, se s (z)/w(x) & un polinomio di
grado n allora esso coincide con p, (). O

Cio permette di esprimere i polinomi ortogonali mediante la Formula di
Rodrigues

Bn_ d"
= — =0,1,...
pn(x) w(x) dx™ sn(a:), n 07 ) )
Bn €R, s,(zx) € C™a,b],: s¥a)=sF®)=0 k=0,1,....n-1, (7)
1 ar

—sp(z), polinomio di grado n.
w(zx) dz™

I valori dei 8,, sono scelti in modo da normalizzare i polinomi in modo piu
conveniente a seconda dei casi.

4 Polinomi ortogonali specifici

Nella tabella [I] si riportano le definizioni dei polinomi ortogonali classici di
Legendre, Chebyshev di prima e di seconda specie, Laguerre ed Hermite.

I polinomi di Legendre e di Chebyshev sono casi particolari dei polinomi
ultrasferici, noti anche come polinomi di Gegenbauer cioe i polinomi ortogonali
su [—1,1] rispetto al peso w = (1 —22)®, a > —1. Per questi polinomi & possibile
dare una espressione dei coefficienti in termini della funzione Gamma di Eulero

+oo
I'(z) = / t*tetdt, x> 0.
0
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[a, b] w(x) Sn(x) Nome

[—1,1] 1 (1—a2?)" Legendre

[—1,1] (1—22)712 (1 —2%)""1/2  Chebyshev di prima specie
1,1] (1—a22)Y2 (1 —2?)"*t/2  Chebyshev di seconda specie

[0, +00] e ? e T Laguerre

[—00, +] e e~ Hermite

Tabella 1: Tassonomia dei principali polinomi ortogonali

Tale funzione & estendibile a x € C, x # 0, —1, —2, ..., mediante ’espressione

1
21;[ 1+f

Non solo, ma & possibile dare una forma esplicita alla funzione s(x) nella formula
di Rodrigues, infatti vale s(z) = (22 — 1)"+*,

Osservazione 32 La Funzione Gamma di Eulero gode di molte proprieta
interessanti tra cui

Pz+1)=2al(z), z€R, x#0,—-1,-2,...
I(1) =
I'(n+1)=n! sen & intero

Vale inoltre

d"z® _ T(a+1) _
= —1)--- _ N " =~~~/ Lo—n
T ala—1)--(a—n+1)x I‘(a*erl)x
Per ulteriori proprieta si veda [2]. O

Teorema 33 Se w(x) = (1—22)%, a > —1, s,(v) = (1 — 22", allora SE:():,(;;C)

é polinomio di grado n e vale s(k)(l) = s%k)(fl) =0,k=0,1,...,n—1. Vale
inoltre

sno () _ Z(_l)j (n) = 'F(oz +n+1) _ (1—2)" (1 + ).

w(z) = J at+j+ 1) (a+n—j5+1)
AC) (1_12)0(
Dim. Sen=0¢ w‘()gﬂ) = 1= =1. Sen >0 pongo z=a+n e ho
dr d*

k . .
K\ df Lk .
2 (J) a7 L~ g o)



D’altro canto vale
a" 5 r@e+1) 20

dzm’ T T(0—m+1)

—m

da cui

d* 2\z _ S (k i P+1) z—j I'(z+1) z—k+j
=) _ZO(])(_U Y EEE ) LS Py sy Sl o

J

B e o [k ST+ 121 —2) (1 +a)
== ka_;)<j)(_1) T(z—j+ D0 —k+j+1)

che diviso per w(x) = (1—22)® & un polinomio in z. Inoltre, per k = 0,1,...,n—1
ez—k>a+1>0 per cul sq(lk)(—l) = sgf)(l) = 0. Infine per k = n vale
si(2) = (1 — 22)*"¢(x), dove ¢(z) & un polinomio, per cui (j?;(;gl ¢ un
polinomio O

Per i polinomi ultrasferici p,, o (x) vale allora la formula

1 ar

_ - _ 2\a+n
Pn,a(T) = Bna =220 dxn(l x7)

Dal teorema precedente si possono ricavare le espressioni di a.,, h, in funzione
di I

Si osservi che vale ancora py o(—2) = (—1)"pn,o(z) per cui p, o ha coeffi-
cienti nulli per le potenze che hanno esponente con la stessa parita di n + 1.
Conseguentemente il coefficienti B, nella relazione ricorrente a tre termini sono
nulli.

4.1 Polinomi di Legendre

I polinomi di Legendre sono polinomi ultrasferici con o = 0, e la relazione
ricorrente a tre termini e data da

2n+1 (2) n
xpp(T) —
n+1 P n+1

Pozla P1=

pn-‘rl(x) - pn—1($)

In particolare

po(x) =1, pi1(x) =z, pa(z) = %(3352 —1), p3(z) = %(Bx?’ —3x)
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La matrice tridiagonale associata &

T

=
| wlee |
wio 8
| colen |
Al 8 =

i 241,
it1 il L 1

che normalizzando i polinomi a essere monici diventa

rz -1 T
1, 2
3 3
2 3
2, 3
5 5
_3 . _4
7 7

% _ 41
€z 2041
La sua simmetrizzazione ¢ data da
- 1
z 3
N A I
V3 ) V15 3
~ Vi xg V% .,
V35 z V63
" i
V(2i41)(2i—1)
i :
L V/(2i41)(2i—1)

Gli zeri del polinomio di Legendre di grado n sono gli autovalori della matrice
trid,, ((¢ — 1)/(2¢ — 1),0,¢/(2¢ + 1)) tridiagonale n x n dove I'indice ¢ scorre da 1
a n e sulla prima ed ultima riga compaiono due soli elementi dei tre indicati.

Il seguente codice Octave calcola tali zeri come autovalori della matrice
tridiagonale con n = 6:

n = 6;
T = zeros(n);
for i=1:n-1;
T(i,i+1) = i/sqrt((2*i-1)*(2i+1));
end;
T=T+T’;
zeri=eig(T);
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Infatti, scrivendo sort (zeri)’ (l’apice serve per fare scrivere gli autovalori come
vettore riga) Octave fornisce i valori

ans =
-0.93247 -0.66121 -0.23862 0.23862 0.66121 0.93247

4.2 Polinomi di Chebyshev di prima specie

I polinomi di Chebyshev di prima specie, che rientrano nella classe dei polinomi
ultrasferici con a@ = —1/2, soddisfano la relazione ricorrente a tre termini

Tot1(x) = 22T, (x) — Th—1(2)
To(z) =1, Ty(z) ==

Ponendo =z = cosf, 0 < 6 < m, dalla relazione a tre termini segue che
T, (cos @) = cosnf. La dimostrazione pud essere fatta per induzione. Infatti per
n = 0,1 la proprieta ¢ banalmente verificata. In generale, per 'ipotesi induttiva
vale
Tht1(cos @) = 2cosfcosnb — cos(n — 1)6.

Da cui
T 41(cos0) =2 cos b cosnb — cosnb cos ) — sinnf sin 6

=cos 8 cosnf — sinnfsin @ = cos(n + 1)6.

Questo fatto permette di dare una espressione esplicita agli zeri xé") di T, ().
Infatti vale xfcn) = cos W7 k=1,...,n. Inoltre su [—1, 1] il polinomio Ty, (x)
& sempre compreso tra —1 e 1.

Si osservi anche che T, (cosf) = £1 se e solo se cos(nf) = £1, se e solo se
nf = kr, se e solo se § = kn/n, k = 0,1,...n. Cioe nell’intervallo [—1,1] il
polinomio T}, (x) assume n + 1 volte i valori massimi e minimi.

Teorema 34 Tra tutti i polinomi monici di grado i > 1 il polinomio monico
%%Tn(x) ¢ quello che ha minima norma infinito su [—1,1]

Dim. Si ¢ gia osservato che T, (x) assume il valorie massimo 1 e il valore
minimo —1 per n + 1 volte. Quindi ||7,,()]|co = 1 € ||Tn(2)/2"]|00 = 1/277L.
Supponiamo per assurdo che esista un polinomio p,, monico di grado n tale che
lpn(z)]|o < 1/2771. Tl polinomio p,(z) ha massimo minore di 1/2"~! e minimo
maggiore di —1/2"~!. Quindi il polinomio differenza q(z) = p,(x) — T, (x)/2" !
di grado al pitt n — 1 € negativo dove T;, ha massimo e positivo dove T}, ha mini-
mo. Cio accade in n+1 punti di [-1, 1]. Quindi ¢(z) ha n zeri. Il che & assurdo.r

La matrice tridiagonale associata ai polinomi di Chebyshev di prima specie

rz -1
-1 2z -1
-1 2z -1

-1 2x -1
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Un polinomio ¢(z) di grado n puo essere rappresentato nella base di Chebyshev
come g(z) = >, _, axTi(x). Data 'ortogonalita dei polinomi T} (z), i valori di
ap possono essere calcolati come

ar = (q(x), Ti () /(Ti(2), Ti.(2))-

Poiché vale la proprieta di ortogonalita discreta si ha

n—1 n—1

T, ()2
ZTi(-Tk)Tj(xk)Uk 251‘,]‘\/ hi\/hj, O = 1/2 (;LCk)
k=0 5=0 s

dove x5 sono gli zeri di T,,(x), i coefficienti aj possono essere calcolati come

ak = 3 4@ Th(@a)os) 3 Tl Ti(z)os.
s=0 s=0

La somma infinita

fla) =) aTi(x)
k=0

se convergente, definisce una funzione f(x) ed & chiamata serie di Chebyshev di
f(z). Data una funzione f(x) le condizioni a cui deve soddisfare f(x) affinché
esista convergente la serie di Chebyshev sono analoghe a quelle valide per la
convergenza della serie di Fourier.

Osservazione 35 Per i polinomi di Chebyshev di prima specie i valori di hg
sono dati da )
1
Tr(x), Tp(z)) = T (2)? —dx.
T Tela)) = [ Tl =

Con la sostituzione di variabile = cos 0 si ottiene quindi

_ T, _[ 5 sek#0
hy, /0 cos” kOdo { 2 ek=o.
(2k—1)7

Inoltre, poiché gli zeri di T),(x) sono zp = cos =5~ e vale Ti(x) = cos(s0)
con x = cos b, si ha Ty(xg) = cos(s%) per cui, 1/o = Z;:Ol Ts(xr)?/hs =
2(1/2+ 02y To(wr)?) = 2.

Quindi la poprieta di ortogonalita discreta dei polinomi di Chebyshev diventa

> Ti(aw) Ty (xx) = {
k=1

La matrice C = (¢; ;) di elementi ¢; ; = T;(x;—1) definisce la trasformata di-
screta dei coseni di secondo tipo http://en.wikipedia.org/wiki/Discrete_
cosine_transform e gode della proprieta che CT'C = ndiag(1,1/2,...,1/2). O

%(51‘3 se 1 7é 0

ndm» se 1 =0.
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Listing 1: Function chebyl

function t=chebyl(m,n)

function t=chebyl(m,n)

output: t e’ la matrice mxn la cui colonna j-esima contiene i valori
del polinomio di Chebyshev di prima specie grado j-1 campionato nei
punti x_i=(-1+ i*2/(m-1)) per i=0,1,...,m-1

t = ones(m,n);

x = [-1:2/(m-1):1]7;

h

LR =

t(:,2) = x;
for j=3:n
t(:,3) = 2kx. %t (:,j-1) - t(:,j-2);
end
La function Octave riportata nel listing [1] crea una matrice t di dimensioni

m x n che ha nella colonna j-esima i valori di Tj_;(z) calcolati in m punti
equispaziati tra —1 e 1. Mentre la function riportata nel listing [2| crea una
matrice t di dimensioni n x n che ha nella colonna j-esima i valori di Tj_;(z)
calcolati negli n zeri del polinomio di Chebyshev T,,(z) di prima specie di grado

n.

t
X

In questo modo, con i seguenti comandi

cheby1(100,6) ;
t(:,2);

plot(x,t(:,2),x,t(:,3),x,t(:,4),x,t(:,5),x,t(:,6));

si tracciano i grafici dei primi 6 polinomi di Chebyshev di prima specie riportati
nella figura [I] Mentre scrivendo

t=chebyshev1(6);
t7*t

si ottiene la matrice numericamente diagonale

ans =

O OO O,

.00000 0.00000 0.00000 0.00000 -0.00000 0.00000
.00000 3.00000 0.00000 -0.00000 0.00000 -0.00000
.00000 0.00000  3.00000 0.00000 -0.00000 0.00000
.00000 -0.00000 0.00000  3.00000 00000 -0.00000

0.
.00000 0.00000 -0.00000 0.00000 3.00000 0.00000
.00000 -0.00000 0.00000 -0.00000 0.00000  3.00000

che conferma l'ortogonalita delle colonne di t per n = 6.
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Figura 1: Polynomi di Chebyshev di prima specie

Listing 2: Function chebyshevl

function t=chebyshevl(n)

% function t=chebyshevl(n)

% output: t e’ la matrice nxn la cui colonna j-esima contiene i valori
% del polinomio di Chebyshev di prima specie grado j-1 campionato negli
% zeri del polinomio di Chebyshev di grado n: x_k=cos((2k-1)pi/(2n))

% per k=1,...,n
t = ones(n);
x = cos([pi/(2*n): pi/n : (2*n-1)*pi/(2%n)]1’);
t(:,2) = x;
for j=3:n
t(:,3) = 2%x.xt(:,j-1) - t(:,j-2);
end
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4.3 Polinomi di Chebyshev di seconda specie

Anche i polinomi di Chebyshev di seconda specie rientrano nella classe dei
polinomi ultrasferici. Sono definiti da ov = 1/2 e soddisfano la relazione ricorrente

Uns1(z) = 22U, (2) — Up—1
Uo(x) =1, Ui(z) =2z

Dalla relazione a tre termini segue che ponendo x = cos @ risulta

sin((n + 1)0)

U, 0) =
(c0s6) sin 6
Quindi gli zeri di U, (z) sono xé") = cos nk—fl, k=1,...,n.

Si osserva che

dT,  dT,(cos®) df  dcos(nf) dcos  sin(nf)

dr & dx- a8 Tdg " g

che implica
T! (z) = nU,_1(x).

La matrice tridiagonale associata ai polinomi di Chebyshev di seconda specie

2¢ —1
-1 2z -1
-1 2z -1

-1 2x -1

La function Octave riportata nel listing [3] crea una matrice u di dimensioni
m x n che ha nella colonna j-esima i valori di U;_;(z) calcolati in m punti
equispaziati tra —1 e 1. Mentre la function riportata nel listing [4] crea una
matrice u di dimensioni n X n che ha nella colonna j-esima i valori di U;_;(z)
calcolati negli n zeri del polinomio di Chebyshev U, (z) di seconda specie di
grado n.

In questo modo, con i seguenti comandi

u = cheby1(100,6);
x = [-1:2/99:1];
plot(x,u(:,2),x,u(:,3),x,u(:,4),x,u(:,5),x,u(:,6));

si tracciano i grafici dei primi 6 polinomi di Chebyshev di seconda specie riportati
nella figura 2] Mentre scrivendo

u = chebyshev2(6);
wku’

si ottiene la matrice numericamente diagonale

23



Listing 3: Function cheby?2

function t=cheby2(m,n)
% function t=chebyl(m,n)
% output: t e’ la matrice mxn la cui colonna j-esima contiene i valori
% del polinomio di Chebyshev di seconda specie grado j-1 campionato nei
% punti x_i=(-1+ i*2/(m-1)) per i=0,1,...,m-1

t = ones(m,n);

x = [-1:2/(m-1):1]";

t(:,2) = 2%x;
for j=3:n

t(:,3) = 2kx. %t (:,j-1) - t(:,j-2);
end

Listing 4: Function chebyshev2

function t=chebyshev2(n)
% function t=chebyshev2(n)
% output: t e’ la matrice nxn la cui colonna j-esima contiene i valori
% del polinomio di Chebyshev di seconda specie grado j-1 campionato negli
% zeri del polinomio di Chebyshev di grado n: x_k=cos(k*pi/(n+1))
% per k=1,...,n

t = ones(n);

x = cos([pi/(n+1): pi/(n+1l) : n*pi/(n+1)]’);

t(:,2) = 2%x;

for j=3:n

t(:,3) = 2xx.xt(:,3-1) - t(:,j-2);
end

1.8592e+01 -1.7048e-15 1.3849e-15 -6.6331e-16  5.0209e-16
-1.7048e-15 5.7259e+00 -4.9922e-16  9.9204e-17 -1.6046e-16
1.3849e-15 -4.9922e-16  3.6823e+00 2.9891e-16 -1.9125e-16
-6.6331e-16  9.9204e-17 2.9891e-16  3.6823e+00 -3.9411e-17
5.0209e-16 -1.6046e-16 -1.912b6e-16 -3.9411e-17 5.7259e+00
-4.0007e-16 -5.1337e-16 8.2611e-16 -5.7718e-16  2.0095e-15

4.4 Polinomi di Laguerre
¥ intervallo [0, +o00]. Coefficienti della ricorrenza a tre termini:

2n+1 . n
n+1°? Cn T n41c

Peso w(z) = e~

Bn+1 -

1
AnJrl = - nti’

Lnsa(®) = — = (20 1= 2)La(e) ~ nLa-1(2)

Lo(l‘) = 1, L1($) =1—=x
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Figura 2: Polynomi di Chebyshev di seconda specie
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Matrice tridiagonale associata

diag(17 Y )

| —
W
e~ =
|
w
\]
I
8
|
—

4.5 Polinomi di Hermite

£2

Peso w(z) = e~ intervallo [—o00, +0¢0]. Ricorrenza a tre termini:

Hy1(x) =2¢H,(z) — 2nH, 1 (x)
Hy(z) =1, Hi(z)=2x

Matrice tridiagonale associata

20 —1
-2 2r -1
-4 2x -1

-6 2z -1

5 Il problema dell’approssimazione di funzioni

Lo scopo ¢ quello di approssimare funzioni continue f : K C R” — R, dove K ¢ un
compatto, con polinomi o con funzioni facilmente calcolabili, ad esempio, polinomi
o funzioni razionali. La funzione f(z) puod essere assegnata esplicitamente
in termini di funzioni elementari oppure essere assegnata formalmente come
soluzione di una equazione differenziale.

Per semplicita lavoriamo su R e scegliamo K = [a, b].

La scelta di usare polinomi & saggia dal punto di vista computazionale, ma
lo ¢ anche dal punto di vista dell’approssimazione. Vale infatti

Teorema 36 (Weierstrass) Per ogni f(z): K — R continua e per ogni € > 0
esiste un polinomio p.(x) tale che max,ck |f(x) — pe(z)| < e.

Denotiamo P,, l'insieme dei polinomi di grado al pitt n. Denotiamo d(f, P,,) =

inf,ep, max,ex | f(x) — p(z)|.

5.1 1l problema dell’approssimazione lineare

Viene fissato un “modello” di approssimazione scegliendo un insieme di funzioni
continue {®g, ¢1,...} e si cerca di approssimare nel modo migliore possibile una
funzione assegnata f(z) € Cla,b] mediante g(z) = > 1, a;p;(z).
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Le funzioni ¢;(x) devono essere computazionalmente facili e in grado di
approssimare bene la f(z). Ad esempio, i polinomi non sono adatti ad approsi-
mare funzioni che hanno asintoti verticali (in questo caso I'insieme in cui sono
definite le funzioni non ¢ un compatto). In questo caso le funzioni razionali si
prestano meglio. Similmente per funzioni periodiche sono piu adatte le funzioni
trigonometriche.

Sia V spazio vettoriale sul corpo K (K = C, K = R).

Definizione 37 |- || : V — R é una norma se per ogni x,y € V, « € R ¢

=] =0
|z]| =0 z=0
laz|| = |af - |||

llz 4yl <zl + |yl diseguaglianza triangolare

Teorema 38 Ogni norma su Y é funzione uniformemente continua nella topo-
logia indotta dalla norma.

Dim. Dalla diseguaglianza triangolare segue che |||z|| — |ly||| < ||z — y||. Quindi
Ve>030>0 (6 =e): z—yll <6 = lla]— Iylll < e

Esempi di norme su Cla, b]:

b 1/2
|U@mz=</'ﬂm%M>

[f(@)]loc = max |f(z)]

z€la,b]

Dato un prodotto scalare (-, ) su Cfa, b], ad esempio (f, g) = f: f(@)g(z)w(x)dx,
si definisce norma indotta dal prodotto scalare

£ @)l = (F. /).

Poblema dell’approssimazione lineare Data f(z) € CJa,b] e I'insieme

di funzioni linearmente indipendenti {¢q, ¢1,...}, data una norma | - || e un
intero n, calcolare o, i = 0,1,...,n tali che la funzione g, (z) = Y, af¢i(x)
e tale che

yeeesQlpy

I£() = gn()| = min |f(z) - > (@)l
=0

La funzione g, (z) ¢ detta funzione di migliore approssimazione
rn(x) = f(x) — gn(x) & detto resto dell’approssimazione
On = ||rn(z)|| & detto errore assoluto in norma
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Osservazione 39 Se ||| = |||« allora la funzione di migliore approssimazione
gn(x) di f(x) & tale che |r,(x)] = |f(z) — gn(x)] <, Vo € [a,b]. In questo caso
si parla di approssimazione uniforme. Se ||| = || -||2 non & vero che |r,(x)| < d,
per ogni x € [a,b]. Si consideri ad esempio r,(x) = z™ : [0,1] — R. Vale
lrn(2)||loo = 1 mentre ||r,(x)|l2 = 1/v/2n + 1 che pud essere arbitrariamente
piccola. O

Teorema 40 Sia F = {f(x) : [a,b] — R} uno spazio di funzioni dotoato di
norma || -], e sia G, C F un sottospazio di F generato da un insieme di funzioni
linearmente indipendenti {@po, ©1,...,¢n}. Allora

e il problema dell’approssimazione lineare su G, ha soluzione;
o N )

e l’insieme delle soluzioni é convesso;

o la successione {0,} € non crescente;

e esiste lim,, 6, > 0.

Dim. Dimostriamo che il problema ha soluzione. L’idea della dimostrazione
consiste nel verificare che 'inf del resto si pud restringere all’insieme {« =
(a;) € R*™ © |lalle < 7} per una opportuna costante . Poiche questo
insieme & un compatto di R**! e la norma ¢ continua esiste il minimo e quindi il
problema dell’approssimazione lineare ha soluzione. Tecnicamente si introducono
le funzioni c(a) = || Y1y il e d(e) = ||f — Y i asps]| che sono continue.
Per cui ¢(a) ha minimo su S = {a € R"" :  |a||oc = 1}. Sia v il minimo.
Vale v # 0 poiché ¢; sono linearmente indipendenti. Vale

67
cla) =Y @ill - ledloo = llefloo

[lexlloo

inoltre

d(a) = |f =D aipill = 1Y awpill = 11l = Ylledlloo = I£1-

t+[1 £l

Posto ¢ = inf d(«) si scelga 1 tale che p > . Risulta che se ||a|o > p allora

d(a) > yllellee =[£Il > vy = If]| = ¢, per cui
t=infd(a) = inf d(a).
[e3

Ma poiché {a € R"™! : ||a||s < p} & compatto, inf & un minimo. Esiste quindi
gn(x) € G, tale che || f(z) — gn(x)|| = t & minimo.

Per dimostrare la convessita: siano g, e g, due funzioni di G, tali che
lf = gnll = |If — gnll & il minimo. Per X € [0, 1] vale

1f = Agn + (1= Xg) | =[IAf = (1 =X f = (Agn + (1 = X)gull
=[IAC = gn) + (1 =X = gn)
<A = gnll + A= = gnll = 1f = gnll
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Quindi anche Ag,, + (1 — \)g,, & funzione di migliore approssimazione. Per la non
crescenza dei 6, basta osservare che d,,11 € il minimo ottenuto su un insieme pit
ampio. U

Osservazione 41 Il problema lineare di approssimazione ha una oppure infinite
soluzioni. 0

Osservazione 42 Il teorema precedente non garantisce che §,, — 0 e che quindi
gn € una “buona approssimazione”. O

Definizione 43 F ¢ strettamente convesso rispetto alla norma || - || se per ogni
f9eF, f#g, vale

Il <m, gl <m = [If +gll < 2m.

Osservazione 44 R2 con la norma infinito non & strettamente convesso infatti
(1,0) 4+ (0,1) = (1,1) e i tre vettori hanno tutti norma infinito 1. Mentre R? con
la norma 2 ¢ strettamente convesso. O

Teorema 45 Se F ¢ strettamente convesso allora il problema dell’approssima-
zione lineare ha una sola soluzione

Dim. Se esistono g, # ¢, funzioni di migliore approssimazione allora
If = gull = [If = gnll = 6n

quindi per la stretta convessita vale ||f — gn + f — gnl| < 20, e quindi la funzione
h(z) = L(gn(2) + gn(x)) & tale che || f — h|| < &, che & assurdo. O

Il teorema precedente non garantisce ancora che lim §,, = 0.

5.2 Richiami sugli spazi di Banach e di Hilbert.

Definizione 46 Sia V spazio vettoriale normato. Una successione f, € V & di
Cauchy se Ye > 0 Ing: Ym,n > ng || fm — fol < e

Esempi:

o V=C[0,1], [[fl| = | flloo = maxye(o) |f(x)]: fn(z) = 2™ non & di Cauchy.
Infatti 2 — 22" per x = (1/2)Y/" vale 1/4 qualsiasi sia n.

e V=Cl0,1] con lanorma || flla = (fy f(x)2dz)"/?: f,(x) = 2™ & di Cauchy.
Infatti fol(xm — ") 2dx = ...
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Definizione 47 Uno spazio vettoriale normato B é di Banach se ogni succes-
sione di Cauchy {f,} converge in norma ad un elemento f € B. Cioé se esiste
f € B tale che lim, ||f, — f|]| = 0.

Esempi di spazi di Banach

e R™ C™;

e Cla,b] con || - ||oo;

e funzioni continue da un compatto K C R in R con || - ||co;

e funzioni analitiche da un aperto @ C Cin C con || - ||oo;

o 7 = {(zi)im12... € R® : Y |ailP < +oo} con ||z, = (3, asl?) "7,

p=1

o (2 ={(;)i=1,2,.. €ER®: sup,|z;| < 400} con ||z|lec = sup; |z;|.

Osservazione 48 Nello spazio vettoriale {f : [a,b] — R : f:|f|pdx <

+oo (int. di Lebesgue)} lapplicazione f — ||f|, = (ff |f|Pd2)'/P non & nor-
ma poiché esistono f(x) # 0: ||f|l, = 0. Ma diventa una norma nello spazio
quoziente con la relazione di equivalenza f = g se || f — g/, = 0. Questo spazio ¢
denotato con L? ed ¢ di Banach. O

Un prodotto scalare (-, -) induce una norma || f|| = (f, f)l/g.

Definizione 49 Uno spazio vettoriale H con prodotto scalare (-,-) é di Hilbert
se ogni successione di Cauchy converge ad un elemento di H nella norma || - ||
indotta dal prodotto scalare.

Osservazione 50 Non tutte le norme sono indotte da un prodotto scalare. Non

tutti gli spazi di Banach sono di Hilbert. O

Osservazione 51 Lo spazio Cla, b] col prodotto scalare (f, g) = (fab f(x)g(x)dx)'/?

non ¢ di Hilbert. Infatti con [a, b] = [0, 2], la successione

2" sex€]0,1]
h@y‘{1 sgxe@m

¢ di Cauchy, ma la successione non ha limite in C|0, 2]. O

Teorema 52 Una norma sullo spazio V é indotta da un prodotto scalare se e
solo se wvale la legge del parallelogramma

lu+l* + llu = vl = 2([[ull® + o]*)
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1
(u,v) = 3 (lu+vl* = Ju=vl*) suR
1 . . .
(u,v) = 5 (lu+vl|* = o= vl* +d(lfu + w0l|* - lu = v]*)) suC.

N s s . . .2
dove t© ¢ l'unita immaginaria tale che 1° = —1.

Corollario 53 Uno spazio vettoriale V con norma indotta da un prodotto scalare
e strettamente convesso.

Dim. Dalla legge del parallelogramma si ha |Ju+v||* = 2(||u|®*+|[v]|?) — ||u —v]?.
Per cui, se u —v # 0 segue che ||u+v[|? < 2(|Jul|? + ||v]|?). Quindi, se |Jul| <m e
lv]] <m e wu#wv,allora |Ju+v[|? < 2(m? +m?) = 4m?. Ne segue ||u+v| < 2m
e quindi la stretta convessita di V. O

Osservazione 54 Dalla legge del parallelogramma e dalla diseguaglianza trian-
golare segue la diseguaglianza di Cauchy-Schwarz, |(z,y)|? < (x,z){y,y). Infatti,
dalla diseguaglianza triangolare scritta nella forma (||u|| — ||[v]|)? < |Ju—v||? segue

lull® + [o]1* = 2l - ol < Jlu—o]?
da cui, per la legge del parallelogramma, si ha
1
5l ol + [lu = vlf*) = flu = vf]* < 2ful| - [lv]
cioe L
5 (lw+oll* = flu = vl*) < 2]jul| - [lo],

quindi (u,v) < |lul - ||v|. O

E utile la seguente definizione

Definizione 55 Sia V spazio di Hilbert con prodotto scalare (-, -} e siano ¢;(z) €
V, per i = 0,1,..., tali che (p;,¢;) = 0 per i # j. L’insieme ortogonale
{pi €V, i=0,1,2,...}, & completo se non esistono y € V tali che (¢;,y) =0
per ogni i. Cioé non esiste un altro insieme ortogonale di cui l'insieme originale
sia sottoinsieme proprio.

Ricordiamo il seguente risultato riguardante insiemi ortogonali completi in
uno spazio di Hilbert.

Lemma 56 Sia {p;(z) € H, i =0,1,2,...} un insieme ortogonale completo
nello spazio di Hilbert H. Allora linsieme S = {f = > i, a;05, n €N, a; € K}
¢ denso in H. Cioé per ogni f € H e per ogni € > 0 esiste g, = Y o i €S
tale che ||f — gn|| < e.
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5.3 Funzione di migliore approssimazione

Teorema 57 Sia V spazio vettoriale dotato di prodotto scalare e sia f € V.
Siano inoltre @y, ..., on € V linearmente indipendenti. Allora 3! g =>"" a;p;
tale che ||g — f|| € minima. Inoltre ||g — f|| é minima se e solo se (g — f,v) =0
per ogni v € W = span(po, ..., on).

Dim. L’esistenza e unicita di g segue dal fatto che V & strettamente convesso
alla luce del teorema 45l e del corollario (3l

Sia h = f — g. Dimostriamo ora che ||kl € minima se e solo se il vettore h
¢ ortogonale a W = span(yyq, - . . ¢ ), cioe (h,v) =0 per ogni v € W. Se ||h]| &
minimo, allora ||h||? < ||h + ~v|| per ogni v e v € W, da cui

IR < W+ 70l = 4w, b o) = B2 + 25 (o) + 220
cio’e 2y(h,h) + ~+2|lv]| > 0 per ogni 7. Scelgo v = — (h,v)/{v,v) ed ho
—(h,v)?/(v,v) >0, cioe (h,v) = 0.
Viceversa, se (h,v) = 0 per ogni v € W allora ||h+~v||? = (h+~v, h+yv) =
(b, ) +27(v,0) > ] O

Il seguente risultato da una espressione esplicita della soluzione di miglior
approssimazione

Teorema 58 Nell’ipotesi del teorema precedente la soluzione di miglior appros-
simazione g ¢ : g =Y ., a;p; dove

Qg bo

Qg by

con A= (a;;), aij = (pi,¢;), bi = (f,¢:).

Dim. f — g & ortogonale a W = span(ypo,...,¢n), cioe (f —g,¢;) = 0 per
j=0,1,...,n e questa e la j-esima equazione. O

Corollario 59 Se gy, ..., e, sono ortogonali allora a; = (f, p:) / (i, pi). Quin-

di
= ZZ:; <<Pz‘,%‘>%

I coefficienti <g:ﬁ>> sono chiamati i coefficienti di Fourier di f(x).

Teorema 60 Sia {p; € H, i =0,1,2,...} un insieme ortogonale nello spazio

di Hilbert H. Sia
gn = § ©i
i=0 <<pz7 307,>
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la funzione di miglior approssimazione di f, r, = f — gn, il Testo e 6, = ||rs||
lerrore di approssimazione. Allora vale

3= 1P =y AL ©

0 <@1a§01>
: : s ; ; oo (fei)® o
per cui la successione 6, ¢ non crescente. inoltre la serie ) ;= 55 ¢
convergente e
1% > Z (. 01)° diseguaglianza di Bessel ~ (9)

(@i, i)

quindi la serie in @D é convergente. Se inoltre l’insieme {¢; € H, i =0,1,2,...}
¢ anche completo vale

<f) SDZ f7 SOZ . .
1£11* = Z Z uguaglianza di Parseval (10)
i—0 <9017 @i s (Pu @z>

per cui la successione &, converge a zero in modo monotono.

Dim. Se g, ¢ di migliore approssimazione per f rispetto a @g, @1, .., ©n,
allora 637, = ||f - gn”2 = <f —Gn, [ — gn> = <f - gn7f> essendo g, ortogonale a
h = f — g,. Risulta allora che

3 =If1? = (£, 9n)

I - <f,¥
=30 o)

— <<Pmoz

3
\/

7

3
—~

cioe la . In particolare, per ogni n vale

n

EEDF {f, 1)

i=0 Z Y SO’L

Quindi la serie Z oo i ’“’fp)» converge e vale

1712 > Z {f, i)

o \Pis ©i)
Dimostriamo ora che se {g, ¢1, ...} & completo allora || f||? < Z+°° {ei) % . Sia

S={3"aip;: neN, a; € R}. Peril lemma vale S = H. Qulndl per
ogni € > 0 esiste ¢ € S tale che ||f — | <€, =" ;7. Peril teorema
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esiste ed & unica la soluzione di migliore approssimazione g = >°1"  af¢p; tale
che ||f —gll < |If = ¢ < e. Quindi

e |lf = gll = HIA =Nl T = A1 = llgll

da cui .
n 2 oo 2
<f7 QO’L> <f7 @’L)
Ufll =% < lgll? = (9,90 = > <
i—o (i, i) i—o (pis i)
per ogni € > 0. Passando al limite per ¢ — 0 si ha
+00 2
£ < =
i=0 <L)0i7 SOZ>
che completa la dimostrazione. O

Esempio: il prodotto scalare (f, g) = f; f(@)g(z)w(z)dz definisce lo spazio
di Hilbert delle funzioni da [a,b] in R per cui ¢ finito U'integrale di Lebesgue

f; f(x)?w(x)dr, dove w(z) : (a,b) — R & una funzione a valori positivi.

Esempio: ¢;(x) = 2% i = 0,1,2,..., non & un sistema ortonormale in
L2[0,1]. Vale (i, ¢;) = fol x™idr =1/(i+ j + 1). La matrice A = (a; ;)i j—0n:
a;; =1/(i+j+1) & detta matrice di Hilbert. Il suo numero di condizionamento
cresce esponenzialmente con n.

Osservazione 61 La scelta ¢;(z) = z* oltre a non fornire un sistema orto-
normale di funzioni, & particolarmente infelice poiché la matrice del sistema
che fornisce la funzione di migliore approssimazione e fortemente mal condi-
zionata per cui dal punto di vista numerico il problema della sua risoluzione
diventa intrattabile gia per valori moderati di n. Un’altro inconveniente e
che nel passare da n a n 4+ 1 i calcoli svolti per risolvere il sistema n X n non
possono essere utilizzati per facilitare la risoluzione del sistema (n+1) x (n+1). O

Osservazione 62 Si osservi che se {¢;} & sistema ortogonale completo, dall’e-
spressione

S <(pi7f>2
52 —_ 2

segue che il valore di §,, & calcolabile esplicitamente. Per cui, data una tolleranza
€, il calcolo dei coefficienti di Fourier puo essere condotto per n = 1,2,3,...,
fintanto che d,, < e. Inoltre il passare da n a n+1 non comporta il dover risolvere
un nuovo sistema lineare come nel caso di un sistema non ortogonale. O
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Osservazione 63 Purtroppo, con un sistema ortogonale completo dato da un
prodotto scalare, la relazione ||d,|| < € non implica che |f(z) — gn(z)| < € per
ogni z. Per avere verificata quest’ultima condizione bisogna adottare la norma
infinito la quale non ¢ indotta da nessun prodotto scalare.

In particolare ||h|j2 < € non implica ||h]lc < €. Per questo basta scegliere
L2([0,1]) con h(z) = z™ per cui ||h||3 =1/2n + 1), |h]le = 1. O

In generale la convergenza in L? non implica la convergenza in L>°. Perd
sotto particolari condizioni si. Vale infatti il seguente

Teorema 64 Pern > 1 sia g,(x) la funzione di migliore approssimazione di
f(z) € C[-1,1] ottenuta scegliendo come ; i polinoms di Chebyshev di prima
specie e col prodotto scalare ad essi associato. Se f(x) é Lipschitziana allora
gn(x) converge uniformemente a f(x), i.e., lim, ||f(z) — gn(2)]lec = 0. Se
feCk =11, k>1, allora Iy €R, v > 0: ||f — gnlloc < 7B € vale

nk

+oo
[(@) = + Y aiTia).
i=1

La serie del teorema precedente ¢ detta Serie di Chebyshev.

Osservazione 65 Dal punto di vista computazionale talvolta € conveniente
scegliere delle funzioni ¢; () che pur non essendo ortogonali verifichino la seguente
proprieta: siano a supporto compatto e siano tali che supp(yp;)Nsupp(yp;) =0
se |i — j| > k per un intero k > 0 ragionevolmente piccolo. In questo modo si
verifica facilmente che la matrice A del sistema lineare che fornisce i coefficienti
della migliore approssimazione ¢ una matrice a banda con 2k + 1 diagonali.
Sistemi lineari con matrici a banda si risolvono in modo poco costoso con le
metodologie dell’algebra lineare numerica.

Una possibile scelta a questo riguardo & quella di suddividere I'intervallo [a, b]

in intervalli equispaziati z; = a +ih, h =1/(b—a), i =0,1,...,n, fissare una
funzione () che abbia supporto [—h, h| e sia nulla al di fuori di esso e porre
vi(z) = p(z —x;),1=0,...,n. Funzioni usualmente utilizzate nel contesto delle

equazioni differenziali sono le hat functions

P

A

X,
i

ottenute con p(x) = max(0, h— |z|). Per I'insieme delle funzioni hat col prodotto
scalare (f,g) = f: f(z)g(z)dz la matrice A & tale che A = (h3/6)trid(1,4,1),
cio¢ ¢ tridiagonale con elementi diagonali uguali a 4(h®/6) e elementi sopra e
sottodiagonali uguali a h®/6. La matrice & fortemente dominante diagonale e
ha numero di condizionamento indipendente dalla dimensione. Questo da alla
matrice proprieta computazionali rilevanti. O
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6 Alcune considerazioni sull’interpolazione

Finora abbiamo studiato metodi e proprieta di approssimazione di funzioni
mediante polinomi. Su spazi di Hilbert con norme derivanti da un prodotto
scalare abbiamo caratterizzato la migliore soluzione con resto di minima norma
e descritto come calcolarla.

Abbiamo introdotto polinomi ortogonali che ben si prestano all’uopo. Per
spazi di Banach, ad esempio C[a, b] con la norma infinito la situazione & un po’
piu complicata. Ci sono comunque metodi per calcolare il polinomio di migliore
approssimazione in norma infinito.

Abbiamo poi visto come usando polinomi di Chebyshev, e quindi il prodotto
scalare associato, la serie di Fourier, ribattezzata serie di Chebyshev, converge
uniformemente a f(x) se f & lipschitziana o di classe C*[a, b]. Per cui la serie di
Chebyshev da un buon approssimante in norma infinito anche se non ottimo.

Ci chiediamo ora cosa si puo dire delle approssimazioni ottenute con polinomi
di interpolazione.

Definizione 66 Dato un intervallo [a,b] definiamo tavola dei nodi su [a,d]
linsieme {J;En) €la,b]: i=0,...,n, neN, J;En) #+ x;n), sei#j}.

Dati un intervallo [a,b] e una tavola di nodi xgn) € [a,b],i=0,...,n, e
una f € Cla,b], definiamo p,(z) = Y, f(xgn))Lln(x), dove L; ,,(z) sono i
polinomi di Lagrange definiti da

X — .’L'gn)
(n) (n) "
§=0,n, j#i Ti =~ T

Lz,n(x) =

<TL)

K2

)= f(ml(")), cio¢ il polinomio p, (z)

¢ il polinomio di interpolazione di f(x) relativo ai nodi xEn)7 1=0,1,...,n.

Definisco l'operatore A, : Cla, b] — Py, tale che A,,(f) = p,. Voglio studiare
il condizionamento di A,,

Poiché Lm(mgn)) =0, j, ne segue che p, (z

6.1 Costanti di Lebesgue e condizionamento dell’interpo-
lazione

Denotiamo f; = f (xgn)) (tralasciando per semplicita la dipendenza da n). In

questo modo il polinomio di interpolazione si scrive come py, (z) = > fiLin().
Se perturbo i valori f; in f; ho il polinomio py(x) = Y. fiLin(x). Per cui

(@) = Pu(@)] < Y 1fi = fil - [Lin(@)] < max |f; — fil > Lin(@)].
=0

=0

Pongo A, = max,ea,p) Doieo | Lin(2)| ed ho
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da cui ~
”pn_ﬁnHoo SAan_f”oo (11)

Cioe la quantita A, esprime la massima amplificazione che puod avere ||pn, — pn |00
sotto perturbazioni dei valori di f. Quindi esprime una maggiorazione del
condizionamento numerico dell’operatore A,, che a f(z) associa il polinomio di
interpolazione in relazione alla tavola di nodi scelta.

La costante A,, ¢ chiamata costante di Lebesgue e dipende unicamente dalla
tavola di nodi di interpolazione. Ogni tavola di nodi di interpolazione ha quindi
la sua corrispondente costante di Lebesgue.

Da, applicata con g = f — f, segue A, > %W. Vale la seguente
proprieta:

= A = |4
"= ooy M@)o = [ Anfloo

per dimostrarlo basta osservare che

(n) )
[ An(9) |0 sup HZQ(% )Lz,n(x)”oo

sup ———— =
g€Cla,b] ||9||oo g€Cla,b] 9l

max; [g(z{™)| maxyepan 3, | Lin(@)]
gl

< max Z |Lin ().

z€Ja,b]

Inoltre, se si sceglie g in modo che ||g|lcc = 1 € g(a:i")) = +1 a seconda del
segno di L; ,,(§), dove & ¢ il punto in cui ), |L; »(x)| prende il valore massimo,
si ottiene I'uguaglianza.

Teorema 67 Sia f € Cla,b] e p,(x) il polinomio di interpolazione relativo alla

tavola di nodi xgn). Sia inoltre g, (x) il polinomio di migliore approssimazione

uniforme. Allora vale

Dim. Siano p, il polinomio di interpolazione e g, il polinomio di miglior
approssimazione uniforme. Poiché f —p, = f — ¢, + ¢n — pn si ha

1f=prlloo < lf =anllsctllan—pnlloc = [If =nlloct[An(gn—f)llsc < (1+An)llgn—fll

che completa la dimostrazione. O

Osservazione 68 Se A, ¢ “piccola” allora ’errore dell’interpolazione & poco piu
grande di quello della migliore approssimazione uniforme. E quindi importante
usare delle tavole di nodi che comportino costanti di Lebesgue A,, il piu piccole
possibile. O
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Si riportano i valori di A,, per alcune tavole di nodi su [—1, 1]
e Punti equispaziati: A, ~ 2"*!/(enlogn)

e Punti di Chebyshev xl(n) = cos( (22(1:3;)7 1=0,...,n:

2 2
- log(n+1)+0.96 < A,, < - log(n +1) + 1.

(n)

I nodiz; "’ sono gli zeri dei polinomi di Chebyshev di prima specie.

Si osservi la enorme differenza nei due casi che sottolinea 'importanza dei
nodi di Chebyshev. Per il teorema [67] 'interpolazione sui nodi di Cebyshev,
anche se non fornisce la funzione di migliore approssimazione uniforme, da
un’approssimazione che puo essere ragionevole data la crescita logaritmica della
costante di Lebesgue associata A,,.

E noto che A,, > 2 Jog(n + 1) 4 0.818 per ogni scelta dei nodi ma non & nota
la tavola dei nodi che da il valore minimo di A,. Maggiori informazioni sulle
costanti di Lebesgue si trovano in [3].

Un risultato negativo relativo all’interpolazione & il seguente teorema di
Faber:

Teorema 69 (Faber) Non esiste nessuna tavola di nodi su [a,b] tale che per
ogni f € Cla,b] il polinomio di interpolazione relativo a questa tavola di nodi
converga uniformemente a f.

Per dimostrare questo risultato bisogna richiamare il teorema di Banach-
Steinhaus

Teorema 70 (Banach-Steinhaus) X spazio di Banach, Y spazio normato,

F={A:X =Y, Alineare e continuo}, ||A| = sup LA - ge per ogni z € X

llIl

é sup yer | A(@)]| < +oo allora sup ¢ 7 || Al < +00.

La dimostrazione del teorema di Faber procede allora nel seguente modo: se
per assurdo esiste una tavola dei nodi tale che A, (f) converge uniformemen-
te a f per ogni f € Cla,b], allora Vf € Cla,b] ¢ lim, ||A,(f) — fllc = 0,
cioe || An(f) — flloo ¢ limitata per ogni n. Si applica allora il teorema di
Banach-Steinhaus a {A, — 1} e si ha che || A — 1| & limitata per ogni n ma
A, = 1| > [|4n] =1 > A, — 1> 2logn — 1, che & assurdo. O

7 Osservazioni su “continuo e discreto”

Osservazione 71 Nel caso discreto il problema di approssimare un vettore
f € R" con un vettore g € S C R™ dove S ¢ il sottospazio generato dalle colonne
della matrice A di dimensioni n X m, m <n &

A —
iy Az — f|
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1/2 . -
dove ||z|| = (z, x) /2. Se A ha rango massimo, cioé le sue colonne formano una
base di S un approccio risolutivo & quello di usare le equazioni normali

(Ae;, Ac— f)=0
che nel prodotto euclideo diventano
AT(Ax — f) =0.

Esse impongono 'ortogonalita del residuo rispetto alle colonne di A, cioe 'orto-
gonalita del residuo rispetto allo spazio S esattamente come accadeva nel caso
continuo.

Un altro approccio numericamente piu stabile nel discreto consiste nel calcola-
re la fattorizzazione QR della matrice A: A = QR, dove @ ha colonne ortogonali
e R e triangolare superiore, e poi risolvere

min [|Az — £|| = min[|QRz — f|| = min |Q(Rz — Q" f)|| = min || Rz — Q" f|

che fornisce y; = (QT f);, Rz = y.
Nel continuo, questo corrisponde a costruirsi prima una base ortogonale di S
e a calcolarsi i coefficienti di Fourier. O

Osservazione 72 In Octave il grafico della funzione f(z) su [a,b] pud essere
tracciato calcolando i vettori f = (f;), fi = f(x;) per ; = a+hi, i =0,...,n con
h = (b—a)/n e tracciando la spezzata che unisce i punti (x;, f;) con (11, fit1)-

Il prodotto scalare tra f(x) e g(x) pud essere stimato approssimando 'inte-
grale [ f(2)g(x)dz con by, figi, ciot h(f,g) = hf"g.

La norma di f(z) viene quindi approssimata da (b_T“ > fAHY2. Quindi la
discretizzazione del problema continuo conduce ad un problema discreto come
descritto nell’osservazione precedente O

Osservazione 73 Scegliendo la base dei monomi ;(z) = z* e campionando
ciascun polinomio ¢;(x) nei nodi x; scelti si ottiene la matrice di Vandermonde.
Nel discreto la matrice di Hilbert (2%, 27) ¢ approssimata dal prodotto tra la
matrice di Vandermonde e la sua trasposta. O

Come potrebbe essere definita nel continuo ’analogo di una matrice di
Householder?

Osservazione 74 Se Ax = b ¢ sistema lineare con A matrice definita positiva,
allora il funzionale ¢(z) = 127 Az — Tz ha gradiente Vip(z) = Az — b che si
annulla se e solo se = & soluzione del sistema lineare Az = b. Inoltre I’hessiano
di ¢(x) coincide con la matrice A che & definita positiva. Quindi il funzionale
& convesso e il suo unico punto di minimo e la soluzione del sistema lineare

Az =b.
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Questo fatto permette di interpretare la soluzione di un sistema lineare
definito positivo come punto di minimo di un funzionale e quindi permette di
costruire dei metodi di risoluzione iterativi cosi detti del gradiente, quali i metodi
della discesa piu ripida e del gradiente coniugato. Tali metodi generano una
successione di punti xy in cui il funzionale assume valori decrescenti e tale che
limg, ¢(z) = 0. Proprieta analoghe valgono per operatori differenziali lineari
“definiti positivi”. Vedremo cio nella seconda parte.

La minimizzazione del funzionale ¢(x) puo essere vista come un problema
di minima norma. Infatti, introduciamo il prodotto scalare (z,y) = x7 Ay
(¢ prodotto scalare data la definita positivita di A) e la norma conseguente
|2]|4 := (z,2)}/2. Questa norma & chiamata norma in energia. Denotata con u
la soluzione del sistema Ax = b risulta allora

lz —ul|% =z —u,z —u) = 27 Az — 227 Au + v Au

=T Az — 2270 + uTb = 2p(x) + u'b

Cioé minimizzare il funzionale ¢(z) su un sottospazio V di R™ equivale a trovare
il vettore di V che & piu vicino alla soluzione del sistema Az = b in norma in
energia. O

8 Il teorema di Korovkin

In questa sezioneﬂ si presenta il Teorema di Korovkin la cui estrema potenza
risiede nella semplicita delle ipotesi, nella loro facile verificabilita e nella notevole
forza della tesi. In particolare, data una successione di operatori da C'(K) in sé,
K compatto di R", basta verificare che tali operatori siano lineari e positivi e
che siano convergenti per un numero finito di semplici funzioni continue (alcuni
polinomi di grado al pitt due) per concludere che la data successione di operatori &
in grado di approssimare ogni funzione continua. Non ultimo pregio del Teorema
di Korovkin ¢ la estrema essenzialita della sua dimostrazione che si basa su
conoscenze elementari di analisi matematica.

Per meglio definire il quadro in cui ¢i muoviamo, si riporta la definizione di
operatore lineare e positivo (LPO).

Un operatore L & detto operatore lineare positivo (LPO) se:

1. B lineare, ciod L[Af] = AL[f] per ogni A € R (0 C), e L[f +g] = L[f]+ L[g]

2. E positivo, ciod L[f](z) > 0 per ogni funzione f tale che f(z) > 0 per ogni
z. Cioé L manda funzioni non negative su tutto il dominio in funzioni non
negative su tutto il dominio.

Notate che le due ipotesi implicano che se f(z) < g(z) per ogni x nel dominio,
allora
L[f](x) < L[g](x) per ogni x nel dominio (12)

Lscritta da Federico Poloni
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e che
IL[f]] < L[| ). (13)

Sia L, una successione di operatori. Diciamo che L,, approssima bene una
funzione f (in una certa norma |-||) se ||L,[f] — fll = 0 per n — oo.

Teorema 75 (Teorema di Korovkin, versione 1-dimensionale) Sia K C
R un compatto, e sia C(K) lo spazio delle funzioni continue da K a R con la
norma del sup (convergenza uniforme). Sia (L)%, una successione di LPO su
C(K). Se L,, approssima bene le tre funzioni:

e x— 1 (la funzione costante uguale a 1),
o x— x (lidentita),
o v — 22 (la funzione “elevare al quadrato”),

allora L,, approssima bene tutte le funzioni di C(K).

Dim. Siano f € C(K), e € > 0 fissati; dobbiamo mostrare che esiste 7 tale che
per ogni n > n valga

ILnl[fly) = fy) <& Vye K.

Notiamo anche che al posto di € al membro di destra possiamo mettere anche
un’espressione del tipo e, a patto che v > 0 non dipenda né da n né da a.
Chiamiamo inoltre M := ||f||, N := max,cx |z, e § € tale che |z —y| <
d = |f(z) — f(y)| < e (che esiste perché una funzione continua su un compatto
¢ uniformemente continua).
Innanzitutto sfruttiamo l'ipotesi: definiamo per ogni n, y

:=Lplz — 1](y) — 1,
& (y) ==Lalz = ](y) — v,
=L 2

nlT = 372}(1/) -y

Per l'ipotesi, possiamo prendere n sufficientemente grande, in modo che per

n > 1 si abbia ez(-")H < min(e, £62) per i = 0,1, 2.

Ora, fissiamo y € K e per ogni n > n scriviamo la stima

ILn[f1(y) — f)] <I1Lnlf1(y) — F)La (1] (W)] + | f(y) La[1](y) — f(y)]
= |La[f(x) = F@)IW)| + [ () f(w)
<Ly[lf(z) - F®)|)(y) + Me
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(abbiamo usato la nell’ultimo passaggio). Lavoriamo separatamente ora sul
primo dei due addendi; si ha

5 per |z —y| <§

[f(z) = fy)] < {2M per [z —y| >

<{5 per |z —y| <§
- 26—]\24(36—;@2 per |z —al >§
<e+ 25—‘]\24@ ~y)°
quindi per la e la (13)), abbiamo
Lallf @)~ 1)) <Lule + 2z~ 1))
= La[1)9) + 25 (PLl1]) + Lala? ) — 2yLafa](9))

(14 () + (0 + ) + 07 + () 2y + e

==L+ & W) + 53 (06" () + " (v) — 2065" (v)

(n)

Ora, poiché abbiamo scelto 7 in modo che per n > 7 le quantita €; ' (y) siano in

modulo minori di 62¢ si ha

Lu[[f(x) = F(W)l1(y) < ve

con v > 0 che dipende solo dalle scelte di K e f. Quindi il teorema & dimostrato.
O

Notate che nelle stime compaiono quantita che dipendono da f: quindi la
successione di LPO approssima bene tutte le funzioni, ma su alcune funzioni
I’approssimazione converge piu lentamente che su altre.

‘ (n)
€

Cosa si puo dire sulla velocita di convergenza? Se ’ = O(h(n)) per

i = 0,1,2, allora ||f — L,[f]||., = O(h(n)) per ogni f (perd occhio che la
costante nascosta nella notazione O(+) dipende da f). Quindi se per esempio una
successione di LPO converge linearmente, quadraticamente, . ..sulle tre funzioni
di test, allora converge con lo stesso ordine per tutte le funzioni. Osservate che
nella dimostrazione abbiamo richiesto che per n > 7 valga |e§n)| <¢/6% dove 6 &
tale che |x —y| <6 = |f(x) — f(y)| < e. La “piccolezza” di § rispetto a € ha
un ruolo negativo sulla convergenza. Piu piccolo € ¢ e maggiore ¢ il valore di 7o
oltre il quale vale la maggiorazione dell’errore |L,[f(z)](y) — f(y)| < ~e.

Osserviamo ancora che avremmo potuto maggiorare |f(x) — f(y)| con € +
% |z — y|, rimuovendo il 62 al denominatore. Perd in questo caso non avremmo
potuto esprimere |z — y| come combinazione lineare dei polinomi 1, z, x%. Questo
fatto e essenziale per arrivare alla maggiorazione richiesta.
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8.1 Generalizzazioni

Teorema 76 (Teorema di Korovkin, versione m-dimensionale) Sia K C
R™ un compatto, e sia C(K) lo spazio delle funzioni continue da K a R con la
norma del sup (convergenza uniforme). Sia (L,)5, una successione di LPO su
C(K). Se L,, approssima bene le tre funzioni:

e x— 1 (la funzione costante uguale a 1),

e x—x;, i=1,2,...,m (la proiezione sulla i-esima componente)

e x> 122 i=1,2....m (la funzione “elevare al quadrato”),
allora L,, approssima bene tutte le funzioni di C(K).

Vale una versione del teorema di Korovkin per funzioni di variabile reale a
valori complessi. In questo caso la monotonia dell’operatore va intesa ristretta a
funzioni che prendono valori reali, cio¢ se f & tale che f(z) € Re f(x) > 0 allora
L[f] & una funzione a valori reali tale che L[f](y) > 0. Per linearita la monotonia
si applica anche alla parte reale e alla parte immaginaria della funzione. Ad
esempio, se f(z) = fi(x) +ifa2(x), dove i2 = —1, con fi(x) e fo(x) funzioni reali
non negative, posto g(y) = L[f(z)](y) = g1(y) +ig2(y), con g1(y), g2(y) funzioni
reali, allora la monotonia di L implica che anche g;(y) e g2(y) sono non negative.

Teorema 77 (Teorema di Korovkin, versione complessa) Sia B = {f :
[0,27] — C, f(0) = f(2m)} (funzioni complesse continue e 2m-periodiche), con la
norma del sup (convergenza uniforme). Sia (L,)5, una successione di LPO su
B. Se L,, approssima bene le tre funzioni:

o r— 1,
o 11— e,
=

allora L, approssima bene tutte le funzioni di B.

Rispetto alla versione 1D, cambia solo l'insieme delle funzioni su cui richie-
diamo la convergenza tra le ipotesi (il cosiddetto test di Korovkin).

8.2 Polinomi di Bernstein

I polinomi di Bernstein sono la successione di LPO su K = [0, 1] definita da

Baifle) =3 (7)ot (£)

k=0

Si verifichi per esercizio che i polinomi di Bernstein sono LPO.
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8.3 Un’applicazione: dimostrazione del teorema di appros-
simazione di Weierstrass

Ci servira nel seguito questo lemmetto con i binomiali.

Lemma 78 (formule “in-and-out” per i binomiali) Valgono le sequenti iden-
tita.

() = #(50)

2. (1) = %=p (:3)

Dim. Applica le definizioni. .. O

Teorema 79 (di approssimazione di Weierstrass, caso 1D) Sia K C R
un compatto, e f € C(K). Allora, per ogni e > 0 esiste un polinomio p = pyc
tale che

If =Pl <e

Dim. Ci basta provare il teorema per K = [0, 1], poi con qualche semplice
trasformazione del dominio possiamo estenderlo a tutti gli altri compatti (come?).
Mostreremo che

| f = Bnlflll, =0 quando n — occ. (14)

Quindi basta prendere p = B, [f] per un n sufficientemente grande. La &
la tesi del teorema di Korovkin per i By, quindi ci basta dimostrare che sono
soddisfatte le ipotesi, cioe che ||f — B, [f]||,, — 0 per le tre funzioni di test
r—= 1,z z, - 2?

I
e Per z — 1:
Bl = 3 ()= = =) =1
k=0

quindi l'errore e costantemente uguale a 0.

e Per z — x:

S|
S
B,
<
S~—
Il
=
R
> 3
N——
<
ol
—
-
S~—
i
ol
|

k=0
_n ny k nfkﬁ
= (J)rra -t
k=1

_n n=1\ p ek
> (32 )rra-w

k=1

n—1



(abbiamo usato la in-and-out formula e cambiato indice h := k — 1) quindi
di nuovo l'errore & sempre nullo.

e Per z — z2: usiamo 'identita

B2k Kk 1k n-1k(k-1)

n n2 ' n2 n2 nn n n(n-—1)

le in-and-out formulas, e il risultato del punto precedente:

Bl =3 ()it -0t
k=

(stavolta abbiamo fatto il cambio di variabile h := k — 2). Quindi B, [z —
2?] converge uniformemente a x +— 22 (come ci serviva per provare che
valgono le ipotesi del teorema di Korovkin), anche se stavolta ¢’¢ un errore
di O(%) Del resto non potevamo aspettarci che ’errore fosse zero anche
stavolta: difatti, se nella dimostrazione del teorema di Korovkin si ha
€;' = 0 per ogni n. ..

Quindi i polinomi di Bernstein soddisfano il teorema di Korovkin, e in particolare
ci forniscono ’approssimazione che cercavamo sopra. O

8.4 Caso multidimensionale
Il teorema di Weierstrass funziona pari pari in dimensione maggiore:

Teorema 80 (di approssimazione di Weierstrass) Sia K C R™ un com-
patto, e f € C(K). Allora, per ogni ¢ > 0 esiste un polinomio p = py. tale
che

If =Pl <&
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Dim. Se K = [0,1]™, funziona lo stesso trucco di sopra. Definiamo i polinomi
di Bernstein m-dimensionali come

Bv(xm)[f](y17-..,yn) =

> (;Z) yi (L) (,Z) Y52 (1—y2)" %2 . (l:) Yo (1=gypy )" R (

ki=1,...,n
k}z 1,...,7’L

km=1,...n

Con un po’ di lavoro si riesce a provare che sono un LPO (facile) e che soddisfano
le ipotesi del teorema di Korovkin (non ¢ difficile come sembra: si riutilizzano
diverse volte i calcoli fatti per il caso 1D ...), quindi concludiamo come sopra.

Stavolta perd non ¢ banale estendere il risultato da K = [0, 1]™ a un qualunque
altro compatto. E facile estenderlo con un cambio di variabile a qualunque “cubo”
[—t,t]™, ma per passare a un compatto qualsiasi ora serve usare anche questo
risultato (con H = [—t,¢]™ un cubo “sufficientemente grande”):

Teorema 81 (caso R™ del teorema di estensione di Tietze) Sia H C R™
compatto, K C H compatto in H, f : K — R continua. Allora esiste f : H — R
che estende f.

Il risultato € un caso particolare di un teorema piu generale di topologia; non
conosco una dimostrazione rapida e indolore di questo teorema nel caso R™ che
serve a noi2 U
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2Quando I’ho chiesto a un paio di analisti mi hanno assicurato che “ma si, si dovrebbe fare
con un po’ di lavoro, considerando il modulo di continuita di f su K, che & uniformemente
continua, estendendola localmente e usando la compattezza...”
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