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1 Introduzione

Questo documento contiene una traccia degli argomenti trattati nella prima
parte del corso di Istituzioni di Analisi Numerica (IAN). La traccia degli altri
argomenti trattati si trova in altri documenti che verranno caricati sul sito
Moodle del corso durante lo svolgimento dell’insegnamento di TAN.

Scopo dell’ Analisi Numerica ¢ il progetto e ’analisi di metodi di risoluzione di
vari problemi matematici mediante I'uso di sole operazioni aritmetiche fra numeri
floating point. Nel corso dell’insegnamento di Analisi Numerica ci siamo occupati
principalmente di problemi dell’algebra lineare e del discreto quali sistemi lineari,
trasformate discrete, interpolazione. Nel corso di Calcolo Scientifico I'interesse si
& rivolto verso problemi spettrali (autovalori, SVD) e metodi per sistemi lineari di
grandi dimensioni provenenti dalle applicazioni. Nel corso di IAN ci occupiamo
principalmente di problemi del “continuo”. problemi cioe in cui 'oggetto da
“calcolare” e una funzione da R™ in R e non un vettore. La motivazione e lo scopo
saranno comunque gli stessi: progettare e analizzare metodi di risoluzione che
impieghino un numero finito di operazioni aritmetiche. Naturalmente la finitezza
del numero di operazioni comportera I'impossibilita di calcolare esattamente la
soluzione per cui sara necessario approssimarla.

I problemi che andiamo a trattare sono:

e approssimazione di funzioni: data f(z) : [a,b] C R — R determinare una
g(z) in una classe di funzioni facilmente calcolabili che meglio approssimi

9(z);

e integrazione approssimata: data f(x) : [a,b] C R — R approssimare
I, f(@)da:

e approssimare la soluzione di certe equazioni differenziali alle derivate

parziali che si incontrano nelle applicazioni

I metodi numerici diventano necessita in tutte le situazioni in cui la soluzione
(funzione) di cui cerchiamo informazioni non si lascia esprimere in modo esplicito



in termini di funzioni elementari. Questa situazione si presenta nella quasi
totalita dei casi di interesse.

2

I1 corso ¢ suddiviso in

e parte sui polinomi ortogonali: contiene la definizione e ’analisi delle

proprieta di questa classe di polinomi con la tassonomia delle principali
tipologie di polinomi; saranno evidenziate analogie tra polinomi ortogonali
e matrici tridiagonali con proprieta dell’algebra lineare numerica;

parte sull’applicazione dei polinomi ortogonali alla costruzione di efficienti
formule di integrazione approssimata;

parte che riguarda i metodi per I’approssimazione di funzioni in generale;
particolare attenzione e rivolta alla migliore approssimazione in norma 2 e
in norma infinito; saranno utilizzate le proprieta dei polinomi ortogonali;
saranno sottolineate le relazioni tra approssimazione e interpolazione con
particolare attenzione ai problemi del condizionamento; verra considerato
un risultato generale noto come teorema di Korovkin; verranno introdotte
e analizzate le funzioni curvilinee

parte sulla risoluzione numerica di equazioni differenziali alle derivate
parziali: sara fatta la classificazione in equazioni ellittiche, paraboliche e
iperboliche con esempi dalle applicazioni; verra sviluppata la parte relativa
al metodo delle differenze finite dove viene data una impostazione il piu
possibile “matriciale”; e fatto un cenno ai metodi di Rayleigh-Ritz-Galerkin
e di collocazione.

Polinomi ortogonali

Nel seguito si denota con P,, lo spazio vettoriale di dimensione n + 1 costituito
dai polinomi a coefficienti reali di grado al pitt n e con P lo spazio vettoriale di
tutti i polinomi a coefficienti reali. Inoltre a,b denotano due costanti della retta
reale estesa R = R U {+00, —0c0} con a < b. In questo modo lintervallo [a, b]
puo essere anche del tipo [—oo, ], [, +00], con a, f € R, e [—00, +0].

w
P

Sia w(z) : [a,b] — R una funzione a valori nella retta reale estesa tale che
(x) > 0 per a < x < b ed esista finito f: f(z)w(x)dx per ogni polinomio f(z) €
(z). Si osserva che l’applicazione che a una coppia di polinomi (f(x), g(x)),

f(z),g(z) € P associa il numero reale

b
(f.g) = / f(@)g(@)w(x)da (1)

& un prodotto scalare sul P. L’applicazione che a f(x) € P associa

b 1/2
</ f(x)Qw(x)dx>

¢ una norma su P che viene denotata con || f(z)].



Osservazione 1 Il prodotto scalare appena introdotto verifica la proprieta
(xf(x),g9(x)) = (f(x),zg(x)). Non tutti i prodotti scalari su P verificano questa
proprieta. Ad esempio, se consideriamo P,,, e associamo a p(z) € P, la (n + 1)-
upla dei suoi coefficienti, possiamo rappresentare lo spazio lineare P,, con R**+1.
Per cui ogni prodotto scalare su R®*! induce un prodotto scalare su P,. In
particolare il prodotto scalare euclideo su R"*! induce il prodotto scalare tra
polinomi {p(x), q(x)) = Y1y pids dove p(z) = X7 pia, ql(z) = D21y gia’, che
non soddisfa la proprieta (xf(z), g(z)) = (f(z),zg(x)) per f(x),g(x) € Pp_1. O

Definizione 2 Dato un prodotto scalare {-,-), su P, un insieme di polinomi
{pi(z) € P;, i =0,1...} tale che deg(p;) =i e (p;,p;) = 0 se i # j e detto
insieme di polinomi ortogonali relativamente al prodotto scalare (-,-). O

I polinomi pi(:c)/h;/z7 hi = (p;,p;) sono detti polinomi ortonormali. Ad
esempio, i polinomi «*, i = 0,1, .. ., sono ortonormali rispetto al prodotto scalare
indotto dal prodotto euclideo.

Esempi classici di funzioni peso che definiscono il prodotto scalare di tipo
integrale sono w(x) = 1su [-1,1], w(z) = V1 — 22 su [-1,1], w(z) = 1/V1 — 22

su [-1,1], w(z) = e=* su [0, +o0], e~ su [—o0, +-00].

Osservazione 3 Per un generico prodotto scalare su P, esistono sempre poli-
nomi ortogonali che possono essere costruiti mediante il procedimento di ortogo-
nalizzazione di Gram-Schmidt a partire dai monomi 1,z, 22,23, ..., nel seguente
modo:

po(x) =1, pr(z) = 2%+ 357 appi(2),

agi = — (¥, pi(x)) / (pi(x),pi(x)), i=0,....k—1

Col prodotto scalare integrale per calcolare i coefficienti oy, ; per ¢ =0, ..., k—
lek=1,...,n, occorre calcolare, o approssimare numericamente, n(n + 1)/2
integrali. Inoltre, per calcolare i coefficienti del generico polinomio py di grado
k occorre eseguire circa k? operazioni aritmetiche per cui il costo totale per
calcolare i coefficienti di tutti i polinomi pg, k = 0,...,n & di O(n®) operazioni.
Questo pero non e il modo migliore di procedere. Come vedremo tra poco ci
sono espressioni pitt semplici per esprimere i coefficienti di p(z).

Inoltre per calcolare il valore che pg(z) assume in un punto £ usando la
occorrono circa 2k operazioni aritmetiche avendo perd prima calcolato i

valori di p;(€), i =0,1,...,k — 1 e i coefficienti ay,;. Quindi occorrono O(k?)
operazioni. Anche questo calcolo puo essere semplificato mediante una diversa
rappresentazione dei polinomi ortogonali. O

La seguente banale osservazione ha una serie di conseguenze meno immediate
e di particolare rilevanza.



Osservazione 4 I polinomi ortogonali po(z), p1(z), ..., pn(z) sono linearmente
indipendenti e quindi costituiscono una base dello spazio vettoriale P,, dei poli-
nomi di grado minore o uguale ad n. O

Dalla precedente osservazione segue il

Teorema 5 Se pg,p1,..., sono polinomi ortogonali rispetto al prodotto scalare
(1) allora per ogni polinomio q di grado n vale (p;,q) =0 per ogni i > n.

Dim. Per losservazione {4 si ha ¢(z) = Z;'L:o v;ip; (@), 7 # 0. Se i > n vale
allora (p;,q) = >=7_o7; (pi,pj) = 0. O

La proprieta espressa nel teorema precedente ci permette di dimostrare il
seguente risultato interessante.

Teorema 6 Gli zeri dei polinomi ortogonali rispetto al prodotto scalare (1)) sono
reali e semplici e stanno in (a,b).

Dim. Siano x1,...,z; gli zeri reali e distinti di p,(x) in (a,b). Per assurdo

supponiamo j < m. Supponiamo inoltre che k di questi zeri abbiano molteplicita
dispari e j — k pari. Numeriamo gli z; in modo che i primi k£ abbiano molteplicita

dispari. Definiamo
() 1 se k=0
q(z) =
M (z—xs) sek>0

Allora gli zeri in (a,b) di p,(z)g(xz) hanno molteplicita pari e quindi questo
prodotto non cambia segno in (a,b). Conseguentemente

b
(Pn>q) :/ P (2)q(x)w(z)dz # 0

che ¢ assurdo per il teorema poiché il grado di g(z) e k < j < n (]
Vale il seguente risultato di minima norma

Teorema 7 Tra tutti i polinomi p(x) di grado n che hanno coefficiente del
termine di grado massimo uguale a quello di p,(x), il polinomio p,(x) & quello
di minima norma.

Dim. Ogni polinomio ¢ di grado n che ha lo stesso coefficiente di grado massimo
di p,, () si lascia scrivere come ¢ = p,, () + gn—1(z), dove g,—_1(z) & un polinomio

di grado al pit n — 1. Vale quindi

lgll® = (q,@) = (Prs Pu) + (@1, Gn—1)



essendo {¢n_1,pn) = 0 per lortogonalita. Risulta allora ||q||> > ||p.||* dove

I'uguaglianza e raggiunta se e solo se ¢,_1 = 0 cioe ¢ = p. O
Un’altra conseguenza del teorema [5] ¢ data dal seguente risultato che ha

rilevanza sia teorica che computazionale.

Teorema 8 (Ricorrenza a tre termini) Siano p;(z), i =0,1,..., un insie-
me di polinomi ortogonali su [a,b] rispetto a un prodotto scalare . Si denoti
po(x) = ag, p1(x) = ajx + by. Esistono A;, B;,C; € R tali che

piy1(x) = (xAiy1 + Big1)pi(z) — Cipi—1(x), i>1, Aipq,Ci #0.

Inoltre

<pi+17pi+1> <9Upiypi>

Ajpq = 2L By = — A~
" <$Pi»Pi+1> " o <pi7pi>
Cy = Ay <xpiapi—1> _ At (Pm%%)

(Pi—1,Pi-1) A pic1,pic1)

Denotando con a; e b; rispettivamente i coefficienti di ' e '~ in p;(x), vale
M

_ Giq1 __ aiq1 o biga b; _ @i41Gi—1 _hy _
Aipr = =, Bigr = =235 — b)), O = ==, dove hy = (pi, pi)-

a; Qaj Q41 ai
Dim. Il polinomio zp;(z) ha grado i + 1 per cui zp;, p;, - - ., po sono linearmente
indipendenti. Esistono allora ag, a1, ...,a;+1 € R tali che

Pi+1 = Qopo + -+ - + a;pi + Qi p1TP;-
Per j #i+ 1 vale

0= (pj, pit1) = o (pj, ps) + i1 (Pj, Tps) = o (pj, ps) + i1 (TP, Ps) -

Poiché se j < i — 2 il polinomio zp; ha grado minore di %, per il teorema [5[ &
(xpj,pi) = 0. Quindi o;j =0 per j =0,...,7 — 2 per cui

Dit1 = Qi 1TP; + QP + Qi 1pi—1. (3)

Vale quindi il risultato del teorema con A;+1 = @41, Biy1 = a; C; = —av—1.
Le costanti A;, B;, C; possono essere facilmente espresse in termini di prodotti
scalari. Infatti moltiplicando scalarmente per p;y1,p; € p;—1 entrambi i membri
della si ottiene

(Pit1,Piv1) = Aig1(Tpi, Pit1),

Ai1(zpi, pi) + Bis1(pi,pi) =0

Air1(pi-1,2pi) — Ci{pi—1,pi-1) =0
da cui (xp;(z), pi+1(x)) # 0 e si ricavano le espressioni per A;y1, Biy1,C;. Le
altre relazioni seguono da un confronto diretto dei polinomi. Inoltre, poi-

ché (pit1,pit1) # 0 ne segue che A;11 # 0, inoltre dall’espressione C; =
%M segue Cz 7& 0. )

i (Pi—1,pi—1)



Osservazione 9 Poiché i polinomi del teorema [§ sono definiti a meno di una
costante moltiplicativa, possiamo scegliere i polinomi monici in modo che a; = 1
per ogni i > 1 per cui A; = 1 per ¢ > 1. In questo modo risulta

Ai"t‘l = 1a Bi—',—l - _M C. = M > 0.

<pi7pi> ’ ' <pi71,pi71>
O

Osservazione 10 Si noti che la relazione a tre termini data nel teorema [§] ci
dice che p;_1(z) ¢ il resto della divisione di p;+1(x) per p;(x). Per cui i polinomi
ortogonali p,,11(x), pn (), ..., po(x) possono essere visti come i polinomi generati
dall’algoritmo Euclideo applicato a p,1(x) e p,(x). O

Osservazione 11 Fissato i, i coefficienti A;1; = 1, B;+1, C; richiedono il
calcolo dei prodotti scalari (p;, p;), (Pi—1,Di—1), (xpi, p;). Per cui il loro calcolo
per i =1,...,k comporta solamente 2k prodotti scalari.

Per calcolare il valore di px(€) usando la relazione a tre termini, supponendo
di avere a disposizione i coefficienti A;11 = 1, B;41 e C; e di aver caclolato i
valori p;(§) per i =0,...,k — 1, bastano 4 operazioni aritmetiche. Quindi per
calcolare tutti i valori p;(€) per i = 1,...,k bastano 4k operazioni aritmetiche.

In modo analogo si vede che i coefficienti di tutti i polinomi ortogonali di
grado al pitt k£ sono calcolabili in O(k?) operazioni.

Un confronto col metodo di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt mostra
che 'uso della relazione ricorrente a tre termini abbassa sostanzialmente i costi
computazionali delle operazioni con polinomi ortogonali. O

Teorema 12 (Formula di Christoffel-Darboux) Vale

(0= 0) Y 3 pi@ni() = prss @Paw) ~ s Wpa(@)] ()
i=0 "

an

_ 1 o in o
et = A i = (i i)

dove v, =

Dim. Procediamo per induzione. Se n = 0 allora devo dimostrare che (z —
ag

Y)7=00()po(y) = %= [p1(x)po(y) — p1(y)po(@)]. Poiché po(z) = ag, e pi(z) =
a1x + by, allora il secondo membro della relazione precedente diventa

a
[(a12 4 b1)ag — (a1y + b1)ao] = > ai(r — y)ao,
a ho

aihg

2
che coincide con Z—g(x —y).
Per I'implicazione n — 1 — n, consideriamo il secondo membro di dove
sostituiamo al posto di p,,+1(x) e di p,11(y) espressione ottenuta con la relazione



a tre termini. Si ottiene quindi

Tn [((Z'An+1 + Bn-&-l)pn(x) - Onpn—l(x))pn(y)
— (YAn+1 + But1)pn(y) — Copn—1(y))pn(z)] -

Semplificando si arriva a

(.I - y)’YHAn-l-lpn (x)pn(y) + ’Yncn (pn(x)pn—l (Z/) - pn(y)pn—l (x))

Per 'ipotesi induttiva il secondo addendo coincide con

TLTL 1
v Z}T

Tn—1 i=0

C,

La tesi segue dal fatto che 1”771 =1e v, Apt1 = 1/hy,, per la definizione di v,

e per le relazioni date nel teorema [§ O

Osservazione 13 Una dimostrazione alternativa della formula di Christoffel-
Darboux e la seguente. Vale

pit+1(x) = (Aix1z + Big1)pi(x) — Cipi—1(x) moltiplico per p;(y)
Pit+1(z)pi(y) = (Aig1x + Big1)pi(2)pi(y) — Cipi—1(x)pi(y) scambio variabili
Pi+1(Y)pi(x) = (Ait1y + Biy1)pi(y)pi(z) — Cipi—1(y)pi(z) sottraggo
Ppi+1(2)pi(y) — pi+1(y)pi(x)

= pi(2)pi(y) [z — ylAir1 — Cilpi—1(x)pi(y) — pi—1(y)pi(z)]
Quindi
[z — ylpi(x)pi(y) Aix1 = Pis1(2)pi(y) — pit1(y)pi(x)
+ Cilpi—1(2)pi(y) — pi—1(y)pi(2)]
Lo~ alpi)pi) = 75— pia@piCy) — pisa hpie)]
1413+4+1

h;
+ hzjz_s_l[pll(x)pz(y) —pi—1(y)pi(x)]

dove C; = (hi/hi—1)(Ai+1/A;). Si ottiene allora

1 1
—lz = ylpi(@)pi(y) = T——[Pi+1(2)pi(y) — Pi+1(y)pi()]
hz thz+1
1
+ m[ﬁi—l(fc)pi(y) —pi—1(y)pi(z)]
Sommando, i termini si elidono a due a due e si ottiene la tesi. O



Osservazione 14 Applicando la formula di Christoffel Darboux per z = x; e
y = x;, dove x1,...,Zn41 sono gli zeri di p,41(z), si ottiene

1 .
> —pr(@i)pr(z;) =0, i#j.
= T

Inoltre ZZ:& pe(xi)?/hi # 0 essendo po(x;)?/ho = a3/ho > 0. La matrice
Vo= (vij)ij=1n+1, Vij = pi—1(xj)/\/hi—1 & tale che VTV & una matrice
diagonale. Cioe V ha le colonne v¥) = (v; ;) ortogonali. Possiamo scalare le
colonne in modo da farle diventare ortonormali, basta per questo dividerle per
la loro norma euclidea. Posto

: — pi(z;)°
o5 =1/logll, o2 =3 B,
i=0 ¢

la matrice W = Vdiag(o1,...,0,4+1) ha colonne ortonormali e verifica la pro-

prieth WTW = I per cui & ortogonale e quindi WW7T = I. Quest’ultima
. S 1 .

relazione si scrive come 3 1 w; pw; . = d; 4, da cui

n+1

3 péﬂ;)pﬁ)ai G, ol I/Zps(;k) _ (5)
k=1 v J s=0 s

Questa espressione fornisce una sorta di ortogonalita “discreta” dei polinomi
p;i(x) relativa ai punti z, e ai pesi Uz. In particolare, se associamo ai polinomi

p;(z) i vettori ul) = (ugj)) per j =0,...,n, ottenuti campionando i polinomi
ortonormali negli zeri di p,41(z), cio¢ tali che ugj) = p;(z;)/+/h;, abbiamo che
u©, ... u™ sono ortonormali rispetto al prodotto scalare (discreto pesato)

n+1

<y,Z> = Z ylzzo-f?
i=1

O

Osservazione 15 (Formule di integrazione Gaussiana) Se su uno spazio
vettoriale V,,11 di dimensione n + 1 sono assegnati due prodotti scalari (-,-)’ e
(-,-)" che coincidono su una base v1,...,Up41 di Vpy1, ciot (v;,v;) = (v;,v;)”,
allora tali prodotti scalari coincidono dappertutto, cioe (u,v)’ = (u,v)” per ogni
U, v € Vpy1. Questo puo essere facilmente dimostrato rappresentando u e v nella
base v1,...,v,+1 € applicando la bilinearita del prodotto scalare.

Se consideriamo allora come V,, 1 lo spazio dei polinomi di grado al piu n
abbiamo che i due prodotti scalari (u,v)’ = fab u(z)v(x)w(z)dz e (u(x),v(x))” =
22;1 u(zg)v(zy)oi, dove zy, per k =1,...,n+1 denotano gli zeri del polinomio
ortogonale p, 1 di grado n + 1, coincidono sulla base dei polinomi ortogonali.



Quindi coincidono dappertutto. In particolare, se u(z) e v(x) sono polinomi di
grado al piu n si ha

b n+1
/ u(z)v(z)w(z)dr =Y u(zp)v(zy)ok. (6)
a k=1

Questa proprieta permette di dimostrare che per ogni polinomio g(z) di grado
al piu 2n + 1 vale

b n+1
[ st@ota)dn =Y (oot
a k=1
Cioe la formula di integrazione discreta
b n+1
[ f@w@ds =3 fano?
a k=1

per approssimare I'integrale di una funzione f(z), detta formula di integrazione
Gaussiana, e esatta per ogni polinomio di grado al piu 2n+1, o come si suole dire,
ha grado di precisione 2n + 1. Per dimostrare questo basta scrivere il polinomio
g(z) di grado al pitt 2n + 1 come

9(x) = puy1(z)q(x) + r(x)

dove ¢(z) € il quoziente e r(z) il resto della divisione di g(z) per pp+1(z). In
questo modo sia il grado di g(x) che il grado di r(x) sono al pitt n e inoltre vale
g(zj) =r(z;),j=1,...,n+ 1 essendo p,y1(z;) =0, per j =1,...,n+ 1. Si
osserva allora che moltiplicando entrambi i membri della relazione precedente
per w(x) e integrando su [a, b] si ha

b
/ g(z)w(x)dz = (pni1(2), q(x)) + (L, 7(2)).

Il primo addendo del membro destro & nullo essendo p,1 ortogonale a g(z),
visto che il grado di g(x) ¢ pi piccolo di n+ 1. Applicando la (6) con u(z) =1e
v(x) = r(x), e ricordando che il grado di r(x) & al pitt n, si ottiene che il secondo
addendo coincide con EZI% r(xg)op = ZZI% g(zk)ok- O

Osservazione 16 Dati due polinomi u(z) e v(y) il bezoutiano B(z,y) di u(z) e
v(x) ¢ il polinomio in due variabili (u(x)v(y) —u(y)v(z))/(x—y). Il bezoutiano ha
diverse particolarita interessanti che sono utili in computer algebra. La formula
di Cristoffel-Darboux aggiunge una ulteriore proprieta: se v e v sono polinomi
ortogonali di grado n + 1 e n il loro bezoutiano € somma di prodotti di polinomi
ortogonali. Si associa al bezoutiano B(z,y) la matrice B, = (b; ;) tale che
B(z,y) = 22:11 32—11 bi jz* 1y~ chiamata matrice bezoutiana. E immediato
verificare che B,, ¢ simmetrica e che B(z,y) = T B,y dove z = (2%)i—on_1,



Yy = (¥")izo.n_1. Poiché pi(z)pi(y) = T pFpF Ty, dove p*) & il vettore dei
coefficienti del polinomio pi(z), la formula di Christoffel Darboux permette di
scrivere la matrice bezoutiana B, di p,(z) e pn+1(2z) come somma delle n diadi
simmetriche ﬁp(k)p(k)T. La stessa somma di diadi simmetriche permette
di scrivere la matrice bezoutiana come v, B, = LT L, dove L & una matrice
triangolare inferiore che sulla riga i-esima ha i coefficienti dell’i-esimo polinomio
ortonormale p;(z)/v/hi per i =0,...,n.

Una proprieta interessante della matrice bezoutiana di due polinomi qualsiasi
u(z) e v(x)e che la sua fattorizzazione UL a blocchi fornisce quozienti e resti
generati dall’algoritmo euclideo applicato a u(x) e v(x). Inoltre la matrice
bezoutiana ¢ non singolare se e solo se i polinomi u(z) e v(z) sono primi tra loro.

Maggiori informazioni sul bezoutiano, per chi volesse approfondire, si trovano
sui lavori:

H.K. Wimmer, “On the History of the Bezoutian and the Resultant Matrix”,
Linear Algebra Appl. 128:27-34(1990),

U. Helmke, P.A. Fuhrmann, “Bezoutians”, Linear Algebra Appl. 122-124:1039-
1097(1989),

G. Heinig, K. Rost, Bezoutians, https://www.tu-chemnitz.de/mathematik/
preprint/.../PREPRINT_09.pdf

Onorato Nicoletti, “Sulla caratteristica delle matrici di Sylvester e di Be-
zout”, Da una lettera al Prof. Alfredo Capelli, 27 Dicembre 1908 http!
//link.springer.com/article/10.10077%2FBF03018209%#page-1 O

2.1 Polinomi ortogonali e matrici tridiagonali

Sia T, (z) la matrice definita da

a1z + by —ag
-4 Asx 4+ By —1

n—1 Anx+Bn

Applicando la regola di Laplace per calcolare det T, (x) lungo l'ultima riga si
scopre che

det T, () = (Apz + B,) det T,,—1(z) — Cp—q det T, o ()
inoltre det T (z) = a1z + by = p1(x) e
det Th(z) = (A2x 4+ B2)p1(z) — Cipo(x) = pa(x).

Per cui vale det T}, (z) = py(x).
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E interessante osservare che

po(x) 0
| MY - :
pnfl(x) pn(x)

per cui il vettore di componenti (p;())i;=0:n—1 sta nel nucleo di T, (z) se e solo
se & uno zero di p,(x).

Osservazione 17 Se i polinomi ortogonali vengono normalizzati in modo che
A; = 1 allora gli zeri di p,(x) possono essere visti come gli autovalori della
matrice T, := —trid,, (—C;, B;, —1), dove per semplicita di notazione si & posto
By = by, e gli autovettori corrispondenti hanno per componenti i valori dei
polinomi ortogonali calcolati negli zeri di p,,(x). Vale infatti T,,(z) = I — T,,.
Si osservi ancora che la matrice ottenuta cambiando segno agli elementi sopra e
sotto diagonali ha gli stessi autovalori della matrice originale e autovettori con
componenti a segno alterno. O

Osservazione 18 Assumendo di aver normalizzato i polinomi in modo che
ag=A;=1,i=1,...,n+ 1, poiché i C; sono tutti positivi per I'osservazione
@7 ¢ possibile determinare una matrice diagonale D = diag,, (d1, ..., d,,) tale che
DT, D & simmetrica. Tale matrice ¢ data da d; = \/hi—1 = <pi,1,pi,1>1/2,
t=1,...,n—1evale

bi+x —vC4
—\/Cl B2 +x —\/Cg
DT, (z)D =

-V Cn—l
Y Cn—l Bn+z

Gli autovettori v9) tali che D™'T}, 11 (z;)Dv) = 0 sono v\9) = D~'ul) con
ul) = (po(z;),...,pn—1(x;))T, dove i polinomi ortogonali p;(x) sono monici.
Dall’ortogonalita dei vettori v(7) segue che

1 .
> —prl@i)pr(z;) =0, i#j.
= T

Si osservi che pg(x)/v/hy € il polinomio ortogonale normalizzato rispetto alla
sua norma indotta dal prodotto scalare. Questa proprieta era stata ottenuta
anche dalla formula di Christoffel Darboux. O

Le proprieta degli zeri dei polinomi ortogonali sono quindi strettamente
legate alle proprieta degli autovalori delle matrici tridiagonali simmetriche. Nel
prossimo paragrafo riportiamo un teorema molto utile, di interesse generale, che
ci permette di scoprire proprieta interessanti degli zeri dei polinomi ortogonali
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2.2 1l teorema del minimax di Courant-Fischer

Data A € R™ ™ simmetrica e x € R™, x # 0 si definisce il quoziente di Rayleigh
di A in x espressione
xT Ax

Tz

Osservazione 19 Il gradiente del quoziente di Rayleigh e

2 T Ax
T(A M)z, A=———

xTx Tz

O

Quindi i punti stazionari del quoziente di Rayleigh sono gli autovettori di
A e i valori presi dal quoziente in corrispondenza dei punti stazionari sono i
corrispondenti autovalori. Questo porta al seguente primo risultato

Teorema 20 Siano A1 > --- > X\, gli autovalori della matrice simmetrica
A e R ™, Vale

xT Ax . xTAx
max ——— = A;, min ———— = A\,.
r#£0 xlx r#0 xlx

Si puo dimostrare molto di piu:
Teorema 21 (Teorema di Courant-Fischer del minimax) Vale

T
x* Ax
min max —=— = A_kt1, k=1,2,....n
UCR* xeU T°T
dmU =%k x#0

. T Ax
max min =
UcCR"® relU IT°F

dimU =%k x#0

=X, E=1,2,...,n

Dim. Si dimostra la versione maxmin. Siano x; gli autovettori di A ortonormali
e S=span(xy,...,x,). Allora per ogni sottospazio Vj, di dimensione k vale
SNV # {0} poiché dim(S)=n — k + 1 e dim(V}) = k. Allora esiste & € S NV,
x=> 1, a;x; #0. Vale

el Az 3L |ai*A < i leal® A\

< Ak = Ak
AR D S Yic ol

Quindi il minimo su ogni Vj, del quoziente di Rayleigh € minore o uguale a Ag
e quindi anche il massimo al variare di Vi dei minimi € minore o uguale a \y.
Basta quindi fare vedere che esiste un Vj speciale in cui il minimo del quoziente
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di Rayleigh vale \;. Per questo basta scegliere Vk =span(xy, ..., o). Infatti
per x € Vj, risulta = Zle o;x; per cui

k k
T Ax/xTx = E Natalx;/ g o2xlxz; > .

1=1 i=1

La versione MinMax del teorema si ottiene applicando la versione MaxMin alla
matrice —A. O

Alcuni corollari interessanti del teorema del minimax.

Corollario 22 A matrice reale simmetrica n X n di autovalori oy > -+ > .
U e R (=1 tale che UTU = I,,_1. Allora gli autovalori By > -+ > Bn_1 di
B =UTAU sono tali che

a1 >pr>ar>Pe > > Puo1 > .
e si dice che gli autovalori di B separano gli autovalori di A.

Dim. Vale

_ _y'By y'By  yTUTAUy
Br = max min 7 = min 7 = mn ————
Wi YeWi\o Y-y yewi\o Y Y yewir\o Y'Y

dove W\k ¢ il sottospazio dove viene preso il massimo. Sia
Vk:{weR": :c:Uy,yGWk}.

Vale dim(V;) = k e
y'UTAUy =z Ax

yTy zTx
per cui
. yTUT AUy o zTAx o 2T Ax
Br= min =———— = min <max min —pr— = qy.
yew,\o Y'Y TreV\o T° T Vi TeVi\0o T4 T

La diseguaglianza f;_1 > a4 si ottiene applicando il risultato a —A e —B. O

Corollario 23 Se A, ¢ matrice tridiagonale simmetrica, gli autovalori di una
qualsiasi sottomatrice principale di A,, di dimensione (n —1) x (n — 1) separano
gli autovalori di A.

Come conseguenza del teorema del minimax segue I'importante proprieta
degli zeri dei polinomi ortogonali

Teorema 24 Gli zeri del polinomio ortogonale p,(x) separano strettamente gli
zeri del polinomio ortogonale pp11(x).
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Dim. La separazione con diseguaglianza debole segue dal corollario [23]| appli-
cato alla matrice tridiagonale simmetrica ottenuta simmetrizzando la matrice
trid,, (—C;, B;, —1) alla luce delle osservazioni Per dimostrare la disegua-
glianza stretta si supponga per assurdo che A sia zero di p, e di p,—;. Dalla
relazione a tre termini segue che \ ¢ zero di p,,_1. Procedendo per induzione si
conclude che A & zero di pg che e assurdo. O

Si riportano a titolo di curiosita due altri corollari di cui non si da dimostra-
zione.

Corollario 25 Se A, B,C sono matrici reali simmetriche tali che A= B+ C
allora per gli autovalori oy, B;,7y; ordinati in modo non crescente vale

Bi+vm <oy < Bi+m.

Corollario 26 Se A, B,C sono matrici reali simmetriche tali che A= B+ C e
C = uu” per un vettore nonnullo w, allora per gli autovalori a;,3; di A e B
ordinati in modo non crescente vale

Bi <o < Bita

3 Rappresentazione di polinomi ortogonali

Oltre alla rappresentazione data mediante la relazione ricorrente a tre termini
esistono altri modi per rappresentare i polinomi ortogonali. In questo paragrafo
esaminiamo due rappresentazioni diverse, quella basata sulla matrice dei momenti
e quella data dalla formula di Rodrigues.

3.1 Matrice dei momenti

Le quantita pup = f; zFw(x)dz, k=0,1,...,n, vengono dette momenti. Vale il
seguente risultato

Teorema 27 [ sequenti polinomi sono ortogonali rispetto al prodotto scalare

(f,9) = [} f(z)g(z)w(x)de

Ho M1 M2 s Hn,
H1 H2 3 s Hndl
H2 M3 Ha s Mnt2
pn(z) =det | . _ . , (7)
Hn—1 Hn Hn+1 .- Ho2n-—1
| 1 T x? S "

Dim. Basta verificare che (z*, p,(z)) = 0 per k = 0,1,...,n — 1. Per la li-
nearita dellintegrale e la multilinearita del determinante si ha che (z*, p,,(z))
e uguale al determinante della matrice che si ottiene sostituendo 'ultima riga
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della matrice in con ( fb xk fb k1 fb F4n) cioe (fks flhsts - - - s btn)-
Questo determlnante ¢ nullo poiché la matrlce ha due righe uguali. O

Osservazione 28 Col prodotto scalare su [0, 1] definito da (f, ¢) fo

la sottomatrice principale di testa n x n della matrice dei momenti ¢ la matrlce d1
Hilbert di elementi (1/(i+j — 1)) per 4,5 = 1,...,n. Le sottomatrice principali
di testa di dimensione minore o uguale a n di una matrice dei momenti sono
matrici di Hankel. Cioe i loro elementi dipendono dalla somma degli indici e
quindi sono costanti lungo le anti-diagonali. Si puo dimostrare che 'inversa di
una matrice di Hankel non singolare & una matrice di Bezout. O

Osservazione 29 Si ricorda che se A & una matrice reale simmetrica definita
positiva allora I'applicazione (u,v) — u” Av da R® x R" in R & un prodotto
scalare. Se denotiamo H, la matrice di elementi p;y;_2, ,7 = 1,...,n, si ha
Pitj—2 = (@1 ad Y peri,j =1,...,n. Percuiv’ Hyo =Y, >0, Wifliyj—1vj =
(3wt > v;z7~1) non & altro che il prodotto scalare tra il polinomio di
coefficienti ug, ..., u, e il polinomio di coefficienti vg,...,v,. Cioe H,, descrive
il prodotto scalare di tipo integrale tra polinomi in termini dei loro coefficienti.

Si osserva ancora che se H, = LL" & la fattorizzazione di Cholesky di H,,, do-
ve L & triangolare inferiore n x n, allora dalla condizione (L~1)T H,,L=1 = I segue
che le righe di (L71)7 sono i coefficienti dei polinomi ortogonali normalizzati in
modo da avere norma 1 (polinomi ortonormali). Avevamo inoltre puntualizzato
nell’Osservazione [I6] come conseguenza della formula di Christoffel Darboux, che
la matrice di Bezout B,, di p,,(x) e p,—1(x) si fattorizza nel prodotto ~, B,, = LTL
dove L & triangolare inferiore e le colonne di L hanno per elementi i coefficienti
del generico polinomio ortonormale per cui vale L=1L" Allora, confrontan-
do la relazione v, B = LTLeH ' = = (L7Y)TL~! si deduce che H,=~,'B;1 0O

Osservazione 30 Si osserva ancora che, fissato un prodotto scalare di tipo
integrale, per ogni n > 0 e definita la matrice dei momenti H,, di Hankel definita
positiva. Viceversa, fissato un intero n > 0 una matrice di Hankel definita
positiva H,,, definisce un prodotto scalare su P,.

3.2 Formula di Rodrigues

Teorema 31 Sia s(z) € C"[a,b], s¥)(a) = s® () =0, k = 0,1,...,n — 1.
Allora la funzione t(z) = s (z) /w(z) & ortogonale a ogni polinomio di grado al
pitt n — 1 col prodotto scalare (f,g) f f(z (z)dzx.
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[a, b] w(x) Sn(x) Nome

[—1,1] 1 (1—a2?)" Legendre

[—1,1] (1—22)712 (1 —2%)""1/2  Chebyshev di prima specie
1,1] (1—a22)Y2 (1 —2?)"*t/2  Chebyshev di seconda specie

[0, +00] e ? e T Laguerre

[—00, +] e e Hermite

Tabella 1: Tassonomia dei principali polinomi ortogonali

Dim. Sia g(z) polinomio di grado ¥ < n — 1. Allora (g,s5™ /w(n)) =

ffw(x)q(x) Z((;) dr = f; q(z)s™ (z)dz. Integrando per parti si ha

(05280 = el - [ gt @

w(z)

b b
. / ¢ (@)D (2)de = - = (1) / 4™ (2)s(z)dz = 0

poiché ¢(™) = 0 essendo il grado di ¢ minore di n. O

Osservazione 32 Nelle ipotesi del teorema, se s(™ (z)/w(x) & un polinomio di
grado n allora esso coincide con p, (). O

Cio permette di esprimere i polinomi ortogonali mediante la Formula di
Rodrigues

Bn d"
n = 7 o, °n ) = 717'”7
Pn () e e (), n=0
Bn €R, sn(zx) e Ca,b],: s®a)=sF®)=0 k=0,1,...,n—1, (8)
1 a . L
@dx—nsn(mL polinomio di grado n.

I valori dei ,, sono scelti in modo da normalizzare i polinomi in modo piu
conveniente a seconda dei casi.

4 Polinomi ortogonali specifici

Nella tabella |1] si riportano le definizioni dei polinomi ortogonali classici di
Legendre, Chebyshev di prima e di seconda specie, Laguerre ed Hermite.

I polinomi di Legendre e di Chebyshev sono casi particolari dei polinomi
ultrasferici, noti anche come polinomi di Gegenbauer cioe i polinomi ortogonali
su [—1,1] rispetto al peso w = (1 — 2?)®, o > —1. Per questi polinomi &
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possibile dare una espressione dei coeflicienti in termini della funzione I' di
Eulero http://en.wikipedia.org/wiki/Gamma_function

+o0o
I(x) = / t"te~tdt, x> 0.
0
Tale funzione ¢ estendibile a x € C, x # 0, —1, -2, ..., mediante I'espressione
_1 ﬁ 2"
Z :

Non solo, ma & possibile dare una forma esplicita alla funzione s(z) nella formula
di Rodrigues, infatti vale s(z) = (22 — 1)"+*.

Osservazione 33 La Funzione Gamma di Eulero gode di molte proprieta
interessanti tra cui

Pz+1)=2al(z), z€R, x#0,—-1,-2,...
ra) =
I'(n+1) =n!, sen & intero

Vale inoltre

drz® o a—n __ F(a+1) a—n

Per ulteriori proprieta si veda [2]. O
s
Teorema 34 Se w(z) = (1—22)%, a > —1, s,(z) = (1 —2*)*™, allora > ()S)

e polinomio di grado n e vale s )( 1) = s,(lk)(—l) =0,k=0,1,...,n—1. Vale
inoltre

S0

(@) _ % F(a+n+1)2 o )

© o
Dim.SenzOeS?m):Eiij;a:1.Sen>0p0ngoz:a+neho
dk 9 k
ety =1 - a1+ 2y

D’altro canto vale



http://en.wikipedia.org/wiki/Gamma_function

d* S N VARV ERA Ch ) B I A G ) N 2=kt
Tl =a) Z<->(1) NPy Py ACRR S ooy g A G -

22— "k T+ —2)F (1 4 x)
=(1-2% ka()(])(_l) Pz—j+0)I(z—k+5+1)

che diviso per w(z) = (1—22)® & un polinomio in z. Inoltre, per k =0,1,...,n—1
ez—k>a+1>0 per cul s%k)(—l) = s;’“)u) = 0. Infine per k = n vale
s%")(x) = (1 — 22)* "¢(x), dove ¢(x) & un polinomio, per cui (isf;(f))a ¢ un
polinomio ]

Per i polinomi ultrasferici p, (x) vale allora la formula

1 ar
= (1-— 2\a+n
1—a2) dx”( )

pn,(x(x) = 577,,0((

Dal teorema precedente si possono ricavare le espressioni di a.,, h, in funzione
diT.

Si osservi che vale ancora p, o(—2) = (—1)"pn,o(x) per cui py o ha coeffi-
cienti nulli per le potenze che hanno esponente con la stessa parita di n + 1.
Conseguentemente il coefficienti B,, nella relazione ricorrente a tre termini sono
nulli.

4.1 Polinomi di Legendre

I polinomi di Legendre sono polinomi ultrasferici con o = 0, e la relazione
ricorrente a tre termini ¢ data da

2n+1 () n
= () —
n+1 P n+1
po=1 pr==x

Pnt1(x) = Dn—1(x)

In particolare

po(z) =1, p1(x) =z, pa(x) = %(3352 —1), ps(z) = %(53:3 —3x)

La matrice tridiagonale associata &

—_
1

T

N[ =

| wle |
wio 8
| wole |
—

INIRS
N
I
—_

i 2i+1
S R
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che normalizzando i polinomi a essere monici diventa

L | T
1, 2
3 3
2 3
-2z -3
8]
3 . _4
7 7
i i+l
2i1 T 2i 11
La sua simmetrizzazione ¢ data da
- 1
r V3
N U - 1
V3 ) V15 3
V15 933 V35 .
V35 z V63
" N S
V(2i41)(2i—1)
i ’
L V/(2i41)(2i—1)

Gli zeri del polinomio di Legendre di grado n sono gli autovalori della matrice

tridn(\/zﬁii17 0, ﬁ) dove in generale si indica con trid, (a;, b;, ¢;) la matrice
tridiagonale n x n con elementi diagonali by, ..., b,, elementi sotto diagonali e
sopra diagonali rispettivamente ao,...,a, € C¢1,...,Cp_1.

Il seguente codice Octave calcola tali zeri come autovalori della matrice
tridiagonale con n = 6:

n=6;
T = zeros(n);
for i=1:n-1;
T(i,i+1) = i/sqrt((2*i-1)*(2i+1));
end;
T=T+T’;
zeri=eig(T);

Infatti, scrivendo sort(zeri)’ (I’apice serve per fare scrivere gli autovalori come
vettore riga) Octave fornisce i valori

ans =
-0.93247 -0.66121 -0.23862 0.23862 0.66121 0.93247
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4.2 Polinomi di Chebyshev di prima specie

I polinomi di Chebyshev di prima specie rientrano nella classe dei polinomi
ultrasferici con @ = —1/2. Si consideri la successione di polinomi definita da

Tha1(x) = 22T, (2) — Ty (),
To(.%‘) = 1, Tl(LU) =xT.

Ponendo =z = cosf, 0 < 6 < m, dalla relazione a tre termini segue che
T, (cosf) = cosnf. La dimostrazione puo essere fatta per induzione. Infatti per
n = 0,1 la proprieta ¢ banalmente verificata. In generale, per 'ipotesi induttiva
vale

T41(cos @) = 2cosfcosnd — cos(n — 1)6.

Da cui

T41(cos @) =2 cos @ cosnb — cosnb cos § — sinnd sin §

=cosf cosnb — sinnfsin 6 = cos(n + 1)6.

Questo fatto permette di dimostrare che i polinomi 7;,(z) sono ortogonali
rispetto al prodotto scalare sull’intervallo [—1, 1] con peso w(x) = (1 — x?)~1/2,
Infatti mediante la sostituzione x = cos ), si ottiene

(T (x ()T (z)dx

1
1
Ny = —T,
W) /,1 Vi—a?
:/ ,Lcos(nﬁ) cos(md) sin@d@z/ cos(nd) cos(mb)do.
o sinf 0
Se m # n, m,n > 0, allora l'integrale di cos(nf)cos(m#) vale 0 essendo

cos(nf) cos(mb) = % (cos((m + n)f) + cos((m — n)f)).
Un’altra conseguenza del fatto che T,,(cos @) = cos(nf) & che & possibile dare

una espressione esplicita agli zeri x,(:) di T,,(z). Infatti vale a:,(cn) = cos W,
k=1,...,n. Inoltre su [—1, 1] il polinomio T,,(z) ¢ sempre compreso tra —1 e 1.

Si osservi anche che T),(cosf) = £1 se e solo se cos(nf) = %1, se e solo se
nf = km, se e solo se 8 = kn/n, k = 0,1,...n. Cioe nell’intervallo [—1,1] il
polinomio T;,(z) assume n + 1 volte i valori massimi e minimi.

Teorema 35 Tra tutti i polinomi monici di grado n > 1 il polinomio monico
=1 Tn(2) € quello che ha minima norma infinito su [—1,1]

Dim. Si & gia osservato che T, (x) assume il valore massimo 1 e il valore minimo
—1 per n + 1 volte. Quindi ||T,,(7)|leoc = 1 € [|T0(2)/2"||oc = 1/2"7 L. Sup-
poniamo per assurdo che esista un polinomio p, monico di grado n tale che
lpn()]|oo < 1/277L. Tl polinomio p,(z) ha massimo minore di 1/2"~! e minimo
maggiore di —1/2"~!. Quindi il polinomio differenza q(z) = p,(x) — T, (v)/2"*
di grado al pit n — 1 € negativo dove T}, ha massimo e positivo dove T}, ha mini-
mo. Cio accade in n+1 punti di [—1,1]. Quindi ¢(z) ha n zeri. Il che ¢ assurdo.0]
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La matrice tridiagonale associata ai polinomi di Chebyshev di prima specie &

rz -1
-1 2z -1
-1 2x -1

-1 2x -1

Osservazione 36 Vediamo che forma assume la proprieta di ortogonalita di-
screta per i polinomi di Chebyshev di prima specie. Per quanto riguarda le
costanti hj si ha

hi = (T (x), T (x)) = /_1Tk(x)2ﬁdm.

Con la sostituzione di variabile x = cos 8 si ottiene quindi

A [ 3 sek#0,
hk—/ocos k9d9—{7r o k=0

Per quanto riguarda i coefficienti oy si pud dimostrare che
T

0,26:7, k=1,...,n.
n

Quindi la poprieta di ortogonalita discreta dei polinomi di Chebyshev diventa

ﬂ5m se 1 7é 0

> Tilar)Ty(ar) = { :
k=1

nd; ;j se ¢ =0

per i,j = 0,...,n — 1. La matrice C = (c¢;;) di elementi ¢;; = Tj(z;-1)
definisce la trasformata discreta dei coseni di secondo tipohttp://en.wikipedia,
org/wiki/Discrete_cosine_transform e gode della proprietd che CTC =
ndiag(1,1/2,...,1/2).

Inoltre il prodotto scalare nella forma discreta assume la forma

n

(@), () = = 3 plar)alar). (9)

k=1

Osservazione 37 Un polinomio ¢(z) di grado minore di n puo essere rappre-
sentato nella base di Chebyshev come ¢(z) = Zz;é aiTy(x). Data I'ortogonalita
dei polinomi Ty (x), i valori di a possono essere calcolati come

ax = (q(x), Ti(x))/(Ti(2), Ti.(2)).

Poiché il prodotto scalare pud essere scritto in forma discreta [9] si ha

.m 1 & { %Zg;ol Q(xS)Tk(CES) per k=0
25 q(as)Th(zs) per k>0
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La somma infinita

f@) =" axTi(x)
k=0

se convergente, definisce una funzione f(x) ed & chiamata serie di Chebyshev di
f(z). Data una funzione f(x) le condizioni a cui deve soddisfare f(x) affinché
esista convergente la serie di Chebyshev sono analoghe a quelle valide per la
convergenza della serie di Fourier.

La function Octave riportata nel listing [1| crea una matrice t di dimensioni
m x n che ha nella colonna j-esima i valori di Tj_q(z) calcolati in m punti
equispaziati tra —1 e 1. Mentre la function riportata nel listing [2| crea una
matrice t di dimensioni n x n che ha nella colonna j-esima i valori di Tj_1(z)
calcolati negli n zeri del polinomio di Chebyshev T;,(x) di prima specie di grado
n.

In questo modo, con i seguenti comandi

t = cheby1(100,6);
x =t(:,2);
plot(x,t(:,2),x,t(:,3),x,t(:,4),x,t(:,5),x,t(:,6));

si tracciano i grafici dei primi 6 polinomi di Chebyshev di prima specie riportati
nella figura |1l Mentre scrivendo

t=chebyshev1(6) ;
t2*xt

si ottiene la matrice numericamente diagonale

ans =
6.00000 0.00000 0.00000 0.00000 -0.00000 0.00000
0.00000 3.00000 0.00000 -0.00000 0.00000 -0.00000
0.00000 0.00000 3.00000 0.00000 -0.00000 0.00000
0.00000 -0.00000 0.00000  3.00000 .00000 -0.00000

0
-0.00000 0.00000 -0.00000 0.00000 3.00000 0.00000
0.00000 -0.00000 0.00000 -0.00000 0.00000 3.00000

che conferma 'ortogonalita delle colonne di t per n = 6.

4.3 Polinomi di Chebyshev di seconda specie

Anche i polinomi di Chebyshev di seconda specie rientrano nella classe dei
polinomi ultrasferici. Sono definiti da ov = 1/2 e soddisfano la relazione ricorrente

Unt1(x) = 22U, (z) — Up—1
Uo(z) =1, Ui(z) =2z
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Listing 1: Function chebyl

function t=chebyl(m,n)
% function t=chebyl(m,n)
% output: t e’ la matrice mxn la cui colonna j-esima contiene i valori
% del polinomio di Chebyshev di prima specie grado j-1 campionato nei
% punti x_i=(-1+ i*2/(m-1)) per i=0,1,...,m-1

t = ones(m,n);

x = [-1:2/(m-1):1]7;

t(:,2) = x;

for j=3:n

t(:,3) = 2kx.*xt(:,j-1) - t(:,3-2);
end

05

-1 -0.5 0 0.5

Figura 1: Polynomi di Chebyshev di prima specie
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Listing 2: Function chebyshevl

function t=chebyshevl(n)
% function t=chebyshevl(n)
% output: t e’ la matrice nxn la cui colonna j-esima contiene i valori
% del polinomio di Chebyshev di prima specie grado j-1 campionato negli
% zeri del polinomio di Chebyshev di grado n: x_k=cos((2k-1)pi/(2n))
% per k=1,...,n

t = ones(n);

x = cos([pi/(2*n): pi/n : (2*n-1)*pi/(2*n)]1’);

t(:,2) = x;

for j=3:n

t(:,3) = 2kx.%xt(:,j-1) - t(:,3-2);
end

Dalla relazione a tre termini segue che ponendo x = cos @ risulta

sin((n 4+ 1)0)

U, 0) = —————
(cos 6) sin 0

Quindi gli zeri di U, (z) sono x,(Cn) =cos A k=1,...,n.

. n+1?
Si osserva che

dT,  dT,(cos®) do dcos(n@)/dcose _sin(n0)
dv — d0  dz  do o~ " sing

che implica
T!(z) = nUy,_1(x).

La matrice tridiagonale associata ai polinomi di Chebyshev di seconda specie

e
20 —1
-1 2z -1
-1 2x -1

-1 2z -1

La function Octave riportata nel listing |3| crea una matrice u di dimensioni
m x n che ha nella colonna j-esima i valori di U;_;(z) calcolati in m punti
equispaziati tra —1 e 1. Mentre la function riportata nel listing [4] crea una
matrice u di dimensioni n X n che ha nella colonna j-esima i valori di U;_1(z)
calcolati negli n zeri del polinomio di Chebyshev U, (z) di seconda specie di
grado n.

In questo modo, con i seguenti comandi

u = cheby2(100,6);
x = [-1:2/99:1];
plot(x,u(:,2),x,u(:,3),x,u(:,4),x,u(:,5),x,u(:,6));
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Listing 3: Function cheby?2

function t=cheby2(m,n)

% function t=chebyl(m,n)

output: t e’ la matrice mxn la cui colonna j-esima contiene i valori
del polinomio di Chebyshev di seconda specie grado j-1 campionato nei
punti x_i=(-1+ i*2/(m-1)) per i=0,1,...,m-1

t = ones(m,n);

x = [-1:2/(m-1):1]";

LR =

t(:,2) = 2%x;
for j=3:n

t(:,3) = 2kx. %t (:,j-1) - t(:,j-2);
end

Listing 4: Function chebyshev2

function t=chebyshev2(n)
% function t=chebyshev2(n)
% output: t e’ la matrice nxn la cui colonna j-esima contiene i valori
% del polinomio di Chebyshev di seconda specie grado j-1 campionato negli
% zeri del polinomio di Chebyshev di grado n: x_k=cos(k*pi/(n+1))
% per k=1,...,n

t = ones(n);

x = cos([pi/(n+1): pi/(n+1l) : n*pi/(n+1)]’);

t(:,2) = 2%x;

for j=3:n

t(:,3) = 2xx.xt(:,3-1) - t(:,j-2);
end

si tracciano i grafici dei primi 6 polinomi di Chebyshev di seconda specie riportati
nella figura 2] Mentre scrivendo

u = chebyshev2(6);
uxu’

si ottiene la matrice numericamente diagonale

1.8592e+01 -1.7048e-15 1.3849e-15 -6.6331e-16  5.0209e-16
-1.7048e-15  5.7259e+00 -4.9922e-16  9.9204e-17 -1.6046e-16
1.3849e-15 -4.9922e-16  3.6823e+00 2.9891e-16 -1.9125e-16
-6.6331e-16  9.9204e-17 2.9891e-16  3.6823e+00 -3.9411e-17
5.0209e-16 -1.6046e-16 -1.91265e-16 -3.9411e-17 5.7259e+00
-4.0007e-16 -5.1337e-16 8.2611e-16 -5.7718e-16  2.0095e-15
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Figura 2: Polynomi di Chebyshev di seconda specie
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4.4 Polinomi di Laguerre

Peso w(z) = e, intervallo [0, 4o00]. Coefficienti della ricorrenza a tre termini:

2n+1 . n
n+1 7 C" T n+41°

B71,+1 =

_ 1
Ap1 = —51

Lnsa(®) = — = (20 1= 2)La(®) = nLa-1(2)
Lo(x) =1, Li(z)=1—-2

Matrice tridiagonale associata

diag(1,

N | =
W =
e~ =
N

4.5 Polinomi di Hermite
Peso w(z) = =", intervallo [—o0, +00]. Ricorrenza a tre termini:

Hy1(x) =22H,(z) — 2nH, 1 (x)
Hy(x) =1, Hi(z)=2x

Matrice tridiagonale associata

2¢ —1
-2 2z -1
-4 2x -1

—6 2x -1

5 1l problema dell’approssimazione di funzioni

Lo scopo e quello di approssimare funzioni continue f : K C R™ — R, dove K ¢ un
compatto, con polinomi o con funzioni facilmente calcolabili, ad esempio, polinomi
o funzioni razionali. La funzione f(z) puo essere assegnata esplicitamente
in termini di funzioni elementari oppure essere assegnata formalmente come
soluzione di una equazione differenziale.

Per semplicita lavoriamo su R e scegliamo K = [a, b].

La scelta di usare polinomi ¢ saggia dal punto di vista computazionale, ma
lo & anche dal punto di vista dell’approssimazione. Vale infatti

Teorema 38 (Weierstrass) Per ogni f(x): K — R continua e per ogni € > 0
esiste un polinomio p.(x) tale che max ek |f(x) — pe(x)| <e.

Denotiamo P, I'insieme dei polinomi di grado al pitt n. Denotiamo d(f,P,) =
infpep, maxzer | f(2) — p(a)|.
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5.1 1l problema dell’approssimazione lineare

Viene fissato un “modello” di approssimazione scegliendo un insieme di funzioni
continue {®g, ¢1,...} e si cerca di approssimare nel modo migliore possibile una
funzione assegnata f(z) € Cla,b] mediante g(z) = D1 a;p;(z).

Le funzioni ¢;(x) devono essere computazionalmente facili e in grado di
approssimare bene la f(z). Ad esempio, i polinomi non sono adatti ad approsi-
mare funzioni che hanno asintoti verticali (in questo caso I'insieme in cui sono
definite le funzioni non & un compatto). In questo caso le funzioni razionali si
prestano meglio. Similmente per funzioni periodiche sono piu adatte le funzioni
trigonometriche.

Sia V spazio vettoriale sul corpo K (K = C, K = R).

Definizione 39 ||-||: V — R ¢ una norma se per ogni z,y € V, « € R ¢

lz] =0
|z =0<2=0
lez|| = [ - ||

Iz +yll < llz|l + |lyl| disequaglianza triangolare

Teorema 40 Ogni norma su 'V € funzione uniformemente continua nella topo-
logia indotta dalla norma.

Dim. Dalla diseguaglianza triangolare segue che |||z|| — |ly||| < ||z — y||. Quindi
Ve>036>0 (0 =e): [lz—yl <d= |zl —[lyll <e

Esempi di norme su Cla, bl:

b 1/2
£ @l = ( / f(:c>2dw>

[f(@)]loc = max |f(z)]

z€la,b]

Dato un prodotto scalare (-, -) su Cla, b], ad esempio (f, g) = f; f(z)g(x)w(z)de,
si definisce norma indotta dal prodotto scalare

1F @)l = (F. )2

Poblema dell’approssimazione lineare Data f(z) € Cla,b] e 'insieme

di funzioni linearmente indipendenti {¢q, ¢1,...}, data una norma | - || e un
intero n, calcolare o, i = 0,1,...,n tali che la funzione g,(z) = Y i, af¢i(x)
e tale che

QQ;..,0n

1f(x) = gn(@)l = min ||f(z) = > aipi()].
i=0

La funzione g, (x) & detta funzione di migliore approssimazione
rn(x) = f(x) — gn(x) & detto resto dell’approssimazione
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On = |lrn(x)| & detto errore assoluto in norma

Osservazione 41 Se ||| = ||| allora la funzione di migliore approssimazione
gn(x) di f(x) & tale che |r,(x)] = |f(z) — gn(x)] < I, Vo € [a,b]. In questo caso
si parla di approssimazione uniforme. Se ||-|| = || - |2 non & vero che |r,(z)| < §,

per ogni x € [a,b]. Si consideri ad esempio r,(x) = z™ : [0,1] — R. Vale
lrn(@)||loo = 1 mentre ||r,(x)|l2 = 1/v/2n + 1 che pud essere arbitrariamente
piccola. O

Teorema 42 Sia F = {f(z) : [a,b] = R} uno spazio di funzioni dotato di
norma || - ||, e sia G, C F un sottospazio di F generato da un insieme di funzioni
linearmente indipendenti {©o, @1, ...,pn}. Allora

e il problema dell’approssimazione lineare su G, ha soluzione;
e l’insieme delle soluzioni é convesso;
e la successione {0,} € non crescente;

e esiste lim,, 6, > 0.

Dim. Dimostriamo che il problema ha soluzione. L’idea della dimostrazione
consiste nel verificare che 'inf del resto si puod restringere all’insieme {a =
(a;) € R™™ : |laljee < p} per una opportuna costante u. Poiche questo
insieme & un compatto di R®*! e la norma & continua esiste il minimo e quindi il
problema dell’approssimazione lineare ha soluzione. Tecnicamente si introducono
le funzioni c(a) = || Y1 o il e d(e) = ||f — Y asps]| che sono continue.
Per cui ¢(a) ha minimo su S = {a € R"™ :  |al|oc = 1}. Sia v il minimo.
Vale v # 0 poiché ¢; sono linearmente indipendenti. Vale

Q5
cle) =) 3 il lalle 2 2llalc
inoltre

d(@) = |If =Y awaill = 1Y aiaill = 1] = Ylledloo — 1]

Posto t = inf d(«) si scelga u tale che p > %

d(a) = llalleo = £l > v = [l = ¢, per cui

. Risulta che se ||a||cc > p allora

t=infd(a) = inf d(a).

[l oo <pe

Ma poiché {a € R"*!: |la||s < g} & compatto, l'inf & un minimo. Esiste quindi
gn(z) € G, tale che ||f(z) — gn(x)|| =t ¢ minimo.
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Per dimostrare la convessita: siano g, e g, due funzioni di G, tali che
1f = gnll = |If = Gnll & il minimo. Per X € [0,1] vale

1f = Agn + (1 = NG| =[IAf = (X =) f = (Agn + (1 = A)gnll
:”/\(f _gn) =+ (1 - )‘)(f - gn)H
SAf = gnll + A =Nf = gnll = 1f = gnll

Quindi anche Ag,, + (1 — \)g,, & funzione di migliore approssimazione. Per la non
crescenza dei 6, basta osservare che d,,11 € il minimo ottenuto su un insieme pit
ampio. U

Osservazione 43 Il problema lineare di approssimazione ha una oppure infinite
soluzioni. (]

Osservazione 44 1l teorema precedente non garantisce che §,, — 0 e che quindi
gn € una “buona approssimazione”. O

Definizione 45 F ¢ strettamente convesso rispetto alla norma || - || se per ogni
fgeF, [#g, vale

Il <m, gl <m = [If +gll <2m.

Osservazione 46 R2 con la norma infinito non & strettamente convesso infatti
(1,1) 4+ (1,—1) = (2,0) e i tre vettori hanno norma infinito rispettivamente 1,1,2.
Mentre R2 con la norma 2 ¢ strettamente convesso. O

Teorema 47 Se F ¢ strettamente convesso allora il problema dell’approssima-
zione lineare ha una sola soluzione
Dim. Se esistono g,, # g, funzioni di migliore approssimazione allora

1f = gnll = lf = Gnll = 6n

quindi per la stretta convessita vale || f — gn + f — Gnl| < 20, e quindi la funzione
h(z) = 1(gn(z) + gn(x)) ¢ tale che || f — k|| < &, che & assurdo. O

Il teorema precedente non garantisce ancora che lim §,, = 0.

5.2 Richiami sugli spazi di Banach e di Hilbert.

Definizione 48 Sia V spazio vettoriale normato. Una successione f, € V e di
Cauchy se Ye > 0 Ing: Ym,n > ng || fm — foll < e

Esempi:
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o V=C[0,1], [|[fl| = | flloo = maxye(o) [f(x)]: fn(z) = 2™ non & di Cauchy.
Infatti 2™ — 22" per x = (1/2)Y/" vale 1/4 qualsiasi sia n.

e V =(]0,1] con la norma || f||2 = (fol f(x)2dx)Y/?: f,(x) = 2" & di Cauchy.
Infatti fol(xm —a™)2dr = ...

Definizione 49 Uno spazio vettoriale normato B é di Banach se ogni succes-
sione di Cauchy {f,} converge in norma ad un elemento f € B. Cioé se esiste
f € B tale che lim,, || f, — f|| = 0.

Esempi di spazi di Banach

o R™" C™;

e Cla,b] con || - [[oo;

e funzioni continue da un compatto K C R in R con || - ||co;

o funzioni analitiche da un aperto Q C C in C con || - ||oo;

o 7 = {(zi)im12.. € R® ¢ 3 |ailP < +oo} con ||z, = (3, sl?) "7,

p=1

o [ ={(z;)i=1,2,.. ER™®: sup,;|z;| < +o0} con ||z] = sup; |z;|.

Osservazione 50 Nello spazio vettoriale {f : [a,b] — R : f;|f|pdx <

+oo (int. di Lebesgue)} lapplicazione f — ||f|l, = (f; |f|Pdz)'/P non & nor-
ma poiché esistono f(x) # 0: ||f|l, = 0. Ma diventa una norma nello spazio
quoziente con la relazione di equivalenza f = g se ||f — g/, = 0. Questo spazio ¢
denotato con LP ed & di Banach. O

Un prodotto scalare (-, -) induce una norma || f|| = (f, f>1/2.

Definizione 51 Uno spazio vettoriale H con prodotto scalare (-,-) é di Hilbert
se ogni successione di Cauchy converge ad un elemento di H nella norma || - ||
indotta dal prodotto scalare.

Osservazione 52 Non tutte le norme sono indotte da un prodotto scalare. Non
tutti gli spazi di Banach sono di Hilbert. O

Osservazione 53 Lo spazio C|a, b] col prodotto scalare (f, g) = (f;7 f(z)g(x)dz)
non ¢ di Hilbert. Infatti con [a,b] = [0, 2], la successione

2™ sex€]0,1]
f”(x)_{1 se x €[l,2]

¢ di Cauchy, ma la successione non ha limite in C10, 2]. O
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Teorema 54 Una norma sullo spazio V é indotta da un prodotto scalare se e
solo se vale la legge del parallelogramma

lu+ vl + llu = ol* = 2([Jul® + [Jv]*)

e vale
1 2 2
(w,v) = Z(lu+[" —flu = o) suR
1 . . .
(u,v) = 5 (lu+vll* = o= vl* +d(u +d0l|* - lu = v]*)) suC.
dove i ¢ l'unitd immaginaria tale che i* = —1.

Corollario 55 Uno spazio vettoriale V con norma indotta da un prodotto scalare
e strettamente convesso.

Dim. Dalla legge del parallelogramma si ha ||u-+v|? = 2(|Jul|®+||v]|?) — [|[u—v]|2.
Per cui, se u —v # 0 segue che |lu+v||* < 2(||Jul? + ||v]|?). Quindi, se |[ul]] < m e
o] <m e wu+#w, allora |lu+v||? < 2(m? +m?) = 4m?. Ne segue ||u+v|| < 2m
e quindi la stretta convessita di V. O

Osservazione 56 Dalla legge del parallelogramma e dalla diseguaglianza trian-

golare segue la diseguaglianza di Cauchy-Schwarz, |(z, y)|?> < (z,z)(y,y). Infatti,

dalla diseguaglianza triangolare scritta nella forma (||u| — ||[v[|)? < ||u—v||? segue
lull® + lloll* = 2lfull - ol < [lu— o]

da cui, per la legge del parallelogramma, si ha
1
3w+ ol + [lu = vl*) = flu = of* < 2fjul| - [lv]
cioe L
5 (lw+oll* = flu = vl*) < 2]jul| - [lv],
quindi [(u, v)[ < fJuf - [[v]]. O

E utile la seguente definizione

Definizione 57 Sia V spazio di Hilbert con prodotto scalare (-, -) e siano ¢;(z) €
V, per i = 0,1,..., tali che (p;,;) = 0 per i # j. L’insieme ortogonale
{p; €V, i=0,1,2,...}, & completo se non esistono y € V tali che {p;,y) =0
per ogni i. Cioe non esiste un altro insieme ortogonale di cui I'insieme originale
sia sottoinsieme proprio.

Ricordiamo il seguente risultato riguardante insiemi ortogonali completi in
uno spazio di Hilbert.

Lemma 58 Sia {p;(z) € H, i =0,1,2,...} un insieme ortogonale completo
nello spazio di Hilbert H. Allora Uinsieme S = {f =Y i, a;05, n €N, o; € K}
¢ denso in H. Cioé per ogni f € H e per ogni € > 0 esiste g, = Y o i €S
tale che ||f — gn|| < e.
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5.3 Funzione di migliore approssimazione

Teorema 59 Sia V spazio vettoriale dotato di prodotto scalare e sia f € V.
Siano inoltre @y, ..., on € V linearmente indipendenti. Allora 3! g =>"" a;p;
tale che ||g — f|| € minima. Inoltre ||g — f|| é minima se e solo se (g — f,v) =0
per ogni v € W = span(po, ..., on).

Dim. L’esistenza e unicita di g segue dal fatto che V & strettamente convesso
alla luce del teorema [T e del corollario B3l

Sia h = f — ¢g. Dimostriamo ora che |||l ¢ minima se e solo se il vettore h
& ortogonale a W = span(gq, . .. ¢n), cioe (h,v) = 0 per ogni v € W. Se ||h] &
minimo, allora ||h|? < ||h + ~v||* per ogni v e v € W, da cui

1R[* < 1h + ol = (h+ o, b+ yv) = |12 + 2y (b o) + o]
cioe 2’y<h,h> + ¥*|[v|| > 0 per ogni v. Scelgo v = —{(h,v)/{v,v) ed ho
—(h,v)?/{v,v) >0, cioe (h,v) =

Viceversa, se (h,v) = 0 per ogni v € W allora ||h+~vv||? = (h+~v, h+yv) =
(h, h) +7*(v,v) > [[]]%. U

Il seguente risultato da una espressione esplicita della soluzione di miglior
approssimazione

Teorema 60 Nell’ipotesi del teorema precedente la soluzione di miglior appros-
simazione g € : g = Z?:o a;p; dove

con A = (a;j), aij = (pi,0;), bi = (f, i)

Dim. f — g ¢ ortogonale a W = span(go, ..., ¢n), cioe (f —g,¢;) = 0 per
7=0,1,...,n e questa ¢ la j-esima equazione. O

Corollario 61 Se gy, ..., e, sono ortogonali allora a; = (f, p:) / (i, psi). Quin-

di .
Z fa‘;oz ©;

<pl7 (101

I coefficienti g,’f’j?) sono chiamati i coefficienti di Fourier di f(x).

Teorema 62 Sia {p; € H, i =0,1,2,...} un insieme ortogonale nello spazio

di Hilbert H. Sia .
Z f7 4102 )

=0 <p27 SO’L
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la funzione di miglior approssimazione di f, r, = f — gn, il Testo e 6, = ||rs||
lerrore di approssimazione. Allora vale

n

frei)?
=l -y L (10

Il Ly
per cui la successione 8, ¢ non crescente. Inoltre la serie Y .o, <{;f;>>2 é

convergente e
2 > f’ Qol . li i B 1

IFdl Z diseguaglianza di Besse (11)

(@i, i)

quindi la serie in ¢ convergente. Se inoltre Uinsieme {@; € H, 1 =0,1,2,...}
¢ anche completo vale

f’ ? fv 2 . .
1£11* = Z Z%Sip g (o <p%0 ) uguaglianza di Parseval (12)
I Z —0 (20 ]

per cui la successione &, converge a zero in modo monotono.

Dim. Se g, ¢ di migliore approssimazione per f rispetto a @g, @1, .., ©n,
allora 637, = ||f - gn”2 = <f —Gn, [ — gn> = <f - gn7f> essendo g, ortogonale a
h = f — g,. Risulta allora che

3 =If1? = (£, 9n)

I - <f,¥
=30 o)

— <<Pmoz

3
\/

7

3
—~

cioe la . In particolare, per ogni n vale

17> 31 {f, 1)

i=0 Z Y SO’L

Quindi la serie Z oo i ’“’fp)» converge e vale

X (i)
1117 > Z :
:0 Z)spl

Dimostriamo ora che se {g, ¢1, ...} & completo allora || f||? < Z+°° {ei) % . Sia

S={3"aip;: neN, a; € R}. Peril lemma vale S = H. Qulndl per
ogni € > 0 esiste ¢ € S tale che ||[f — || <€, ¢ =), vigi. Peril teorema
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esiste ed & unica la soluzione di migliore approssimazione g = >°1"  af¢p; tale
che ||f —gll < |If = ¢ < e. Quindi

e |lf = gll = HIA =Nl T = A1 = llgll

da cui .
n 2 oo 2
<f7 QO’L> <f7 @’L)
Ufll =% < lgll? = (9,90 = > <
i—o (i, i) i—o (pis i)
per ogni € > 0. Passando al limite per ¢ — 0 si ha
+00 2
£ < =
i=0 <L)0i7 SOZ>
che completa la dimostrazione. O

Esempio: il prodotto scalare (f, g) = f; f(@)g(z)w(z)dz definisce lo spazio
di Hilbert delle funzioni da [a,b] in R per cui ¢ finito U'integrale di Lebesgue

f; f(x)?w(x)dr, dove w(z) : (a,b) — R & una funzione a valori positivi.

Esempio: ¢;(x) = 2% i = 0,1,2,..., non & un sistema ortonormale in
L2[0,1]. Vale (i, ¢;) = fol x™idr =1/(i+ j + 1). La matrice A = (a; ;)i j—0n:
a;; =1/(i+j+1) & detta matrice di Hilbert. Il suo numero di condizionamento
cresce esponenzialmente con n.

Osservazione 63 La scelta ¢;(z) = z* oltre a non fornire un sistema orto-
normale di funzioni, & particolarmente infelice poiché la matrice del sistema
che fornisce la funzione di migliore approssimazione e fortemente mal condi-
zionata per cui dal punto di vista numerico il problema della sua risoluzione
diventa intrattabile gia per valori moderati di n. Un’altro inconveniente e
che nel passare da n a n 4+ 1 i calcoli svolti per risolvere il sistema n X n non
possono essere utilizzati per facilitare la risoluzione del sistema (n+1) x (n+1). O

Osservazione 64 Si osservi che se {¢;} & sistema ortogonale completo, dall’e-
spressione

S <(pi7f>2
52 —_ 2

segue che il valore di §,, & calcolabile esplicitamente. Per cui, data una tolleranza
€, il calcolo dei coefficienti di Fourier puo essere condotto per n = 1,2,3,...,
fintanto che d,, < e. Inoltre il passare da n a n+1 non comporta il dover risolvere
un nuovo sistema lineare come nel caso di un sistema non ortogonale. O
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Osservazione 65 Purtroppo, con un sistema ortogonale completo dato da un
prodotto scalare, la relazione ||d,|| < € non implica che |f(z) — gn(z)| < € per
ogni z. Per avere verificata quest’ultima condizione bisogna adottare la norma
infinito la quale non ¢ indotta da nessun prodotto scalare.

In particolare ||h|j2 < € non implica ||h]lc < €. Per questo basta scegliere
L2([0,1]) con h(z) = z™ per cui ||h||3 =1/2n + 1), |h]le = 1. O

In generale la convergenza in L? non implica la convergenza in L>°. Perd
sotto particolari condizioni si. Vale infatti il seguente

Teorema 66 Pern > 1 sia g,(x) la funzione di migliore approssimazione di
f(z) € C[-1,1] ottenuta scegliendo come ; i polinoms di Chebyshev di prima
specie e col prodotto scalare ad essi associato. Se f(x) é Lipschitziana allora
gn(x) converge uniformemente a f(x), i.e., lim, ||f(z) — gn(2)]lec = 0. Se
feCk =11, k>1, allora Iy €R, v > 0: ||f — gnlloc < 7B € vale

nk

+oo
[(@) = + Y aiTia).
i=1

La serie del teorema precedente ¢ detta Serie di Chebyshev.

Osservazione 67 Dal punto di vista computazionale talvolta € conveniente
scegliere delle funzioni ¢; () che pur non essendo ortogonali verifichino la seguente
proprieta: siano a supporto compatto e siano tali che supp(yp;)Nsupp(yp;) =0
se |i — j| > k per un intero k > 0 ragionevolmente piccolo. In questo modo si
verifica facilmente che la matrice A del sistema lineare che fornisce i coefficienti
della migliore approssimazione ¢ una matrice a banda con 2k + 1 diagonali.
Sistemi lineari con matrici a banda si risolvono in modo poco costoso con le
metodologie dell’algebra lineare numerica.

Una possibile scelta a questo riguardo & quella di suddividere I'intervallo [a, b]

in intervalli equispaziati z; = a +ih, h =1/(b—a), i =0,1,...,n, fissare una
funzione () che abbia supporto [—h, h| e sia nulla al di fuori di esso e porre
vi(z) = p(z —x;),1=0,...,n. Funzioni usualmente utilizzate nel contesto delle

equazioni differenziali sono le hat functions

P

A

X,
i

ottenute con p(x) = max(0, h— |z|). Per I'insieme delle funzioni hat col prodotto
scalare (f,g) = f: f(z)g(z)dz la matrice A & tale che A = (h3/6)trid(1,4,1),
cio¢ ¢ tridiagonale con elementi diagonali uguali a 4(h®/6) e elementi sopra e
sottodiagonali uguali a h®/6. La matrice & fortemente dominante diagonale e
ha numero di condizionamento indipendente dalla dimensione. Questo da alla
matrice proprieta computazionali rilevanti. O
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6 Alcune considerazioni sull’interpolazione

Finora abbiamo studiato metodi e proprieta di approssimazione di funzioni
mediante polinomi. Su spazi di Hilbert con norme derivanti da un prodotto
scalare abbiamo caratterizzato la migliore soluzione con resto di minima norma
e descritto come calcolarla.

Abbiamo introdotto polinomi ortogonali che ben si prestano all’uopo. Per
spazi di Banach, ad esempio C[a, b] con la norma infinito la situazione & un po’
piu complicata. Ci sono comunque metodi per calcolare il polinomio di migliore
approssimazione in norma infinito.

Abbiamo poi visto come usando polinomi di Chebyshev, e quindi il prodotto
scalare associato, la serie di Fourier, ribattezzata serie di Chebyshev, converge
uniformemente a f(x) se f & lipschitziana o di classe C*[a, b]. Per cui la serie di
Chebyshev da un buon approssimante in norma infinito anche se non ottimo.

Ci chiediamo ora cosa si puo dire delle approssimazioni ottenute con polinomi
di interpolazione.

Definizione 68 Dato un intervallo [a,b] definiamo tavola dei nodi su [a,d]
linsieme {J;En) €la,b]: i=0,...,n, neN, J;En) #+ x;n), sei#j}.

Dati un intervallo [a,b] e una tavola di nodi xgn) € [a,b],i=0,...,n, e
una f € Cla,b], definiamo p,(z) = Y, f(xgn))Lln(x), dove L; ,,(z) sono i
polinomi di Lagrange definiti da

X — .’L'gn)
(n) (n) "
§=0,n, j#i Ti =~ T

Lz,n(x) =

<TL)

K2

)= f(ml(")), cio¢ il polinomio p, (z)

¢ il polinomio di interpolazione di f(x) relativo ai nodi xEn)7 1=0,1,...,n.

Definisco l'operatore A, : Cla, b] — Py, tale che A,,(f) = p,. Voglio studiare
il condizionamento di A,,

Poiché Lm(mgn)) =0, j, ne segue che p, (z

6.1 Costanti di Lebesgue e condizionamento dell’interpo-
lazione

Denotiamo f; = f (xgn)) (tralasciando per semplicita la dipendenza da n). In

questo modo il polinomio di interpolazione si scrive come py, (z) = > fiLin().
Se perturbo i valori f; in f; ho il polinomio py(x) = Y. fiLin(x). Per cui

(@) = Pu(@)] < Y 1fi = fil - [Lin(@)] < max |f; — fil > Lin(@)].
=0

=0

Pongo A, = max,ea,p) Doieo | Lin(2)| ed ho
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da cui ~

Cioe la quantita A,, esprime la massima amplificazione che pud avere ||pn, — pn |00
sotto perturbazioni dei valori di f. Quindi esprime una maggiorazione del
condizionamento numerico dell’operatore A,, che a f(z) associa il polinomio di
interpolazione in relazione alla tavola di nodi scelta.

La costante A,, & chiamata costante di Lebesgue e dipende unicamente dalla
tavola di nodi di interpolazione. Ogni tavola di nodi di interpolazione ha quindi
la sua corrispondente costante di Lebesgue.

Da applicata con g = f — f, segue

N EHGIN
gl
Vale la seguente proprieta:
Ap = max [ An(9)llsc =+ [|An]loo-

9€Cla,b], lgllee=1

Per dimostrarla basta verificare che esiste g(z) tale che ||g]lec = 1 € A, =

|4, (9)]|co- Per questo basta scegliere g in modo che ||g]lcc =1 € g(xz(-n)) ==+1
a seconda del segno di L; (&), dove £ ¢ il punto in cui ), |L; »n(x)| prende il
valore massimo.

Teorema 69 Sia f € Cla,b] e p,(z) il polinomio di interpolazione relativo alla

tavola di nodi chn). Sia inoltre g, (x) il polinomio di migliore approssimazione

uniforme. Allora vale

||f_pn||oo S (1 +An)Hf _inloo-

Dim. Siano p, il polinomio di interpolazione e ¢, il polinomio di miglior
approssimazione uniforme. Poiché f —p, = f — ¢, + ¢n — pn si ha

1f=Prlloc < Ilf =anllctllan—pnlloc = [If =@nlloct[[An(gn—f)llsc < (1+An)llgn—fll

che completa la dimostrazione. O

Osservazione 70 Se A,, ¢ “piccola” allora 'errore dell’interpolazione ¢ poco piu
grande di quello della migliore approssimazione uniforme. E quindi importante
usare delle tavole di nodi che comportino costanti di Lebesgue A,, il pitt piccole
possibile. O

Si riportano i valori di A,, per alcune tavole di nodi su [—1, 1]

e Punti equispaziati: A, ~ 2" /(enlogn)
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e Punti di Chebyshev CL‘Z(-n) = cos( (22(1:37), 1=0,...,n:

2 2
- log(n+1)+0.96 < A, < - log(n +1) + 1.

(n)

I nodi a; " sono gli zeri dei polinomi di Chebyshev di prima specie.

Si osservi la enorme differenza nei due casi che sottolinea 'importanza dei
nodi di Chebyshev. Per il teorema [69] I'interpolazione sui nodi di Cebyshev,
anche se non fornisce la funzione di migliore approssimazione uniforme, da
un’approssimazione che puo essere ragionevole data la crescita logaritmica della
costante di Lebesgue associata A,,.

E noto che A,, > 2 Jog(n + 1) 4 0.818 per ogni scelta dei nodi ma non & nota
la tavola dei nodi che da il valore minimo di A,. Maggiori informazioni sulle
costanti di Lebesgue si trovano in [3].

Un risultato negativo relativo all’interpolazione & il seguente teorema di
Faber:

Teorema 71 (Faber) Non esiste nessuna tavola di nodi su [a,b] tale che per
ogni f € Cla,b] il polinomio di interpolazione relativo a questa tavola di nodi
converga uniformemente a f.

7 Osservazioni su “continuo e discreto”

Osservazione 72 Nel caso discreto il problema di approssimare un vettore
f € R™ con un vettore g € S C R™ dove S ¢ il sottospazio generato dalle colonne
della matrice A di dimensioni n x m, m < n &

A —
mmelgll xz— f

>1/2

dove ||| = (z,x)’”. Se A ha rango massimo, cio¢ le sue colonne formano una
base di § un approccio risolutivo & quello di usare le equazioni normali

<A6i,AC — f> =0
che nel prodotto euclideo diventano
AT(Az — f) =0.

Esse impongono l'ortogonalita del residuo rispetto alle colonne di A, cioe I'orto-
gonalita del residuo rispetto allo spazio S esattamente come accadeva nel caso
continuo. O

Osservazione 73 In Octave il grafico della funzione f(z) su [a,b] puod essere
tracciato calcolando i vettori f = (f;), fi = f(x;) per ¢; = a+hi, i =0,...,n con
h = (b—a)/n e tracciando la spezzata che unisce i punti (x;, f;) con (41, fi+1)-
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Il prodotto scalare tra f(x) e g(x) pud essere stimato approssimando I'inte-
1 L
grale [ f(a)g(x)dz con hY, figi, ciot h (f,g) = hf"g.
La norma di f(z) viene quindi approssimata da (b_T“ > fAHY2. Quindi la
discretizzazione del problema continuo conduce ad un problema discreto come
descritto nell’osservazione precedente O

Osservazione 74 Scegliendo la base dei monomi ;(x) = z* e campionando
ciascun polinomio @;(x) nei nodi x; scelti si ottiene la matrice di Vandermonde.
Nel discreto la matrice di Hilbert (2%, 27) ¢ approssimata dal prodotto tra la
matrice di Vandermonde e la sua trasposta. O

Osservazione 75 Se Ax = b ¢ sistema lineare con A matrice definita positiva,
allora il funzionale ¢(z) = 127 Az — bTx ha gradiente Vip(z) = Az — b che si
annulla se e solo se = & soluzione del sistema lineare Az = b. Inoltre I’hessiano
di ¢(x) coincide con la matrice A che & definita positiva. Quindi il funzionale
& convesso e il suo unico punto di minimo e la soluzione del sistema lineare
Ax =b.

Questo fatto permette di interpretare la soluzione di un sistema lineare
definito positivo come punto di minimo di un funzionale e quindi permette di
costruire dei metodi di risoluzione iterativi cosi detti del gradiente, quali i metodi
della discesa piu ripida e del gradiente coniugato. Tali metodi generano una
successione di punti zj in cui il funzionale assume valori decrescenti e tale che
limg, p(z) = 0. Proprieta analoghe valgono per operatori differenziali lineari
“definiti positivi”. Vedremo cio nella seconda parte.

La minimizzazione del funzionale ¢(x) puo essere vista come un problema
di minima norma. Infatti, introduciamo il prodotto scalare (z,y) = x7 Ay
(¢ prodotto scalare data la definita positivita di A) e la norma conseguente
|z||4 := (x,z)*/?. Questa norma & chiamata norma in energia. Denotata con u
la soluzione del sistema Ax = b risulta allora

e —ul|% =(z —u,z —u) = 27 Az — 227 Au +u" Au

=T Az — 22Tb + uTb = 2¢(x) + u''b

Cioé minimizzare il funzionale ¢(z) su un sottospazio V di R™ equivale a trovare
il vettore di V che e piu vicino alla soluzione del sistema Az = b in norma in
energia. 0

8 Il teorema di Korovkin

In questa sezioneﬂ si presenta il Teorema di Korovkin la cui estrema potenza
risiede nella semplicita delle ipotesi, nella loro facile verificabilita e nella notevole

Lscritta da Federico Poloni
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forza della tesi. In particolare, data una successione di operatori da C'(K) in sé,
K compatto di R", basta verificare che tali operatori siano lineari e positivi e
che siano convergenti per un numero finito di semplici funzioni continue (alcuni
polinomi di grado al pitt due) per concludere che la data successione di operatori &
in grado di approssimare ogni funzione continua. Non ultimo pregio del Teorema
di Korovkin e la estrema essenzialita della sua dimostrazione che si basa su
conoscenze elementari di analisi matematica.

Per meglio definire il quadro in cui ¢i muoviamo, si riporta la definizione di
operatore lineare e positivo (LPO).

Un operatore L & detto operatore lineare positivo (LPO) se:

1. E lineare, ciod LI\f] = AL[f] per ogni A € R (0 C), e L[f+g] = L[f]+ L]

2. E positivo, cio L[f](z) > 0 per ogni funzione f tale che f(x) > 0 per ogni
z. Cio¢ L manda funzioni non negative su tutto il dominio in funzioni non
negative su tutto il dominio.

Notate che le due ipotesi implicano che se f(z) < g(z) per ogni x nel dominio,
allora
L[f](x) < L[g](x) per ogni x nel dominio (14)

e che

ILIf]] < L[| f]]- (15)

Sia L,, una successione di operatori. Diciamo che L,, approssima bene una
funzione f (in una certa norma ||-||) se ||L,[f] — f|l = 0 per n — oo.

Teorema 76 (Teorema di Korovkin, versione 1-dimensionale) Sia K C
R un compatto, e sia C(K) lo spazio delle funzioni continue da K a R con la
norma del sup (convergenza uniforme). Sia (L,)5%, una successione di LPO su
C(K). Se L,, approssima bene le tre funzioni:

e x— 1 (la funzione costante uguale a 1),
o x— x (Uidentita),
o 2+ 22 (la funzione “elevare al quadrato”),

allora L,, approssima bene tutte le funzioni di C(K).

Dim. Siano f € C(K), e € > 0 fissati; dobbiamo mostrare che esiste 7 tale che
per ogni n > n valga

[Lolfl(y) = fy)l <€ Vye K.

Notiamo anche che al posto di € al membro di destra possiamo mettere anche
un’espressione del tipo 7e, a patto che v > 0 non dipenda né da n né da y.

Chiamiamo inoltre M := ||f|| ., N := max,ck |z|, e § & tale che |z —y| <
0= |f(z) — f(y)|] < e (che esiste perché una funzione continua su un compatto
¢ uniformemente continua).

41



Innanzitutto sfruttiamo l'ipotesi: definiamo per ogni n, y

Per 'ipotesi, possiamo prendere 7 sufficientemente grande, in modo che per

n > 1 si abbia €§n)” < min(e, £62) per i = 0,1, 2.

Ora, fissiamo y € K e per ogni n > n scriviamo la stima

|Ln[f1(y) = f)] <I1Lnlf1(y) — F) L1 (w)] + | f(y) La[1](y) — f(y)]
=|Lalf(z) = F W)+ |e5” () ()
<Ly[|f(z) = f(y)](y) + Me

(abbiamo usato la nell’ultimo passaggio). Lavoriamo separatamente ora sul
primo dei due addendi; si ha

€ per |z —y| <6

[f (@) = f(y)] S{gM per |z —y| >0

€ per |z —y| < 4§
2

<
_{Jg(m—y)Q per |z —al >§

2M
<e+ 5T($ —-y)®

quindi per la ela , abbiamo

Lallf(#) ~ F@))w) <Lafe + S (&~ 9)?

=L [1)y) + 2 (5 Lal1](0) + Lala?] ) — 20l ()

=1+ ) + 2 (20470 + 07 + 7)) — 20 + 7 )
(14 () + o (P ) + 7 ) — 26 ).

(n)

%

Ora, poiché abbiamo scelto n in modo che per n > n le quantita e
modulo minori di 6%¢ si ha

Lul[f(x) = F(W)lI(y) < ve

con v > 0 che dipende solo dalle scelte di K e f. Quindi il teorema e dimostrato.
O

(y) siano in
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Notate che nelle stime compaiono quantita che dipendono da f: quindi la
successione di LPO approssima bene tutte le funzioni, ma su alcune funzioni
I’approssimazione converge piu lentamente che su altre.

Cosa si puo dire sulla velocita di convergenza? Se ’ = O(h(n)) per

o0
i = 0,1,2, allora ||f — L,[f]|l., = O(h(n)) per ogni f (perd occhio che la
costante nascosta nella notazione O(+) dipende da f). Quindi se per esempio una
successione di LPO converge linearmente, quadraticamente, . ..sulle tre funzioni
di test, allora converge con lo stesso ordine per tutte le funzioni. Osservate che

@

nella dimostrazione abbiamo richiesto che per n > 7 valga |e§n)| < ¢/4? dove 6 &
tale che | —y| <6 = |f(x) — f(y)| < e. La “piccolezza” di § rispetto a € ha
un ruolo negativo sulla convergenza. Piu piccolo € § e maggiore ¢ il valore di n
oltre il quale vale la maggiorazione dell’errore |L,[f(z)](y) — f(y)| < ~e.

Osserviamo ancora che avremmo potuto maggiorare |f(x) — f(y)| con € +
% |z — y|, rimuovendo il 62 al denominatore. Perd in questo caso non avremmo
potuto esprimere |z — y| come combinazione lineare dei polinomi 1, z, x%. Questo
fatto e essenziale per arrivare alla maggiorazione richiesta.

8.1 Generalizzazioni

Teorema 77 (Teorema di Korovkin, versione m-dimensionale) Sia K C
R™ un compatto, e sia C(K) lo spazio delle funzioni continue da K a R con la
norma del sup (convergenza uniforme). Sia (Ly)5, una successione di LPO su
C(K). Se L,, approssima bene le 2m + 1 funzioni:

e z— 1 (la funzione costante uguale a 1),

e z—ux;,i=1,2...,m (la proiezione sulla i-esima componente)

e v 122 i=12....,m (la funzione “elevare al quadrato”),
allora Ly, approssima bene tutte le funzioni di C'(K).

Vale una versione del teorema di Korovkin per funzioni di variabile reale a
valori complessi. In questo caso la monotonia dell’operatore va intesa ristretta a
funzioni che prendono valori reali, cio¢ se f & tale che f(z) € Re f(x) > 0 allora
L[f] & una funzione a valori reali tale che L[f](y) > 0. Per linearita la monotonia
si applica anche alla parte reale e alla parte immaginaria della funzione. Ad
esempio, se f(z) = fi(x) +ifa2(x), dove i2 = —1, con fi(x) e fo(x) funzioni reali

non negative, posto g(y) = L[f(2)](y) = g1(y) +1ig2(y), con g1(y), g2(y) funzioni
reali, allora la monotonia di L implica che anche ¢;(y) e g2(y) sono non negative.

Teorema 78 (Teorema di Korovkin, versione complessa) Sia B = {f :
[0,27] — C, f(0) = f(2m)} (funzioni complesse continue e 2mw-periodiche), con la
norma del sup (convergenza uniforme). Sia (L)%, una successione di LPO su
B. Se L,, approssima bene le tre funzioni:

o r— 1,

43



o 11— e,
=
allora L,, approssima bene tutte le funzioni di B.

Rispetto alla versione 1D, cambia solo l'insieme delle funzioni su cui richie-
diamo la convergenza tra le ipotesi (il cosiddetto test di Korovkin).

8.2 Polinomi di Bernstein

I polinomi di Bernstein sono la successione di LPO su K = [0, 1] definita da

Balfl) =3 (3)ata-ars (£)

k=0

Si verifichi per esercizio che i polinomi di Bernstein sono LPO.

8.3 Un’applicazione: dimostrazione del teorema di appros-
simazione di Weierstrass

Ci servira nel seguito questo lemmetto con i binomiali.

Lemma 79 (formule “in-and-out” per i binomiali) Valgono le sequenti iden-
tita.

(3 =202
2. (1) = H=n ()

Dim. Applica le definizioni. .. O

Teorema 80 (di approssimazione di Weierstrass, caso 1D) Sia K C R
un compatto, e f € C(K). Allora, per ogni e > 0 esiste un polinomio p = py ¢
tale che

If —plo <e

Dim. Ci basta provare il teorema per K = [0, 1], poi con qualche semplice
trasformazione del dominio possiamo estenderlo a tutti gli altri compatti (come?).
Mostreremo che

| f = Bnlflllo =0 quando n — occ. (16)

Quindi basta prendere p = B, [f] per un n sufficientemente grande. La e
la tesi del teorema di Korovkin per i B,,, quindi ci basta dimostrare che sono
soddisfatte le ipotesi, cioe che ||f — B,[f] — 0 per le tre funzioni di test
z—=1, 2z, - 2?

[
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i) Per x — 1:

Ball) = 3 ()it =0 = =) =1

quindi l'errore ¢ costantemente uguale a 0.

ii) Per x — a:

Bylz](y) = i (Z) Y1 - y)n—kﬁ
k=0
E (oo
kzi:l (Z_Dyk(l —y)" "
n—1

(abbiamo usato la in-and-out formula e cambiato indice h := k — 1) quindi

di nuovo l’errore & sempre nullo.

iii) Per 2 — 2%: usiamo le formule in-out e il risultato dei punti precedenti. Per

By [z?%](y) si ottiene allora

Ba[2?)(y) = Sy (1)1 —y) s
= S 2Oy -y

SIS (-

e o
="y ()Y T -y R (4 D)

=SSy =y -t

[in-out)
[i=k—1]
[ = nst(g 4 1)

[applica 1) e ii)]

Quindi B, [z — x?] converge uniformemente a = — x? (come ci serviva per
provare che valgono le ipotesi del teorema di Korovkin), anche se stavolta
c’e un errore di O(+). Del resto non potevamo aspettarci che lerrore fosse

1
n

zero anche stavolta: difatti, se nella dimostrazione del teorema di Korovkin

. n .
si ha €} = 0 per ogni n. ..

Quindi i polinomi di Bernstein soddisfano il teorema di Korovkin, e in particolare

ci forniscono ’approssimazione che cercavamo sopra.

8.4 Caso multidimensionale

O

Il teorema di Weierstrass funziona pari pari in dimensione maggiore:
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Teorema 81 (di approssimazione di Weierstrass) Sia K C R™ un com-
patto, e f € C(K). Allora, per ogni € > 0 esiste un polinomio p = py. tale
che

If =pll <e

Dim. Se K = [0, 1]™, funziona lo stesso trucco di sopra. Definiamo i polinomi
di Bernstein m-dimensionali come

B [f(y1, -+ yn) =

2 <:1>ylfl(1_yl)”kl (;)yé”(l — )"

1,...
1

R
R )

k1
k2

n k n—=k kl k2 km
. m(1l— m " Ty T Ty ey T
(Yoo (B2 B

Con un po’ di lavoro si riesce a provare che sono un LPO (facile) e che soddisfano
le ipotesi del teorema di Korovkin (non ¢ difficile come sembra: si riutilizzano
diverse volte i calcoli fatti per il caso 1D ...), quindi concludiamo come sopra.

Stavolta perd non & banale estendere il risultato da K = [0, 1]™ a un qualunque
altro compatto. E facile estenderlo con un cambio di variabile a qualunque “cubo”
[—t,t]™, ma per passare a un compatto qualsiasi ora serve usare anche questo
risultato (con H = [—t,¢]™ un cubo “sufficientemente grande”):

Teorema 82 (caso R™ del teorema di estensione di Tietze) Sia H C R™
compatto, K C H compatto in H, f: K — R continua. Allora esiste f : H — R
che estende f.

Il risultato € un caso particolare di un teorema piu generale di topologia; non
conosco una dimostrazione rapida e indolore di questo teorema nel caso R™ che
serve a noi O

2Quando I’ho chiesto a un paio di analisti mi hanno assicurato che “ma si, si dovrebbe fare
con un po’ di lavoro, considerando il modulo di continuita di f su K, che & uniformemente
continua, estendendola localmente e usando la compattezza. ..”
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Esercizi

Esercizio 1 Sia N intero positivo e a; < b; < a;+1 < bi+1, peri =1,..., N —1 numeri
reali, w(z) funzione definita su U, [a;, b;] a valori positivi tale che f;; flz)w(x)dx
sia finito per ¢ = 1,..., N e per ogni polinomio f(z). Si verifichi che (p(x),q(z)) =
>, fabl p(z)q(x)w(z)dz & un prodotto scalare, e si definiscano p;(z), ¢ = 0,1,...,
i polino;ni ortogonali (normalizzati secondo un qualsiasi criterio) rispetto a questo
prodotto scalare. Dimostrare che

a) i polinomi soddisfano una relazione a tre termini;
b) gli zeri di p,(x) sono tutti reali e distinti, gli intervalli (b;, ai+1) contengono
al pilt uno zero, i rimaneni zeri appartengono all’insieme Uf;l(ai, bi);
b1) esiste un N tale che se n > N ogni intervallo (a;, b;) contiene almeno uno
zero di pn(z);

c) vale la formula di Christoffel-Darboux e la proprieta di ortogonalitd discreta
ZZI; pi(xk)pj(zk)wr = 0 per @ # j dove zy sono gli zeri di ppt1(z), e wy delle
opportune costanti positive;

d) il grado di precisione della formula di integrazione approssimata di Gauss sull’in-
sieme Uf\le[ai, bi] & 2n + 1.

e) Dire se ¢ vero che per n > N ogni intervallo contiene almeno uno zero di py.
Esercizio 2 Sia T,, = (¢;;) la matrice tridiagonale n x n definita da t;; = 10, per
z':l,...,n, eti,i+1 :ti+1,i :—1, perizl,...,n—l.

a) Posto po =1 e pp(x) = det(x Iy — Tx), per k = 1,...,n, dove I & la matrice
identica di ordine k, dire se i polinomi pk(z) sono ortogonali rispetto a qualche
prodotto scalare su qualche intervallo [a, b].

b) In caso di risposta affermativa, determinare I'intervallo [a, b] e il prodotto scalare.

Esercizio 3 Siano ¢;(z), i = 0,1,...,n, polinomi ortogonali sull’intervallo [—1,1]
rispetto al prodotto scalare

1
<f.9>= [ w@f@g() do, dove w(a) = (& - 1),
-1
e dove p;(x) ha grado 1.

a) Si esprimano i ¢;(z) mediante la formula di Rodrigues.

b) Si calcolino i primi p;(x).

c) Sia V lo spazio dei polinomi di grado minore o uguale a n + 2 che si annullano in
1 e in —1. Si descriva, mediante i ¢;(x), una base dello spazio V costituita da
polinomi ortogonali su [—1, 1] rispetto al prodotto scalare

1
<fg>= [ f@g) do
-1
per lo spazio V.
Esercizio 4 Sia ¢;(x),i=0,1,...,n, un insieme di polinomi ortogonali normalizzati

in modo che ¢;(z) sia monico e tale che il grado di ¢;(z) sia 4. Per ¢ =1,2,...,n si
consideri la funzione razionale f;(z) = p;(x)/pi—1(z).

47



a) Sidimostri che fit1(z) =2+ B; — Ci/fi(z), i = 1,2,...,n — 1 per opportune
costanti B; e C;.

b) Si usi questa proprieta per dimostrare che gli zeri di ¢;(z) separano quelli di
pit1(2).

Esercizio 5 Vogliamo estendere la teoria dei polinomi ortogonali a polinomi che hanno
n .

coefficienti matriciali e definiamo P, = {P(z) = . 2'4;, A; € R™*™}. In questo
i=0

modo, P(z) & una combinazione lineare con coefficienti A; dei polinomi elementari

z' I,. P(x) ha grado n se A, # 0, & monico se A, = Ip,.

Per fare questo introduciamo inoltre un “prodotto scalare” a valori matriciali
mediante Papplicazione (-,-) : P, X P,, = R™*™ definita da

b
(P.Q) = / P@)W(2)Q()" da,

dove W(z) : [a,b] — R™*™ & tale che W (z) & continua, simmetrica e definita positiva
per ogni x € [a, b], dove I'integrale di una matrice di elementi a; ;(z) & la matrice i cui
elementi sono ff a; j(z)dx.
Si dimostri preliminarmente che per ogni P,Q, R € P, e A €
a) (P,Q) =(Q,P)";
b) V = (P, P) ¢ matrice simmetrica semidefinita positiva, inoltre V' & definita positiva
se det P(x) # 0, infine V' = 0 se e solo se P = 0;

c) (AP,Q) = A(P,Q), (P,AQ) = (P,Q)A", (zP,Q) = (P,2Q);

d) (P+R,Q)=(P,Q)+(RQ), (P,Q+R)=(PQ)+(PR).
Definiamo Py, Pi,..., P, € Py, una sequenza di polinomi ortogonali se P; ha grado i, &
monico, e vale (P;, P;) = 0 per ogni 7 # j. Si dimostri che

R™*™ vale

e) Se esiste una sequenza di polinomi ortogonali Pj, j = 0,...,n allora (P;, P;) &
definita positiva;

f) in P, esiste ed & unica una sequenza P;, i = 0,...,n di polinomi ortogonali e ogni

n
altro polinomio Q € P, pud essere scritto come > A;P; per A; € R™*™;
i=0

g) P & ortogonale ad ogni polinomio di grado minore di i;

h) i polinomi P;(x) soddisfano una relazione a tre termini del tipo
Pjpi(z) = (xlm — B;)Pj(z) = CjPja(x), j=0,1,...,n—1

Po=1, Pi=cln— ["aW() de (f; W (z) dm)—l

con Bj;,C; € R™*™,

I,
z I
i) Pio(x) = 2" Iy — [, - - pan—1] AL, : ;
.Tk71 Im
dove i momenti pur € R™*™ sono definiti da puy = ff ka(x)dw ed Ar_1 ¢ la
matrice a blocchi in cui il blocco di posto (¢,7) & pitj—2, 4,5 =1,..., k.
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Jj) Vale un analogo della formula di Christoffel-Darboux?

Esercizio 6 Si vuole estendere il concetto di famiglia di polinomi ortogonali a polinomi
di due variabili p(z,y) = 3", Z?:o a;,jz'y? con coefficienti reali a; ;. Per questo si
definisce grado di p(z,y) il valore max{i + j : a;; # 0} e si indica con II,, I'insieme
dei polinomi in due variabili di grado al pitt n e con II 'insieme di tutti i polinomi in
due variabili.

Dato un prodotto scalare (-, -), si definisce p(z,y) € II,, polinomio ortogonale di

grado n se p(z,y) ha grado n e (p(z,y), ¢(x,y)) = 0 per ogni polinomio g(z,y) € II—1.
Si definisce poi V), lo spazio dei polinomi ortogonali di grado n.

Infine, fissati due reali a,b tali che a < b, si introduce una funzione W(z,y)

definita e continua su (a,b) x (a,b), a valori reali positivi, tale che esiste finito
f; fab W (z,y)p(z,y)dz dy per ogni polinomio p(z,y) € 1L

a)

b)

d)

£)

g)

h)

Si dimostri che 'applicazione (-,-) : IT x IT — R definita da

<p(m7y),q(w7y)>=/ / p(z,y)q(z, y) W (z,y)dz dy

¢ un prodotto scalare.

Si descriva un procedimento per generare basi ortogonali di Vo, Vi,...,V, e si
dimostri che dim Vy = k + 1.

Si verifichi che I'unione delle basi ortogonali di Vi, k =0, ..., n, costituisce una
base di polinomi ortogonali di II,,, e che, diversamente dal caso dei polinomi
nella sola z, tale base non & unica (a meno di multipli scalari). Gli spazi Vy,
k =0,...,n sono univocamente determinati?

(n)

Si verifichi che se v;
<U(") o™
K3 »

peri=1,...,n+ 1 & una base ortogonale di V,, tale che
nt1 = Qu™ ¢ tale che
ugn), i=1,...,n+ 1 & base ortogonale di V,, per ogni matrice ortogonale @ di
dimensione n + 1.

) & indipendente da ¢, allora ul™ = (uE”))izl

.....

Si dimostri che se p(z,y) € V, allora i polinomi zp(z,y) e yp(z,y) sono ortogonali
a tutti i polinomi di grado al pitt n — 2 e a tutti i polinomi ortogonali di grado
almeno n + 2.

Si deduca che vale un analogo della relazione ricorrente a tre termini nel senso
che per ogni p(z,y) € Vp, sia zp(z,y) che yp(x,y) si scrivono come combinazioni
lineare di tre polinomi in V,,—1,V, € Vp41.

Denotando con v*) un vettore di k41 componenti tale che vgk), i=1,...,k+1e¢
una base di Vg, si dimostri che esistono e sono uniche matrici A,, (n+1) X (n+2),

B, (n+1)x (n+1)eCpn (n+1) X n tali che
2™ = 4,0V 4 Bo™ 4+ ¢

con ™1 =0, C_; = 0. Similmente vale una proprieta analoga per yv<").

Si dimostri che se @, (z) sono polinomi ortogonali rispetto al prodotto scalare
< f(z),g9(z) >= f;f(:c)g(x)w(x)dx dato dal peso w(zx) : (a.b) — RT, allora
Gmn(Z,Y) = pm(z)en(y) & un insieme di polinomi in due variabili ortogonali
rispetto al peso W(z,y) = w(z)w(y) € gn.k—n(z,y) per k =0,...,n costituisce
una base ortogonale di V.
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Esercizio 7 Siano po(z),...,pn+1(z) polinomi ortogonali sull’'intervallo [a, b] rispetto
al prodotto scalare (p,q) = f:p(m)q(x)w(m)dx, con w(z) funzione peso positiva su
[a,b], e pj(x) = S°)_, pija’. Siano wo,...,xn gli zeri di ppy1(z). Si definiscano le
matrici (n + 1) X (n + 1), dove gli indici scorrono da 0 a n: A = (ai,;), V = (vi;),
S = (ss,5) tali che ai ; = pj(xi), vi,; = T, Si,; = Pi,j per i < j, s;; = 0 altrove.

a) Si verifichi che A =V'S.

b) Si dimostri che esistono matrici diagonali D1 e D2 con elementi diagonali positivi
tali che @Q = D1 ADs & ortogonale.

c) Si dimostri che @ ¢ il fattore ortogonale della fattorizzazione QR della matrice
DV, cioe D1V = QR dove R = D;'S™'. Si ricavi un algoritmo per il calcolo
dei coefficienti di p;(z), i =0,...,n.

Esercizio 8 Sia P, lo spazio dei polinomi a(z) = Y"1, a;z’ di grado al pitt n con un
prodotto scalare (-,-). Sia p;(x), ¢ = 0,...,n una successione di polinomi ortogonali
tali che degp;(z) = i.

a) Si dimostri che la successione soddisfa una relazione a tre termini del tipo
pi+1(x) = (a;x + bi)pi(x) — cipi—1(x), ¢; > 0, se e solo se il prodotto scalare &
tale che (zp(x), q(z)) = (p(z), zq(z)) per ogni coppia di polinomi in P, di grado
al piu n — 1.

b) Si dimostri che per ogni prodotto scalare (-, -) su Py, esiste una matrice simmetrica
definita positiva H di dimensione n + 1 tale che (p(x), ¢(z)) = p” Hq dove p e q
sono i vettori (n 4 1)-dimensionali dei coefficienti dei polinomi p(x) e g(z) nella
base dei monomi. Inoltre, data una matrice simmetrica definita positiva H di
dimensione n + 1 si dimostri che applicazione che associa alla coppia (p(x), ¢(x))
il numero reale p? Hq & un prodotto scalare.

c) Si dica come ¢ fatta la matrice nel caso in cui i polinomi ortogonali relativi al
prodotto scalare (-, -) soddisfano una relazione ricorrente a tre termini.

d) Siano &, ¢ = 0,...,n numeri reali distinti. Si verifichi che (p(z),q(z)) =
> op(&)q(&) & un prodotto scalare e che i polinomi ortogonali relativi a
tale prodotto verificano una relazione a tre termini.

Esercizio 9 Definiamo polinomio di Laurent di grado n I’espressione
Zai(xi +27%), a; €R, an,#0.
i=0

Se a, = 1 diciamo che il polinomio di Laurent &€ monico, Denotiamo inoltre £ lo spazio
vettoriale su R dei polinomi di Laurent. Dati a,b € R tali che 1 < a < b, definiamo
un prodotto scalare su £ mediante 1’espressione (p(z),q(z)) = fab p(z)g(z)w(x)dx
dove w(z) & una funzione positiva e integrabile su [a,b]. Infine definiamo 'insieme
{pn(z) € L, n=0,1,2,...} dei polinomi di Laurent ortogonali tali che il grado di
pn() &, pn(x) & monico e (pn(x), pm(z)) = 0 per n # m.

Dimostrare che l'insieme dei polinomi di Laurent ortogonali non & vuoto e poi
esaminare quali delle proprieta dei polinomi ortogonali classici rimangono valide, e in
quale forma, per i polinomi ortogonali di Laurent. In particolare, esaminare le proprieta
degli zeri, la relazione ricorrente a tre termini, la proprieta di ortogonalita discreta.
Cosa si puo dire nel caso in cui 0 < a <1 < b?
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Esercizio 10 Si supponga che esista un prodotto scalare (-, -) su P tale che
(@ f(x),9(x)) = (f(x),2°g(x)), Vf,geP (17)

e non necessariamente sia (zf(x), g(z)) = (f(x), zg(z)).

a) Si dimostri che i polinomi ortogonali p;(x), i = 0,1,..., tali che deg(pi(x)) = 1,
ottenuti con questo prodotto scalare verificano una relazione di ricorrenza del
tipo pit1(z) = (@;iz® +b:)pi_1 (z)+cipi(z) + dipi—2(x) +€;pi—3(x), per opportune
costanti a;, b, ¢;, d;.

b) Si dica se la matrice dei momenti, intesa come H,, = (hi;), hij = (x',2%), i, =
0,1,...,n, mantiene ancora la struttura di Hankel. Si verifichi che permutando
righe e colonne di H, con la permutazione (1,3,5,7,...,2,4,6,8,...) si ottiene
una matrice 2 X 2 a blocchi formata da 4 blocchi di Hankel e che ogni matrice
di questo tipo, definita positiva, determina un prodotto scalare su P, che gode
della proprieta (1). Si dia un esempio di prodotto scalare su Py, definito tramite
la matrice H,, con la proprieta (1).

c) Sia H,(z) la matrice ottenuta sostituendo 'ultima riga di H, con [1,z,z?, ..., z"].
Dire, motivando adeguatamente la risposta, se p,(z) = det Hy(z).
d) Si decomponga p(z) = 31 piz’ come p(z) = p4(2°) + zp—(2*) dove p4(2°) =

(p(x) +p(—2))/2 e p—(z?) = (p(x) — p(—x))/(2z) sono la parte pari e la parte
dispari di p(z). Si consideri il prodotto scalare su [a,b] dato da (p(x), g¢(x)) =

NN

fab w(z)p(z)q(z)dz, associato al peso w(x) e si definisca

(p(x), q(2))" = (p+(2), 4+ (2)) + (p-(2), 4 (@)

Si verifichi che (-, -)" & un prodotto scalare tale che (z*f(z), g(x)) = (f(z), z*g(x))
ed esistono polinomi p(x), () tali che (zp(z), ¢(z)) # (p(z), zq(x)).

e) Si possono esprimere i polinomi ortogonali di cui al punto a) come determinanti di
opportune matrici a banda? Come & fatta la matrice dei momenti del prodotto
scalare del punto ¢)? Si analizzino le proprieta dei polinomi p,(x) ottenuti col
prodotto scalare dato nel punto c).

Esercizio 11 Siano po(x),...,pn(z),... € P polinomi ortogonali rispetto al prodotto
scalare (p(z),q(x)) = f;p(x)q(x)w(;r)dx, dove a < b e w(z) & una funzione peso.
Dimostrare che le seguenti condizioni sono equivalenti

1. T sottospazi di polinomi PT = {q(z?), ¢(x) € P} e P~ {zq(2z?), q(z) € P} sono

ortogonali.

2. Vale p1(z) = A1z, pit1(z) = zAitapi(z) — Cipi—1(x), per i = 1,2,..., dove
Ai, C; # 0.

3. Esistono polinomi ¢;(z) e 1;(z) di grado i tali che pai(x) = @i(x?), paiti(z) =
xepi(x?).

Sotto le condizioni dei punti precedenti dimostrare che ab < 0 e che i polinomi
wi(x) sono ortogonali rispetto ad un opportuno prodotto scalare sull’intervallo [a, i)]
con peso w. Si determinino a, l;, w. Dimostrare analoga proprieta per ¥;(x).

Mettere in relazione i coefficienti della relazione a tre termini dei polinomi ¢;(x),
15 () con quelli dei polinomi p;(z).

Dire come é fatta la matrice dei momenti per il prodotto scalare per cui valgono le
proprieta 1,2,3.
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E possibile che con il prodotto scalare che rende ortogonali i polinomi ¢;(x) i
sottospazi PT e P~ siano ortogonali? E possibile che cid valga per il prodotto scalare
che rende ortogonali i 1;(z)?

Dire se la condizione

4. b= —a e w(x) = w(—x) per ogni z € [a, b].
& equivalente alle condizioni 1-3.

Esercizio 12 Sia n > 2 un intero, h = 1/n e si definiscano i punti z; = ih,
i=-1,...,n+1. Peri=0,...,n si definiscano le funzioni “hat” da [0,1] in R

1

1—— — Xy i—1, 41 N 0717

oi(x) = h|x zi| sex € [Ti—1,xi+1] N[0, 1]
0 altrove

Si consideri 'operatore di interpolazione L, che a f(z) € C[0,1] associa la funzione
continua g, (x) = Zaicpi(m) tale che gn(z:) = f(z:),4=0,...,n.
i=0

a) Dimostrare che le funzioni p;(x), ¢ = 0,...,n sono linearmente indipendenti.

b) Dimostrare che 'operatore L, & ben definito e dare una formula per il calcolo
degli a;, confrontare il costo della formula ottenuta con quello del calcolo della
funzione di migliore approssimazione in norma 2.

¢) Dimostrare che 'operatore L, ¢ lineare e positivo.
d) Dimostrare che per ogni f(x) € C([0,1]) vale limy, ||gn(x) — f(2)]|cc = 0.

e) Se f(x) ¢ lipschitziana valutare Pordine con cui errore di approssimazione || g, (x)—
f(x)]|c converge a zero.

Esercizio 13 Sian > 0 un intero, h = 1/n, x; = ih, per i = 0,...,n. Si considerino
le funzioni ¢;(z) : [0,1] — R definite da

0 sex < xi—1
wi(z) = xii""l se x € [Ti—1, T
1 se T > x;
peri=0,1,...,n. Sia C[0, 1] lo spazio delle funzioni continue da [0, 1] in R e si definisca

loperatore £, che ad f(x) € C]0, 1] associa la funzione g,(z) = L,(f) = E?:o ;i ()
tale che gn(zi) = f(z:).

1. Si esplicitino i coefficienti a; di L,,.

2. Si dimostri che g,(z) approssima bene le funzioni 1, x con errore nullo e la
funzione x? con errore O(h?) e quindi approssima bene ogni f(x) € C[0, 1]. Dire
se per ogni f € C esiste una costante v tale che ||gn(z) — f(2)]|o0 < Yh2.

3. Se f(x) € C?[0,1] si dimostri la diseguaglianza del punto 2 e si metta in relazione
v con la derivata seconda di f(x).

4. Si imposti il problema del calcolo della funzione di miglior approssimazione in
1
norma 2 dove || f||2 = (f01 f(m)zd:r) °.

5. Si valuti il costo computazionale del calcolo della funzione di migliore approssi-
mazione
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Esercizio 14 Sia H spazio di Hilbert con prodotto scalare (,-), sia n > 0 intero e V,
spazio lineare generato da ¢1,..., o, € H.

a) Siano A = (a;;) la matrice n x n di elementi a;; = (@i, ¢;), ¢ Q@ = (qi5),
tale che A = QDQT, con QTQ = I e D matrice diagonale. Si dimostri che
;=3 qij i, j=1,...,n, & una base ortogonale di V.

b) Sia H lo spazio lineare delle funzioni da [0,27] in R periodiche a quadrato
integrabile col prodotto scalare (f,g) = fozﬁ f(x)g(x)dx. Dato un intero n, si
definiscano z; = th, i =10,...,n+1, con h = 2r/(n+1). Sia V, lo spazio lineare
generato dalle funzioni

1
— SexE |Ti-1,Tit+1),
pi(x) = Vh [ ) peri=1,...,n. (18)

0 altrove,

Si formuli il problema della migliore approssimazione di una funzione f € H
con una funzione g, € V,. In particolare si studi la complessita di calcolo e il
condizionamento in norma 2 del sistema lineare associato.

c) Si determini una base ortogonale dello spazio V,, del punto b).

d) Supponendo che f(x) sia la funzione identicamente uguale a 1, si dia una valuta-
zione di || f —gnll2 € ||f — gnlloo, dove g;; & la funzione di migliore approssimazione
nello spazio V, del punto (b) e

27
||f||2:(/O f(@)?d)'?, | flle = max |f(x)]-

z€[0,27)

e) Si tratti il punto b) e il punto d) per lo spazio V,+1 generato dalle funzioni ¢;(x)
in e dalla funzione @n41(z) che vale 1/\/5 per x € [20,21) U [Zn,Znt1] €0
altrove.

Esercizio 15 Sia ¢(t) funzione continua e non negativa, nulla al di fuori di [—1,1],
tale che (1) = 0, p(0) = 1, ¢(t) = ¢(—t). Sia n intero positivo, h = 1/(n + 1),
z; =1th, 1 =0,...,n+ 1. Sidefinisca L,[f] : C[0,1] — C|0, 1] operatore che associa
alla funzione f € C[0,1] la funzione gn(z) = Ly[f] data da 314" f(zi)pi(z), dove
pi(z) = o((z — z:)/h).

a) Si dimostri che L,, & un operatore lineare positivo.

b) Si dimostri che se p(t)+p(1—t) = 1 per ¢ € [0,1] allora lim,— o0 || Ln[f]— fllec =0
per ogni funzione f(z) € C[0,1]. La condizione p(t) + ¢(1 —t) = 1 & necessaria per la
convergenza?

¢) Quale dei seguenti due casi fornisce la migliore convergenza? ¢(t) = 1 — ¢ per
0<t<1,ot)=1-3t2 42 per 0 <t < 1.
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d) Valutare il costo computazionale e il numero di condizionamento nel calcolo
della funzione g, (z) = 377 cip;(x) di migliore approssimazione in norma L? nei casi
del punto c).

e) Dire se & possibile migliorare la convergenza scegliendo come ¢(t) su [0, 1] un
polinomio di grado piu alto. Dire se & possibile migliorare la convergenza scegliendo

come (t) una funzione con supporto pitt ampio.

Esercizio 16 Sia ¢(t) : R — R una funzione continua tale che

e(t) =20,
w(t) =0, pert >3, epert< —3
o)+t +2)+ @t —2)=1 perte[-1,1]

Un esempio di funzione siffatta e riportato nel grafico seguente relativamente alla parte
non nulla.

3 2 1 0 1 2 3

Dati numeri reali @ < b e un intero n > 1 siano z; = a+ih, i € {—1,0,...,n} dove
h = (b—a)/n, e si definisca t; = 2 (x — (z: + xi41)/2)), e si ponga @i(x) = @(t:), i €
{-1,0,...,n}. Sia infine L, : C([a,b]) = C([a,b]) I'operatore definito da g, = L.(f),
gn(x) =37 | fipi(z), dove fi = f(3 (@i + xip1)) per i = 0,...,n — 1, mentre si pone
f-1r=1foe fn=fn1.
a) Si verifichi se Ly, soddisfa le ipotesi del teorema di Korovkin su [a, b].
b) Si definisca g(z) = 31 aipi(z) tale che G(3(zi + zi41)) = F(3 (i + 2it1)) = fi,
per i = 0,...,n — 1, la funzione nello span di ¢o,...,¢n—1 che interpola i valori di
f(:r) nei punti %(mz + zi41). Siformuli il problema dell’interpolazione definendo il
sistema lineare Aa = f che lega il vettore a = («;) dei coefficienti al vettore f = (f;)
dei valori della funzione. Si determini la matrice A valutarne la dominanza diagonale e
il condizionamento nel caso in cui ¢(x) = ¢(—x).
¢) Studiare dominanza diagonale e condizionamento della matrice (¢;(z), ¢;(z)) del
problema dei minimi quadrati col prodotto scalare integrale con peso 1.

Esercizio 17 Si consideri lo spazio vettoriale V C C(R) delle funzioni continue e
periodiche di periodo 27 col prodotto scalare (f(z), g(x)) = [>7 f(z)g(z)dz. Fissato

= Jo
un intero positivo n, poniamo z; = th, ¢ = 0,...,n, con h = 27/n. Vogliamo
approssimare f(z) € V con una funzione nello spazio V,, = span(¢o, ¢1,. .., ¢n—1) dove
vi(z) =@z —x;),1=0,1,...,n— 1, e p(z) € V & assegnata. Per questo si affrontino

i seguenti punti:

1. Dimostrare che la matrice A = (a;,;) € R™", a;; = {(pi(z),0;(x)), i, =
0,...,n — 1, & definita positiva se e solo se le funzioni p;(z) sono linearmente
indipendenti.

2. Dimostrare che la matrice A = (a;,;) & “circolante”, cioe tale che a; ; = ap,q se
(i—j) = (p — ¢) modulo n.
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3. Sapendo che per una matrice circolante simmetrica A vale STAS = D con S =

(8i,5), 84,5 = ﬁ(cos 28 4sin 274) peri,j = 0,...,n—1, D = diag(do, . . ., dn—1)

matrice diagonale, e STS = I, dimostrare che le funzioni 1;(z) = ;?;01 ﬁ(cos ?—i—
sin QZij)apj (z),1=0,...,n— 1, formano una base ortogonale di V, se d; # 0 per

1=0,...,n—1.

4. Verificare che se ¢(x) € nulla fuori da un intervallo [z;, Zi+m], dove m & un intero
fissato tale che 0 < m < n/2, allora A & tale che a; ; =0 per m < |[i—j| < n—m.
Sapendo che d; = o(2mi/n), dove o(t) = ao + 2>~ aicos(it), dimostrare che

— se ogni zero £ di o & tale che /7 & irrazionale allora A & definita positiva per
ogni n;

— se o(t) si annulla solo per ¢t = 7, allora A & definita positiva per n dispari,
mentre & semidefinita positiva se n € pari;

—se o(t) > 0 allora il numero di condizionamento di A in norma 2 & limitato
superiormente da una costante indipendente da n, altrimenti ¢ illimitato.

5. Si considerino gli spazi ]N/n e 971 ottenuti con le funzioni

<
T se0<xz<h i :ggiizgh
o(x) = 2h—x seh<wx<2h Pla) = 3h—x se 2h<x_§ 3h
0 altrove
0 altrove

e si costruiscano le rispettive matrici A e A si valuti la loro singolarita e il loro
numero di condizionamento in norma 2.

6. Dimostrare che se esiste un indice ¢ per cui ¢(z) € nulla al di fuori dell’intervallo
[Ziz1,@it1] € p(x;) # 0 allora la matrice A di elementi a; ; = (s, ¢;) & fortemente
dominante diagonale e il numero di condizionamento di A in norma 2 & limitato
superiormente da una costante indipendente da n. Inoltre le ¢;(x), per i =
0,1,...,n — 1 sono lineramente indipendenti.

Esercizio 18 Sia s(z) un polinomio di grado m e si consideri I'insieme V = {p(z) =
u(s(z)) :  u(z) € R[z]} C R[z] dove R[z] denota I'insieme di tutti i polinomi in z a
coefficienti reali. Fissati numeri reali ¢ < b e una funzione continua e positiva w(z) su
[a, b], si consideri il prodotto scalare su V (p(z),g(x)) = f; p(z)q(z)w(z)de.

a) Dimostrare che V & spazio vettoriale e che in V esistono polinomi ortogonali pi(x)
tali che il grado di px(x) &€ mk per k =0,1,2,..., e (px(x),pr(x)) =0 per h # k.

b) Dire quali proprieta dei polinomi ortogonali classici valgono e in quale forma per i
polinomi definiti su V, in particolare la relazione a tre termini, le proprieta degli zeri e
la formula di Christoffel-Darboux.
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Appendice A: Risoluzione di alcuni esercizi

Risoluzione dell’esercizio [l

Si tratta di ripetere le dimostrazioni viste a lezione adattandole al caso in esame.
Osserviamo che I’espressione definita di (p, ¢) soddisfa le proprieta del prodotto scalare
essendo bilineare, simmetrica e tale che (p, p) = 0 se e solo se Zivzl fabf p?(z)w(z)dz = 0.
Essendo quest’ultima una somma di quantita non negative puo essere nulla se e solo se
ciascuna di esse & nulla e quindi se e solo se p(z) & nullo su tutti gli intervalli [a;, b;].
Questo accade se e solo se p(z) & identicamente nullo. Inoltre per la definizione data
vale (zp(z),q(z)) = (p(x),zq(x)). I polinomi po(z),p1(z)...,pn(x), che si ottengono
ortogonalizzando 1, z,z2,...,z" col procedimento di Gram-Schmidt, sono ortogonali e
tali che grado(p;(z)) = 1.

a) La proprieta del prodotto scalare (xp(x),q(z)) = (p(x),zq(x)) & sufficiente,
indipendentemente dalla natura del prodotto scalare, a dimostrare la validita della
relazione a tre termini. Infatti, i polinomi p;(x), per i = 0,...,n, avendo grado
0,1,...,n, sono linearmente indipendenti quindi costituiscono una base di P,,. Quindi
se g(z) & un polinomio di grado m < n si pud scrivere come g(x) = > 1", aspi(x) per
a; € R, per cui (pn,q) = 0. Questo ci permette di dimostrare la relazione a 3 termini.
Infatti essendo po, ..., pn base di P, si puo scrivere

n
DPnt+1 = Bnxpn + Z oup;.
=0

Moltiplicando scalarmente per p; e usando l'ortogonalita e il fatto che (zp(z), ¢(z)) =
(p(z), zq(x)) segue la relazione a tre termini.

b) Gli zeri sono tutti reali come si pud dedurre dal fatto che essi sono autovalori di
una matrice tridiagonale irriducibile e simmetrica. Tale matrice si ottiene simmetriz-
zando la matrice che definisce la relazione a tre termini dato il fatto che gli elementi
sopra- e sotto-diagonali hanno lo stesso segno. Inoltre gli zeri hanno molteplicita 1
poiche la matrice tridiagonale di cui questi zeri sono autovalori ha rango almeno n — 1.

La proprietd che tutti gli zeri siano in Z = U, (a4, b;) & falsa in generale come
dimostra questo controesempio. Siano a1 < b1 <0 e bo = —a1, a2 = —b1, w(z) = 1. In
questo caso p1(z) = z & ortogonale a po(z) = 1, inoltre p;(z) si annulla in 0 che non
appartiene al dominio. In particolare, per questo prodotto scalare, i polinomi di grado
pari presentano solo potenze pari di x e quelli di grado dispari presentano solo potenze
dispari di z. Quindi tutti i polinomi di grado dispari si annullano in 0.

In effetti la dimostrazione fatta nel caso standard per dimostrare che tutti gli zeri
stanno in (a,b) non funziona in questo caso piu generale. Infatti, pur essendo vero che
il polinomio che si costruisce moltiplicando p,(x) per i fattori di grado dispari relativi
agli zeri interni al dominio non cambia segno in ciascun intervallo, puo accadere che
questo segno sia diverso da intervallo ad intervallo. Cid non garantisce che la somma
degli integrali sia non nulla. Il cambio di segno ci puo essere se nella parte compresa
tra due intervalli consecutivi ¢’¢ un numero dispari di zeri di p,(x), come accade nel
controesempio mostrato.

La dimostrazione del caso standard puo essere adattata per dimostrare che nella
parte compresa tra due intervalli contigui p, () ha al massimo uno zero e che i rimanenti
zeri stanno in Z = U, (a4, b;). Dimostriamo questo fatto. Supponiamo che in qualche
intervallo [b;, a;+1] il polinomio p(n) abbia piu di uno zero. Allora costruisco un
polinomio g(z) che ha per zeri tutti gli zeri di p,(x) negli intervalli (a;,b;) e uno zero
di pn(x) nell’intervallo [b;, a;+1] nel caso in cui py(z) dovesse avere un numero dispari,
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maggiore di 1, di zeri in [b;, a;41]. E evidente che se assumiamo Desistenza di 2 o piu
zeri in un intervallo [b;, ai+1], il polinomio g(x) ha grado minore di n. Per cui deve
essere ortogonale a p,(z). D’altro canto, per costruzione il polinomio ¢(z)p,(x) non
cambia segno in ciascun intervallo (as, b;), inoltre se g(x)pn(z) dovesse annullarsi in
[bi, Gi+1], si annulla un numero pari di volte. Quindi il segno di g(x)pn(z) & lo stesso in
tutti gli intervalli (a;,b;) per cui S, f;: q(2)pn(z)w(x)dz non pud essere nullo.

c) La dimostrazione della formula di Christoffel-Darboux si basa unicamente sulla
relazione ricorrente a tre termini che nel nostro caso e soddisfatta; la proprieta di
ortogonalita discreta si ottiene direttamente dalla formula di Christoffel-Darboux;

d) Siano x1,...,%n4+1 gli zeri di pny1(z), per cui per la formula di ortogonalita
discreta possiamo scrivere

n+1
(q(x),s(x)) =Y qlaw)s(zr)ow
k=1
per opportuni oy, e per ogni ¢, s polinomi di grado al piu n. Allora, dato un polinomio
B(z) di grado al pitt 2n + 1, possiamo scrivere B(z) = ppy1(z)g(z) + r(z) dove g(x)
¢ il quoziente e r(x) ¢ il resto della divisione di B(x) per pn+1, in particolare, r(x)
ha grado al pitt n e g(z) & tale che B(x;) = r(z;), per i = 1,...,2n + 1. Vale allora
>N, fab: B(z)w(z)dr = N | f:: prt1(z)g(z)w(z)de+ SN | f:z r(z)w(z)dz. 1l primo
addendo si lascia scrivere come (pn+1,q), per cui il prodotto scalare & zero essendo
Pn+1 ortogonale a g(x) che ha grado al pitt n. Inoltre, poiché il grado di r(z) & minore
di n + 1, il secondo addendo si pud scrivere come (r, 1) per cui pud essere scritto come
>N fab: r(z)w(z)de = S r(zk)wy = S0 Bz )wy. Per cui la formula integra
esattamente polinomi di grado al piu 2n + 1 quindi il suo grado di precisione & 2n + 1.
bl) La proprieta 1 & vera. Infatti se per assurdo ci fosse un intervallo (ay, by) che
non & ricoperto da zeri di polinomi ortogonali, scegliendo f(x) continua su Z, positiva
su (ak,bx) e nulla altrove, allora approssimando [, f(z)w(z)dz con una formula di
integrazione Gaussiana, si otterrebbe valore nullo qualunque sia il grado n, mentre
I'integrale di f(x) sarebbe non nullo. Questo da un assurdo poiché la funzione f(z) sul
compatto Z puo essere approssimata da un polinomio con precisione arbitraria.

e) La proprieta ¢ falsa. Come controesempio basta osservare che per N = 2, e
b1 = a2, il prodotto scalare in esame coincide col prodotto scalare standard su [a1, be].
Per cui se z1 < 2 sono gli zeri di p2(z) basta scegliere by = a2 non appartenenti a
[x1,x2] per avere lassurdo.

Risoluzione dell’esercizio [2]

a) B

xz — 10 1
1 r—10 1

:L‘Ik—Tk:

. 1
1 z-10

Per k=1 e det (x I — T1) = x — 10. Applicando la regola di Laplace all’ultima riga si
ha per k > 2

det (.’L‘ I, — Tk) = (JJ — 10) det (CL‘ Ip_1 — Tk_l) — det (a: Ip_o — Tk_z).
Quindi i polinomi pg(x) soddisfano la seguente relazione a tre termini

pe(x) = (x — 10) pr—1(x) — pr—2(x), con po=1, pi(z)==x—10.
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e si ha
pa(z) = (& —10)> — 1, ps(z) = (z — 10)® — 2(z — 10),

b) Per vedere se questi polinomi sono ortogonali rispetto al prodotto scalare

< piypr >= / w(@) pi(e) pr(x) de

per un’opportuna funzione peso w(x) e un opportuno intervallo [a,b], si nota che
facendo il cambiamento di variabile 2y = z — 10 e ponendo px(2y + 10) =: ux(y), la
relazione a tre termini diventa

ur(y) = 2yur—1(y) —ur—2(y), con wo=1, wui(y)="2y.

I polinomi cosi definiti sono i polinomi di Chebyshev di seconda specie ortogonali
sull’intervallo [—1,1], cioe ux(y) = Uk(y). Si ha quindi a = 8, b = 12, w(z) =
(1= ((10 = 2)/2)*)'/? e pi(x) = Us((z — 10)/2).

Risoluzione dell’esercizio [3l
a) I ¢i(x) sono i polinomi ultrasferici relativi alla costante o = 2. Per il teorema 21,
posto s;(x) = (2% — 1)""2, si ha

d si(z) <~ (i (i + 3)2 (14 )
dei w(z) ; <J> TG +3)0(—j+3) (I—z)"7(1+4x)

(i (i +2)12 - :
= | = — IL—a)(1+az). 19
; (]) GHoli—jsz Lo 7+ (19)
I polinomi ultrasferici corrispondenti sono

C et w(z)’

wi(z) =4

dove le 3; sono costanti. Per fissare dei valori convenienti delle 3; si impone la condizione
che ¢;(1) = 1. Per = 1 nella sommatoria (19)) tutti i termini si annullano eccetto
quello per j = i, quindi

P AN () | i o 1
= <>(+2)22 =8 +2/27 e = gy

b) I primi due polinomi di calcolano direttamente

po(x) =1, ¢i(z)==z.

Per calcolare i polinomi successivi, conviene determinare prima la relazione a tre termini,
che sara della forma

pi+1(z) = 2Ait19i(z) — Cipi-1(z),
in quanto Bjy1 = 0 per i polinomi ultrasferici. Imponendo la condizione che ¢;(1) =1
per ogni ¢ si ha

Al‘+1 — Cl =1.

Inoltre e
1

, dove h;=(—1)'a ,Bii!/ si(z) dx.

—1

ai—1 hg
a; hi—1

Ci=Aipa
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Quindi

; /jl si(x) dx

2(i +2) /_1 ser(@) da '

1

Ci=—Ain

Dalla relazione

%((gg2 — 1)) = (20 +4) (2" — 1) + (20 + 5) (2 — 1)

si ricava

[(aﬂ - 1)i+2x] 171 = (24 +4)/

—1

1 1

(2 — 1) da + (20 + 5)/ (z® — 1) da,

—1

cioe L L
(26 +4) / si—1(z)dz + (20 + 5) / si(x)dx =0,
1 -1
quindi
7 2i+4 )
i = Ay - - =Aiv1 o——.
¢ Toi+2) 2i+5 2+ 5
Allora %45 ]
i )
A'L — T — 7 .
n=%55 ° =33

La relazione a tre termini risulta
(i +5) piv1(x) = (20 + 5) z pi(x) — i pi-1(@).
Quindi i primi polinomi ortogonali sono

Tr2 -1 33—z
wo(z) =1, ¢i(z) =z, @2(z)= e ps(a) = —5—.

c) I polinomi di grado minore o uguale a i + 2 che si annullano in 1 e in —1 possono
essere scritti nella forma

pita(z) = (2° = 1) gi(2),
dove ¢;(z) & un opportuno polinomio di grado i. Quindi il prodotto scalare definito su
V risulta

< pi(@),p;(x) >:/1pi(ﬂc)pj(fr) dw:/ (@% = 1)%qi-2(2) gj—2(2) dz.

—1

Ne segue che i @;(z) visti sopra costituiscono una base ortogonale per V.

Risoluzione dell’esercizio [l
a) B go(z) =1, quindi fi(z) = ¢1(z). Dalla relazione a tre termini per i polinomi
monici ¢;(x)
pit1(z) = (z + Bi)pi(z) — Cipia (), i>1,
in cui C; =< pi(x),pi(z) >/ < pi—1(x), pi—1(z) > & strettamente maggiore di 0, si
ricava che
fini(@) = (@ + Bi) = Ci/ fi(x), i=1,

quindi le costanti richieste sono proprio quelle che valgono per la ricorrenza dei o;(x).
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b) Da questa relazione risulta evidente che se f;y1(z) si annulla in z;, non &
possibile che anche f;(z) si annulli nello stesso punto. Poiché

fioi() =1+ Cifi(x)/f(x), con fi(z)=1,

risulta che per i > 1 & f{,(z) > 0 in ogni intervallo (c;, ;) in cui fiy1(z) & definita.
La fi+1(z) ha gli stessi zeri della ¢;4+1(x), cioé ne ha esattamente ¢ + 1. Siano z1,...,;
gli zeri di ¢;(z), che dalla teoria sappiamo essere tutti reali e distinti. Quindi nei
sottointervalli (—oo, z1), (z1,22),..., (®i—1), (zi,+00) la fi+1(x) & crescente, quindi si
annulla in ciascuno dei sottointervalli. Ne segue che gli zeri della ¢;(x) separano gli
zeri della f;+1(x) e quindi della p;11(x).

Risoluzione dell’esercizio [5l
a) Poiché W(z) & simmetrica si ha

. = [ Paw@aew? w=( [ euw@re” a)’ = @r".

b) La simmetria segue dal punto a). Sia poi v € R™ con v # 0. Allora

v Vo = / v P(x)W (z)P(x)" v dx = / y(x)" W(z) y(z) dr,

dove y(x) = P(z)T v. Per ogni x € [a,b] la matrice W (z) & definita positiva, quindi
y(2)T W(z)y(z) > 0. Ne segue che v"Vov > 0. Inoltre, se det P(x) #Z 0 & y(z) # 0
per ogni z e quindi vTVwv > 0.

Inoltre, se P(xz) = O per ogni z € [a,b] ¢ V = fab 0 dz = O. Viceversa, se V = O
e ff P(z)W (z)P(z)T dx = O. Poiché W (z) & definita positiva per ogni = € [a,b]
per cui P(z) # O, & P(z)W(z)P(x)T > 0. Dalla continuita della forma quadratica
P(z)W(x)P(z)T segue che 'integrale pud venire nullo solo se P(x) = O per ogni .

c) Per Ac R™*™ ¢

b b
(AP, Q) = / AP()W (2)Q(2)" do = A / P)W(2)Q(x)" dz = A(P, Q).

Le altre relazioni si dimostrano in modo analogo.

d) Seguono dalla linearita degli operatori.

e) Pj(z) & una matrice di ordine m i cui elementi sono polinomi di grado minore
o uguale ad n, e in particolare gli elementi principali hanno grado n. Quindi det P;(z)
¢ un polinomio di grado m - n che si pud annullare in al pit m - n punti. Per la (b) &
vV >ao.

e) (alternativo) E Py(z) = In, quindi (Py, Py) = ff W (z) dz > 0 in quanto W (z)
¢ definita positiva (il suo determinante & > 0). Per j > 0 & Pj(x) = 2/ I, + pj—1(z),
dove p;—1(x) pud essere scritto come combinazione lineare dei P;(z) peri=1,...,5—1,

Jj—1
ciot pj—1(x) = > H;P;(z). Per la linearita del prodotto scalare e ortogonalita dei
i=0

. 371 .
(P}, Pj) = (@' I, P;) + Y Hi(P;, P) = (@' Im, Py),
i=0
e poiché (zP,Q) = (P,zQ) risulta (P;, P;) = (Im,x" P;) = (Py,x? P;). Adesso scri-
viamo il polinomio monico z’ Pj(z) di grado 2j come combinazione dei P;(z) per
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1=0,...,2j. Ne segue che (P;, P;) = (Py, APy) per una opportuna A che non dipende
da z, quindi (P;, P;) = f; W (z)AT dz. Ma (P;, P;) # O perché P;(z) # 0. Inoltre
(P;, P;) deve essere una matrice simmetrica semidefinita positiva, quindi A deve essere
una matrice scalare con diagonale positiva. Percid (P;, P;) risulta definita positiva.

f) Siapplica il procedimento di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt alla sequenza
di polinomi #71,,, j > 0, definendo Po(z) = I, e per j = 1,...,n

Pi(2) = @' I = (& Ln, PI)(Pi, Pi) "' Pi(a). (20)
1=0

Per induzione si dimostra che il polinomio P;(z) cosl ottenuto & monico di grado j,
infatti la sommatoria non altera x’I,,. Inoltre se k < j per linearita e

j—1
(Pj, Py = (27 L, Pi) = Y (@’ In, P)(P;, P,) "' (P;, Py),

i=0
incuiperi, k<j—1¢& (P, Py) = Insei=k, O altrimenti. Quindi
(Pj, Py} = (2" Im, Pi) — (&’ Im, Py)( Py, Py) ™" (P, Py) = O.

g) Pj(z) & ortogonale ad ogni polinomio pg(z) di grado k < j. Infatti pg(z) puod
essere scritto come combinazione lineare dei polinomi ortogonali P;(z). Poi si sfrutta
la linearita del prodotto scalare e 'ortogonalita.

h) Per la &
Py (z) = @, — (x' I, Po)(Po, Po) ™" Po(x)

— 2l —/abxW(x) do (/abW(oc) ar) .

Per j > 1 il polinomio Q(x) = Pj+1(x) — z P;j(x) ha grado minore o uguale a j, quindi
puo essere scritto come combinazione lineare

Q(z) = Z H; P;(x)

N

e per k S ] si ha <Q,Pk> = H1<P“Pk> = Hk<Pk,Pk> Ma

0

(Q, Px) = (Pjt1, Px) — (z Py, Py),

7

eper k<j—2siha
Hy(Py, Py) = (Pjy1, Px) — {(x Pj, Px) = O,
quindi Hy, = O per k=0,...,j — 2 e resta solo
Q(z) = H;Pj(x) + Hj-1P;-1(x),

cioe
Pjta(z) = (ZC Im + Hj) Pj(x) + Hj-1Pj—1(x). (21)

Si ha
H;(P;, P;) = (Q, Pj) = (Pj11,Pj) — (x Pj, Pj) = —(x P}, Pj)
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Hj_1(Pj—1,Pj—1) = (Q, Pj—1) = (Pj+1, Pj—1) — (x Pj, Pj_1)
=—(@ P, Pj1) = —(Pj,x Pj1).

Esprimendo il polinomio z P;_; di grado j come combinazione lineare dei polinomi
ortogonali fino al grado j si ha (P;,z Pj_1) = (P;, P;). Quindi

Hj=—(xP;,P)(P;,P)"", Hj 1 =—(P;,P;)(Pj1,Pj1)" " (22)

k—1 |
i) Posto Py = "I, + 3. o' H; per k > 0, &
1=0

k-1
O = (Py, Po) = (" In, In) + > _ &' (Hi, I'm)
=0

k—1 k—1
= (@ I, T) + Y Hi(@' T, In) = pux + > Hi pus,

i=0 =0
dove p; = (@', In) = f: 2' W (z) de. Moltiplicando per 7, con j = 1,...,k—1si ha
. k—1 . k—1
O = (@ L, In) + > Hi(@" I, Im) = piirs + > Hiprisj,
i=0 i=0
cioe
k—1
ZHiHi+j = —pktj, J=0,...,k—1
i=0

In forma matriciale &

[Ho, Hu, ..., Hy 1] A1 = = [ph, bt - -, k1]

dove
po M1 g1
K1 B2 HE
Ak_1 = . . . )
Hk—1 [k v f2k—4
quindi
[H(h H17 R kal] = - [Mkvuk+17 s 7,“/2]@*1] A];,ll
e
I,
k=1 z 1,
Py =" + ZIZHi =a"I,, — [t fret1s - - s p2k—1] Aty
i=0 :
2,

j) Da , moltiplicando a sinistra per P;(€)T(P;, P;)™" si ha

Pi(&)" (P, P;) "' Pija(x) = Pi(&)T (P, Py) (l‘ Im+H]-) Pj(x)+P; (&) (P, P) " Hj—1Pj_1 (),
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e analogamente
Py(2)" Py, Py) " Pisa(§) = Py(w)" (B, Pi) (€ L+ Hy ) Py(€)+ Py (@) (P, Pi) ™" Hyma Pya(€),
Sottraendo dalla prima la seconda trasposta si ottiene
Pi(€)T (P, Py) ™ Py () = Pisa(€)T(Ps, P) Py ()
= Pi(&)" (P, )" (z — &) Pi(w) + P ()T (<PJ7P> YHj — HJ (P;, P;)7") Py()

+P; (&) (P, ) H; 1 P 1 (z) — Pja (&) Hi_1 (P, ;)" ' Py(a).

Ma per la & (P, Py)" H; = HJ'T<PJ'7P]'> e (P, P)) "Hj—1 = H (P;,P;)"" =
—(Pj-1,Pj—1)"", quindi resta

(93— ) Pi(&)" (P, Py) " Py(x)
Pi()T(Py, P) ' P (z) — Pjsa(§)T(Py, Pj) "' Py(x)
Pi(&)" (Pj1, Pj1) ' Py (x) — Pioa(§)" (Pjo1, Po1) "' Pi(x).

Sommando su j i termini si elidono a due a due e si ottiene

ZP PJ’P> P(x):Pn(g)TUDnvPn>_1Pn+1(w)_Pn+l(£)T<Pn:Pn>_1Pn(x)~

Risoluzione dell’esercizio [6l
a) Verifico che le quattro relazioni che definiscono il prodotto scalare valgono

b b
(1) simmetria <p,q>://p(:c,y)Q(%y)W(w,y)dxdy
:/ / q(z,y) p(z,y) W(z,y) dz dy = {(q,p)
@) tnearith (1t o0 = [ [ (r00) +palen) ae ) Wasw) dody

b b b b
=/ / pl(m,y)q(w,y)W(w,y)dxder/ / p2(z,y) q(z,y) W(z,y) dz dy
= (p1,q) + (p2,9)
(3) prodotto per scalare (ap,q //ap z,y) q(z,y) W(z,y) dedy

b b
—a / / p(,y) (e, ) Wz, y) de dy = o (p, 4)

b
(4) positivita  (p,p) = / / pQ(x,y) W(z,y)dzdy > 0 e (p,p) = 0 se e solo se
p(z,y) =0.

b), ¢) Una base di ITj, & quella dei monomi "¢/ ~% peri =0,...,jej=0,...,k.
Quindi la dimensione di IT; & (k4 1)(k +2)/2.
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Sia a = fab f: W(x,y)dzxdy > 0 per ipotesi. Per semplicitd suppongo che i
polinomi di Vi siano normalizzati e dimostro per induzione che 'insieme V) ¢ uno
spazio vettoriale di dimensione k+1 formato, oltre che dallo 0 solo da polinomi di grado
k. Per k = 0 si definisce 11£ )( ) =1/ae Vo = span( ) Per k£ > 0 sia 'v( )( 2 Y)s
i=1,...,k+ 1, una base di Vj e si considera 'insieme dei k + 2 polinomi w(k+1)( . Y),
con w(k+1)( YY) = ;rv( )( ,y), per i = 1,...;k+1e wk+2 )(a: y) = yvigl(x,y).
A questo insieme, formato da polinomi linearmente indipendenti di grado k£ + 1, si
applica un procedimento di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt, ottenendo i polinomi

o (2, y), dove

7

k+1 k+1
o (@, y) = T (2,y),
eperi=2,...,k+2
i—1
k+1 k+1 k+1 k+1 k+1
t=w" (@) = > (Y WY E Y () oY =t /(1,8)
j=1

Poiché una combinazione lineare di polinomi ortogonali di grado k£ 4+ 1 non puo avere
grado minore di k + 1, i £+ 2 polinomi cosl ottenuti hanno tutti grado k£ + 1. Si
considera poi 'unione di tutti i polinomi UEJ) per j =0,...,k+1. Tale insieme contiene
(k4 1)(k+2)/2, e quindi costituisce una base ortogonale di IT;. Ne segue che i k + 2
polinomi ottenuti sopra sono sufficienti a generare Vi41.

La base di V41 ottenuta sopra non € unica (a meno di multipli scalari). Una base
diversa potrebbe essere ottenuta applicando il procedimento di Gram-Schmidt a partire
dall’insieme dei monomi o anche semplicemente cambiando 1’ordine dei w(kH)(x, y)-

d) Sisuppone per semplicita che i v'™ siano normalizzati, quindi ( (") Y”) =0jr.
Indicati con g;,5, ¢,j =1,...,n+ 1, gli elementi di una matrice ortogonale, e

n+1

u™ = Z gs 50"

¢ n+1 n+1
W™, u) = 3" qisare 0,0 Z Gi.j 4k = Gik.
J,r=1

e), f) Sia n il grado del polinomio ortogonale p(gv7 y). Se q(z,y) & un polinomio
di grado minore di n — 1, si ha

(xp,q //wpzy (z,y) W(z,y)dzdy

= /ab /abp(a:,y)xq(a?,y) W(z,y)dxdy = 0,

perché x q(z, y) ha grado minore di quello di p(z, y). Se ¢(z,y) & un polinomio ortogonale
di grado maggiore di n + 1, si ha

(xp,q //xpxy (z,y) W(z,y)dedy =0

perché z p(z, y) ha grado minore di quello di g(x, y) che & ortogonale. Relazioni analoghe
valgono per il polinomio y p(z,y).
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Si scrive il polinomio z p(x,y) di grado n + 1 come combinazione dei polinomi delle
basi ortogonali di Vi per k=0,...,n+1

n+1k+1

wpa,y) =D Y onges, con ang = (zp,v;”).
k=0 j=0

Quindi
n+1

n—1 n
LOVED SUSTILSES N LED DI
j=0 7=0 j=0

dove le tre sommatorie danno polinomi in V,—1, V,, € Vpy1.
g) Trascrivo la relazione precedente per il singolo polinomio v§n> di V,

n—1 n n+1
) = Sl Sl S

j=0 j=0 j=0
e considero la matrice Ay, il cui elemento (i,7)-esimo & aif}rlyj, per ¢ = 0,...,n,
j=0,...,n+ 1, la matrice By, il cui elemento (3, j)-esimo & O‘S,)j’ peri=0,...,n,
j =0,...,n, e la matrice C, il cui elemento (i,7)-esimo & aif)_l,j, peri=0,...,n,
j=0,...,n—1. In forma vettoriale si pone v™®) il vettore le cui componenti sono v§k),

per j=0,...,kesihapern>1
zo™ = A, oY £ B, ™ L ¢, 0D,

Pern=0¢
2@ = 400 + By v(0>,

in cui v® = cost.

L’unicita delle matrici cosi costruite dipende dal fatto che la relazione esprime x vé")

come combinazione lineare dei vettori della base v](.k>, j=1...,k+1,k=0,...,n+ 1.
I coefficienti della combinazione lineare sono unici.

h) Suppongo per semplicita che i polinomi ¢, (z) siano normalizzati per ogni
m. I polinomi ¢m = ©m () n—m(y), m =0,...n hanno grado n. Dimostro che sono
ortogonali ai polinomi di Il per k < n rispetto al peso w(z)w(y). Sia p(z,y) € I,
quindi

pla,y) =Y ' pr-i(y),
1=0

dove px—;(y) & un polinomio di grado al pit k — 4, per cui

k

(@m,P) = > _(om(@) en-m(y), =" pr—i(y))

1=0

T:l,:—l b b
= /gp (z)z w(z)dx/ On-m(y) Pe—i(y) w(y) dy
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k b ] b
+3 [ en@aw@)ds [ ern)piiw)wlo)

dove sono nulle le sommatorie il cui primo indice ¢ maggiore del secondo. I termini
della prima sommatoria sono nulli perché ., (z) & ortogonale ai polinomi z con i < m,
i termini della seconda sommatoria sono nulli perché ¢,_n(y) & ortogonale ai polinomi
pr—i(y) con i > m.

Dimostro infine che i ¢, sono ortogonali rispetto al peso w(z)w(y) per m =0,...n

(G ) = / / om (&) onm(y) 9r(2) Prr () w(z) w(y) de dy

b b
:/ Pm(z) or(z) w(z) dfv/ Pn—m(Y) pn—r(y) W(Y) dy = G,

Quindi g, per m = 0,...n costituisce una base ortogonale di V,.

Risoluzione dell’esercizio [T
a) A=VS segue da

j j
_ _ k_
a;j =pi(Ti) = ) DkjTi = )  SkjVik-
k=0 k=0

b) Si suppone che i polinomi siano monici e che quindi verifichino una relazione a

tre termini della forma
pi+1(z) = (z + Bj+1)pj(w) — Cjpj—1(z), dove Cj= i)
(Pj-1,pj-1)

La matrice T+ z [ tridiagonale di ordine n, dove T'=tridiag[—C}, Bj+1,—1],7=0,...,n
verifica la relazione

po(z) 0
p1(z) :
(T +=I) | . =1 -
: 0
pn() Prt1(2)

Quindi il vettore w; = [po(zi), ... 7pn(yci)]T & autovettore di T' corrispondente all’au-
tovalore x = x;. Si indica con U la matrice la cui i-esima colonna ¢ u;. Quindi
U=AT.

Poiché i C; sono positivi, la matrice diagonale D, i cui elementi principali sono
di = (p;,p;)*/?, & tale che la matrice M = D™'T'D & simmetrica. Gli autovettori di
M, normalizzati nella norma indotta dal prodotto scalare, sono i vettori ortonormali
wj = D™ u;/v;, con v; = || D™ 'u;||. Quindi la matrice W, la cui j-esima colonna &
il vettore w;, verifica la relazione WTW = I. Si chiama T la matrice diagonale i cui
elementi principali sono ;. Allora WTI' = D™'U = D7'AT. Sipone Q =T 'W'D™!,
con Dy =T""eDy=D"".

c) Sostituendo A =V S si ha D1V = QD;l,S'_l. Poiche S ¢ triangolare inferiore,
la matrice R = D; 'S~ ¢ triangolare inferiore, quindi QR rappresenta la fattorizzazione
QR di D1V. Questo suggerisce un algoritmo per il calcolo dei coefficienti dei polinomi
p;(z) nella base dei monomi a partire dai valori che i p;(z) assumono negli zeri z;,
1=0,...,2n di pryi(x) e dai fattori di normalizzazione h; = (p;j, p;):

(1) si costruisce la matrice di Vandermonde V;
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(2) con i fattori h; si costruisce la diagonale di D;

(3) si costruiscono i v; e la diagonale di Ds;

(4) si costruisce D1V e se ne calcola la fattorizzazione QR;
(5)

5) la matrice S cercata & R™1D.

Risoluzione dell’esercizio [8l

a) Per semplicita si suppongono i polinomi monici, ma cid che segue pud essere
esteso senza alterarne le conclusioni anche al caso che i polinomi non siano monici. La
successione p;(z), i =0, ...,n, costituisce una base dello spazio P, e vale (p;(z), ¢(z)) =
0 per ogni polinomio ¢(z) di grado minore di i.

Dimostriamo dapprima che se (zp(z),q(x)) = (p(x),zq(x)) per ogni coppia di
polinomi in P, di grado al piu n — 1, allora la successione soddisfa una relazione a tre
termini. Infatti p;41(z) per ¢ > 1 puo essere espresso nella base po(z), ..., pi(z), zp:(z)
nel modo seguente

pis1(z) = aopo(x) + ... + ipi(z) + zps(2)
e vale
(pj (@), piv1(2)) = ao(p;(x), po(x)) + ... + ai(p;(x), pi(x)) + (p;j (x), zpi(z))
= a;(p;(x),p; (2)) + (p;(x), zpi(x)).

Se j <i—2¢ (pj(x),zpi(x)) = (zp;(x),pi(x)) = 0 e (p;(z),piy1(x)) = 0, per cui
a; = 0. Resta

pit1(z) = (z + oi)pi () + ati1pi-1(x).
Viceversa, dimostriamo che se la successione soddisfa una relazione a tre termini,
allora (zp(z),q(z)) = (p(z), zq(x)) per ogni coppia di polinomi in P, di grado al piu
n — 1. Per linearita basta dimostrare che la proprieta vale per i polinomi p;(z), cioé
che (zpi(z),p;(z)) = (pi(x),zpj(x)). Per simmetria, basta dimostrarlo per i < j — 1.
Procedendo per induzione si suppone che la relazione valga per i < j —2. Peri=j—1
&

(zpi(2), p;(x)) = (xpi(2), pit1(2))
= (z((z + ai-1)pi-1(2) + ai—2pi—2(2)), pi+1(2)) = (2°pi=1(x), pit1(2)).

Esprimendo il polinomio z?p;_1 (z) di grado i+1 in termini della base po(z), . . ., pi+1(z),
risulta che

(@pi—1(2), pit1(2)) = (pis1 (@), pis1 (@)).
La relazione

(pi(x), zp;(x)) = (pi(z), 2pis1(x)) = (Pit1(x), pis1(x))

si dimostra in modo analogo.
b) Posto

pz) =Y pa's ql@) =) qa',
=0 1=0

(p(x),q(@) => > pig;(a’,a’) = p" Hq, dove hi; = (a',27).

i=0 j=0
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La matrice H & simmetrica per la simmetria del prodotto scalare. Inoltre & definita
positiva perché
0 < (p(z),p(x)) = p" Hp, per p+#O0.

La dimostrazione che I’applicazione che associa alla coppia (p(z),¢(x)) il numero reale
pTHg, in cui H & una matrice simmetrica definita positiva, & un prodotto scalare, &
una verifica diretta delle proprieta di positivita, di simmetria e di bilinearita.

c) Sie visto al punto (a) che se i polinomi ortogonali verificano la relazione a tre
termini, allora (zp(z), ¢(z)) = (p(z), zq(x)). Quindi per ogni i e j &

hij = (', a’) = (@' = hic1 i,

per cui la H ha uguali gli elementi sulle parallele alla diagonale secondaria, cioe & di
Hankel.
d) Siha

)=> pi&, a&)=>_ €,
=0 =0
per cui
(p(x ZZMJ qusz Zijqué&l.

=0 7=0 7=0 k=0

Anche in questo caso si puo scrivere

(p(x),q(x)) = p" Hg, dove hy = > &l&f

=0

Per questa matrice H valgono le stesse proprieta che per quella definita al punto (b),
in particolare che in questo modo si € definito un prodotto scalare. Inoltre si ha

(xp(z Zfz (&i)q(&) = Zp £:)6iq(&:) = (p(z), zq(x)),

e questo, per quanto dimostrato al punto (a), ¢ sufficiente per dire che i polinomi
ortogonali relativi al prodotto scalare cosi definito verificano una relazione a tre termini.

Risoluzione dell’esercizio

Si da un cenno di due risoluzioni diverse.

Prima risoluzione. Si ponga t = x 4+ ™' e si osservi che "™ 427”71 = (2" +
27"t — 2"t — 27" !, Procedendo per induzione su n si deduca che 2™ + ™" & un
polinomio in ¢ di grado n. Si osservi poi che essendo x reale, risulta t = x + 2~ > 2,
inoltre t = t(x) & crescente per |z| > 1 e decrescente per |z| < 1. Da x4+ 2z~ ' =t segue
x? —tx+1=0percuiz=(t+12—4)/2ex=2/(t+ /12 —4). Si definiscono allora
p(t) = p(x(t)). Per quanto si & osservato queste funzioni sono polinomi di grado n in ¢,
inoltre p(¢) & monico se p,(x) & monico.

Inoltre, essendo a,b > 1, col cambio di variabile t = x + =1 vale

/p(w)q(w)w(w)dm:/A p(t)g(t)w(t)dt

cond=a+ab=b+b"ew(t) =wt+t")/(1—at)2) >0 con x(t) =
(t + vt? — 4)/2 che & invertibile su [a, b] e vale z(t) = (t + V12 — 4)/2.
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Segue allora che p,(t) sono polinomi ortogonali classici e le loro proprieta si
estendono quindi a pn(z) = pn(x + ™). In particolare, poiché P, (t) ha n zeri reali

(n) 7

distinti 7;" € (@,b), i = 1,...,n, allora p,(z) ha n zeri reali distinti in (a, b) che sono

e = (Ti(") + 4/ - 4) /2, oltre ai loro reciproci in (1/b,1/@); La relazione a tre

termini soddisfatta dai p, (t) implica che i py(z) soddisfano ad una relazione del tipo
Pr+1(z) = (Ans1(z + 37_1) + Bn+1)pn(z) — Cnpn-1(),

con A,41 = 1. Vale quindi la separazione degli zeri (per la proprieta di monotonia di
t(x) nell’intervallo [a, b]), la proprieta di ortogonalita discreta, la formula di Christoffel-
Darboux, ecc.

Se 0 < a < 1< b, lafunzione ¢t(z) = £+ 1/x non & invertibile, e le proprieta dei polinomi
ortogonali classici in generale non valgono. Ad esempio, con w(z) =1,a=1/2e b =2,
vale po(z) = 1, p1(z) =z + 27! —a con a > 0. Poiché p;(z) ha due zeri £ > 1 e 1/¢,
non pud avere un solo zero nell’intervallo (1/2,2).

Possiamo comunque scrivere il prodotto scalare nel modo seguente

b 1 b
/ p(2)g()w(z)ds = / p(@)g()w(z)ds + / p(2)g(z)w(z)dz

poi possiamo fare il cambio di variabile ¢ = = + 2~ ! avendo 'accortezza di usare
Pespressione della funzione inversa z_(t) = (¢t — v/t — 4)/2 per il primo integrale e
z4(t) = (t + Vt? — 4)/2 per il secondo per cui si ottiene

/2 CpOat @t + / BT D(H)dE

dove @(t) = w(z—(t)/(1 —z-()7%) e W(t) = w(w4(1)/(1 - 24(t) %)

Seconda soluzione. Si procede ripetendo e adattando le dimostrazioni date nel caso
standard. I polinomi di Laurent ortogonali esistono perché sono ottenibili in modo
costruttivo mediante ortogonalizzazione di G-S. Sono linearmente indipendenti perché
di grado diverso. Per dimostrare la relazione a tre termini si scrive

Prii(x) = (z+ 2 pn(z) + Z aipi(a)

dato che (z427')pn(x) & polinomio di Laurent di grado n+1. Si moltiplica scalarmente
per pi(z), k=0,1,...,n esi ha

0= (pr,Pnt1) = Ok, (@ + 2~ )pn) + ar Pk, pr)

Inoltre vale (px, (z + 27 )pn) = (& + 27 )pk, pn), e, poiché (z 4+ z7)(z* + 27%) =
2 7 42 7] prodotto (2 + 27! )pr & un polinomio di Laurent di
grado k + 1. Allora per la proprieta di ortogonalita risulta ax =0 per k=0,...,n — 2.
Da cui la relazione a 3 termini.

Per la proprieta degli zeri si ragiona come nel caso standard. Occorre premettere
che gli zeri di p,(z) sono in coppie &,1/€. Supponiamo per assurdo che in (a,b) ci
siano meno di n zeri di pn(x). Denotiamo con 11,...,n, quelli di molteplicita dispari.
Costruisco q(z) = Hle(:v —ni)(z™' —nx) che & prodotto di polinomi di Laurent quindi
¢ polinomio di Laurent di grado k < n. Per 'ortogonalita deve essere (g, pn) = 0. Pero

70



sull’intervallo [a, b] il prodotto p,(z)g(z) non cambia segno e non & identicamente nullo.
Questo conduce ad un assurdo.
In modo analogo si procede con le altre proprieta.

Risoluzione dell’esercizio [10]
a) I polinomi po(z),p1(z),...,Pn—1(x),2*pn_2(z) sono linearmente indipendenti
avendo grado 0,1,2,...,n. Quindi costituiscono una base per P,, e si puo scrivere:

() = an®’pr—2(2) + @n-1Pn—1(x) + an—opn—a(x) + - - - + aopo(z).

Moltiplicando scalarmente per pi(x) per k < n si ha

0= (pr,Pn) = an(Pis 2°Ppr—2) + ar(pr, pr)-

Poiche (px, 2°pn—2) = (2>pk, Pn—2) € (&P, pn—2) = 0 se k+2 < n—2 essendo il grado
di ?ps, minore di n — 2, ne segue che ar = 0 per k < n — 4 quindi

Pn(2) = an-1Pn-1(2) + (@n2” + an-2)Pn—2(2) + an-3pn—3(r) + an-app—a(z).
In particolare si ottiene

<x2pn727 pn72>

An—3 = —Qn
(Pn—i> Pn—i)

, 1=1,2,3,4.

b) No, la struttura di Hankel non ¢ mantenuta. Infatti se la proprieta (z**1,z7) =
(xi,xj“) fosse verificata per ogni ¢,j = 0,...,n — 1, allora per bilinearita varreb-
be (30 aiz' !, 2o bjry = (30, aix’, 2o bjziTh) e quindi varrebbe per ogni
f(x),g9(x) € Pn. Deve quindi esistere (i,j) tale che (z‘*!, z7) # (z*,z7*!) quindi
hit+1,5 7# hij+1 e la matrice perde la struttura di Hankel.

La condizione (z?2*, 27) = (2%, x?27) implica che hit2,; = hi j+2. Questa & 'unica
struttura che si conserva oltra alla simmetria. In particolare, le sottomatrici H1,1 =
(h2i—1,2j—1), H22 = (h2i,25), Hi2 = (h2i—1,25), H21 = (h2i2j—1) sono di Hankel.
Quindi, permutando righe e colonne di H con una permutazione dispari/pari oppure
pari/dispari si ottiene una matrice formata da quattro blocchi di Hankel del tipo

Hll H12
HI, Hy |-

Poiche se f sono i vettori dei coefficienti dei polinomi f(x) e g(x) vale (f(z), g(x)) =
fT Hg, basta considerare una matrice H con la struttura descritta sopra che sia definita
positiva e definire il prodotto scalare come sopra.

Una matrice H definita positiva con le proprieta descritte si pud costruire consi-
derando una qualsiasi matrice derivante da un prodotto scalare di tipo integrale, ad
esempio la matrice di Hilbert, e per un k fissato perturbando gli elementi hx—2; k+2i
per tutti i valori di ¢ consentiti. Se la perturbazione e sufficientemente piccola in
valore assoluto, si ottiene ancora una matrice definita positiva per la continuita del
determinante.

Alternativamente, per n pari si puo definire Hiy = H232 uguali alla matrice
di Hilbert, Hi» = H3; = 0. In questo caso vale la proprieta (z°p(z),q(z)) =
(p(x), z%q(x)), inoltre (1,z?) = fol zdzx mentre (x,z) = fol 1dz quindi (1,z2) # (z, x).
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¢) Calcolando il determinante di Hy(x) con la regola di Laplace sull’ultima riga
di H,(z) si ha det Hy(z) = > z'(—1)"""d;, dove d; sono i determinanti delle
sottomatrici ottenute cancellando I'ultima riga e la colonna ¢ + 1-esima, per ¢ = 0,...,n.
Per cui (z*,det H,(z)) = 31 (2, 2") det H,,(z) = det H(z) dove H(z) & la matrice
ottenuta da H(z) sostituendo I'ultima riga con [(z*,z°%),..., (¥, 2™)]. Ma questo &
nullo per £ =1,...,n — 1 poiché I'ultima riga coinciderebbe con la k-esima. Per cui
risulta (z*, det Hy,(z)) per k =0,1,...,n — 1 e quindi det H,(z) = pn(z).

d) (-,-,)" & prodotto scalare poiché & forma bilineare ed & definito positivo essendo
(p,p) = (p+(x),p+(x)) + (p—(z),p—(x)) > 0 come somma di quantitd non negative,
ed & nullo solo se i due addendi sono nulli, cioé solo se p(z) = 0.

Vale

(@”p(2), q(x))" =(2"p+ () + 2(2p-(2%)), ¢+ («%) + wq- (%))’
( (

(
(xp+(2), g+ (2)) + (zp—
(
(

P+ (), J9q+( )+ (p (w),wq
p(z),2%q(x))’

Posto p(z) = 1 e q(z) = = vale (zp(z), ¢(x))’ = (z,z)’ = (1,1), mentre (p(x), zq(z)) =
(1,2%) = (1,z) T due prodotti scalari sono diversi se (1,1) # (1,2), cid accade ad
esempio con [a,b] = [0,1] e w(z) = 1.

e) Si basta considerare la matrice A di Hessenberg inferiore pentadiagonale con
elementi sopradiagonali uguali a —1, diagonali uguali a ¢;, sottodiagonali uguali a
a; x> + b; e nelle due sottodiagonali successive uguali rispettivamente a d; ed e;. Posto
v=[po(x),...,pn1(x)]T, vale Av = p,(2)e,. In particolare gli zeri di p, () sono gli
zeri di det A.

Risoluzione dell’esercizio [11]

1=2 L’ortogonalita di p1(z) = A1z + By e po(z) = Ao implica che (By, Ag) =
0 da cui By = 0. Induttivamente, supponiamo che B; = 0 per i« = 0,1,...,n.
Dimostriamo che B,+1 = 0. La proprieta B; = 0 implica che per ¢ = 0,...,n vale
pi(x) € Pt seié pari, p;(x) € P~ sei & dispari (si veda anche I'implicazione 2= 3). Per
cui per Portogonalita di P e P, dall’espressione By11 = —An+1{xpn, Pn)/(Pn, Pn)
segue Bny1 = 0.

2 = 3 Si procede induttivamente. La proprieta vale per po e pi. Assumendo
valida la proprieta per p; per i = 0,1,...,n si dimostra per n + 1. Dalla relazione a tre
termini

Pr+1(2) = TAnt1pn(z) — Crpn-1(2)
se n & pari allora per ipotesi induttiva p,(x) ha monomi con potenze pari quindi
ZAn+1pn(z) ha monomi con sole potenze dispari cosi come p,_1 per cui p,+1 ha
monomi con sole potenze dispari. Si procede in modo analogo se n & dispari.

3= 1 Siano r(z) € Pt e s(x) € P~. Rappresentando r(z) e s(x) nella base dei
polinomi ortogonali si ha che r(z) & combinazione lineare dei p2;(x) mentre s(z) &
combinazione lineare dei p2i+1(z). Dall’ortogonalita dei p;(z) segue (r(z),s(z)) = 0.

Se fosse ab > 0, ad esempio a = 0,b > 0, allora i polinomi z e 1 essendo non
negativi sull’intervallo non possono essere ortogonali.
Vale

b

0 b
(p2:(2), pas (2)) = / i) 05 () (e)dx = / i)y (e () dat / i)y () () dar.

a
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Facendo il cambio di variabile 22 = ¢ si ottiene

(p2i(x), p2;(2)) = /Oa SOi(t)‘Pj(t)W(Q%/\?) wéﬁ)dt.

Per cui i polinomi ¢; risultano ortogonali su [a, ZA)] cona=0,b= max(a?, b?) rispetto
al peso W(t) = Ijp2jw(—V1)/(2VE) + Ijgp2jw(Vt)/(2V/1), dove Ijay & la funzione
indicatrice dell’intervallo [a,b]. Analogamente, per i polinomi pa;11(z).

Per semplicitd normalizziamo i polinomi in modo che siano monici e A; = 1. La
relazione

b2
ﬁ+£ i()s (1)

pit+1(z) = zpi(z) — Cipi—1(x)
puo essere riscritta come
2P (2%) = 2pm(2%) — CommPm—1(2?), i=2m
om(2?) = 22 Pm-1(2?) = Com-1pm-1(2%), i=2m—1

da cui

Y (t) = pm(t) — ComtPm-1(1)

om(t) = tm-1(t) — Com-19m-1(t)
Sostituendo @m (t) = ¥Ym (t) + Comtm—1(t) nella seconda equazione si ottiene
)

'Z/}m(t) + C2mwm—l(t - twm—l(t) - CQm—l('lpm—l(t) + CQm—Q'l/}m—Q(t)

da cui
Ym(t) = (t — Com — Com—1)Ym—1(t) — Com—-1Com—2¢m—2(t)

Analogamente,

Om+1(t) = (t — Coms1 — Com)om(t) — CamCom—10m—1(t)

2i+1 ortogonale a 27, la matrice dei momenti H = (u4;) ha elementi

nulli se i+ j & dispari. Per cui mediante una permutazione di righe e colonne che porta
in testa gli indici 0, 2,4,6,... e in coda gli indici 1, 3,5,7,... la matrice si trasforma in
una matrice diagonale a blocchi con blocchi diagonali di Hankel. I due blocchi diagonali
definiscono il prodotto scalare dei polinomi ¢;(t) e ¥;(t).

Essendo

Non & possibile che i polinomi ¢;(t) e ¥;(t) godano di analoghe proprieta. Infatti
essi sono ortogonali sull’intervallo [a, i)], dove ab = 0 mentre si & visto che & necessario
che gli estremi dell’intervallo abbiano prodotto negativo.

Un’altra motivazione & nel fatto che gli analoghi dei termini B; nella relazione a
tre termini dei ¢;(t) e ¢;(t) dovrebbero essere nulli, cio¢ deve essere Copm + Com—1 =

Cp 4+ Co2m41 = 0. Cio & impossibile essendo C; > 0.
Risoluzione dell’esercizio [12]

(a) Nei nodi ¢ p;(z;) = d;5, quindi una combinazione lineare

> aipi(as) = aipi(i)

=0

¢ nulla se e solo se a; = 0 per ogni +.
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(b)

L’operatore L,, risulta ben definito per ogni z € [0, 1]. Infatti nei nodi &

flag) = aipilr;) = ay0(x5) = ay,

=0

quindi la funzione di interpolazione risulta
gn(@) =Y f(@i)pi(@),
i=0

cio¢ la polinomiale lineare a tratti che interpola la f(x) nei nodi z;, 7 =0,...,n.
Per la costruzione della gn(x) basta valutare la f(x) negli » + 1 nodi. La
funzione di migliore approssimazione in norma 2 nella base delle ¢;(z) soddisfa
le condizioni

Zai <pi,p; >=<f,0;> 1,7=0,...,n,
i=0
1
dove < @i, p; >= / wi(x)pj(x) de # 0 solo per j =i —1,4,i+ 1. Con la

0
trasformazione di variabile x = x; + th si ha ¢;(z) = 1 —|¢|, con t € [-1,1],
quindi
1 x; 0 h
| e@en@d= [ p@ea@d=h [ arnend-g
0 T

-1

i—

1 ) x4 ) Tir 0 5 1 2 2h
/ o2 (z) da::/ o2 (z) dx+/ ) dr=h [ (1+0) dt+h/ (-0 dr =20
0 Ti_1 0

i— x4 -1

1 Tit1 1 h
/Ocﬁi(fﬂ)tpiﬂ(ﬂ?)dm:/zi e o de=h [ (1ot =1

I coefficienti cercati risolvono il sistema

4 1

ao < f,p0 >

Rl 1 4 ' a < fyp1 >
g . — .
. 1 . .

1 4 an <f7(10”7«>

Il costo & quindi dato dal costo del calcolo degli n+ 1 integrali a secondo membro
e dal costo (lineare in n) della risoluzione del sistema.

L’operatore L, ¢ lineare. Infatti &

Ly[f] ZZf(wi)%(w) e Ln[g] =Zg(wi)w(w)

e si ha
Lnlaf] =} a f(2:) ¢i(2) = a Lalf]

n

Lo[f +91=>_ (f(:) + g(z:)) @i(x) = Lulf] + Lulg].

=0
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L’operatore ¢ positivo. Infatti ¢;(z) > 0 per ogni i. Se f(z) >0 ¢

n

La(f) =" f(z:)pi(x) > 0.

1=0

(d) Si applica il teorema di Korovkin. Per le due funzioni f(z) = 1 e f(z) la
polinomiale a tratti che le interpola coicide con la f(z) stessa, per cui ||Ln[f] —

flloo = 0 per ogni n. Per f(z) =22 e x € [z, xit1] &

Ln[f](l’) = 1’3%(1’) +$?+1<Pi+1($) = 1’? (%(ﬂf) +30i+1($)) +h(xi +£Ifi+1) g0i+1(x)

Ti+1 — T

:$§+h(1¢i+$z‘+1)(1— h

) = a(zi + ®iv1) — TiTiga,
per cui

h2
ILnlf] = flloo = llz(@i + Zis1) = Titits — 2%[loo = ||(z — 23) (is1 — )]0 < T

e quindi
. . A’
Jim [ Lalf] = fllee = lim == = 0.
Allora per il teorema di Korovkin &

lim |[gn = flle = lim [[Ln[f] = fllc =0
n—oo n— oo

per ogni f continua su [0, 1].

(e) Per valutare 'ordine con cui Uerrore di approssimazione ||L,[f] — f||e tende a
0, si nota che f(x), essendo continua sul compatto [0, 1], & anche uniformemente
continua, quindi per ogni € > 0 esiste § tale che

lz—yl < = [fl2) - fly)l<e

Se f(z) & lipschitziana esiste C' > 0 per cui 6 = Ce. Dalla dimostrazione del

teorema di Korovkin si ha ||L,[f] — f|l«c < 7€ per una costante v > 0, dove ¢

¢ tale che ||e!™ ||s < €5%. Poiché nel nostro caso & [|e™||oc = 0 per i = 0,1 e

[eS|o < Lh2, ponendo 1h? = 6% = C%€® si ha e = h3—1 . Quindi D'errore
(20)3

decresce come O(h%).

Risoluzione dell’esercizio [13]
1. Dalla definizione delle funzioni ¢;(z) segue che

i—1
1
gn(r) = j;)aj + E(m —Ti-1)ai, T € [Ti-1, T4,

per cui f(zo) = ao, f(zi) = E;:o a;j. Quindi siricava ag = f(z0), ai = f(zi)— f(@i—1).
Vale quindi

gn(x) = f(xiz1) + %(w —zi—1)(f(zs) = fzi-1)), @€ [zi-1, 4], (24)
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per cui gn(x) ¢ la funzione di interpolazione lineare a tratti.

2. L’operatore L, ¢ lineare e positivo. Vediamo se sono valide le ipotesi del
teorema di Korovkin verificando ’approssimabilita delle funzioni f(z) € {1,x,2}. Sia
x € [Ti—1,z:]. Per f(z) =1 vale gn(z) = 1 per cui gn(x) — f(z) = 0. Per f(z) = z vale
g(x) = w1+ +(x — zi—1)h = z. Per f(z) =2” si ha

2

1
gn(z) = Ty + E(m - 561‘71)(56? —Ti )= zi+ (x —mi—1) (i + Ti-1)

da cui

P=(af -2+ (2 — zi1) (@i + Tig1)

= (zic1 —2)(@im1 + 2 — i — xim1) = (Tic1 —x) (T — x5)

gn(z) — @

da cui |gn(z) — 22| < k2. Dal teorema di Korovkin si ottiene la buona approssimazione.
La diseguaglianza ¢ falsa in generale. Basta considerare per p > 1 la funzione

f(z) = /P, Per € [0, h] vale gn(z) = zhr ! per cui

Quindi, per ogni h basta scegliere z = h/2 per cui

h h 1|1 1
) = oGl =nt | =)

3. Per x € [z;_1,x;] dall’espressione si ha

gn(x) = f(z) = f(zi-1) = f(2) + %(w = zi—1)(f (@) = f(@i-1))

e sviluppando in serie in modo opportuno si ha
gal®) = f() =~ (@~ 2i)f (i) = 5z — 20 1) (60
(@ —zim1)(@wi — @im1) [ (wiz1) + %(xz - mifl)Qf”(m))
— Ti-1

= )P + gkt (TSI )

da cui |gn(2) — f(2)| < h* maxaeqe, 0, [f" (2)]-

4. La matrice A = (a;,;) data da a;; = (pi(x), p;(z)) & tale che

+

S

ai,i:h(l/?)—&—n—i), i=1,...,n
ai,j:ajinh(1/2+nfj), t=1,...,7—1

La matrice ha quindi la struttura

C1 C2 Cc3 Cn
C2 C2 C3 e Cn
A:(*h/6)1+h c3 €3 C3 ... Cp
Chn Cn Cn Cn
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dove ¢; =1/2+n—1,i=1,...,n. La matrice puo allora essere scritta come

1
A= (-h/6)I+ hLTdiag(02 — 1,63 —C2,...,Cn — Cn—1,Cn)L, L=

per cui, essendo ¢i+1 —¢; =1 e ¢, =1/2, vale
A=L"((=h/6)L""L™" + hdiag(1,1,...,1,1/2))L

Inoltre, poiché L1 & la matrice bidiagonale con elementi 1 sulla diagonale principale e
—1 sulla sotto-diagonale, ne segue che L~ L™ ¢ tridiagonale. Per cui il sistema pud
essere risolto con O(n) operazioni aritmetiche.

Risoluzione dell’esercizio [14]

(a) Per la proprieta di linearita del prodotto scalare si ha

<Py >=< D GriPry D Qs Ps =D dri D Gsg < Props >
r=1 s=1 r=1 s=1

n n
= § E Qr,i Gs,j Or,s = dij.

r=1s=1

D’altro canto la relazione D = QT AQ, scritta in componenti da

n

di,j = Z Z qr,i 4s,j Qr,s = di,j-

r=1s=1

Poiché D & diagonale, < ;,%; > € uguale a zero se ¢ # j. Quindi gli n
elementi v;, per j = 1,...,n, costituiscono una base ortogonale dello spazio V),
di dimensione n. Inoltre

< i, P >=dii = \i,

dove \; € I’i-esimo autovalore di A.
(b) Il problema della migliore approssimazione di f € H in V, richiede di determinare

una n-pla a® tale che la funzione g;,(z) = > @j ¢;(z) minimizzi la distanza da
i=1

3

(3

f(z) della generica funzione g,(z) = > a;pi(x), cioe
1

1f(x) = gn (@)l = min || f(z) = gn (@)]]-
In norma 2 il vettore o™ si ricava risolvendo il sistema
Aa=0>b, dove ;5 =< Pi, Pj >, b, =< f7 wi > .

Nel nostro caso, poiché i supporti di ¢; e di ¢; hanno intersezione vuota se
i — 7 > 1, la matrice A risulta tridiagonale e

1 Tit1 1 Tip1
Qi = n / dr =2, aiit1 = 0ir1: = n / dr = 1.
Tj—1 T;
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(d)

Inoltre

1 Tit1
b; = 7 /xii1 f(z) dx.

Quindi A = trid (1,2,1). Questa matrice ¢ non singolare perché dominante dia-
gonale e irriducibile. Quindi il sistema puo essere risolto efficacemente mediante
fattorizzazione LU con 3n operazioni moltiplicative.

Gli autovalori di A sono A; =2+ 2cos(jw/(n+ 1)). Poiché A & simmetrica e
definita positiva, si ha

[|A]l2 :m]ax)\j = A1 =2+ 2cos nil

A o= — =L (2 2cos

min; A; A

nj—l)_l'

Quindi per n grande il condizionamento in norma 2 risulta

B 2—|—2COS(7T/(’”‘+1) 2n?
K2(A) - 2 — 2cos(7'r/(n+ 1)) - ?

Gli autovettori normalizzati in norma 2 di A sono

2 = 2 sin(ijﬂ)— Esin(ijﬁ)
I Vn+1 n+1/ V=« n+1/

Quindi, per quanto visto al punto (a), la matrice @ che trasforma la base delle
(%)
J

¢j() nella base ortogonale delle 1; ha gli elementi ¢;,; = x.

Risulta
h n . .
Yilz) =4/~ > sin (%) ©; ().
=1

peri,j=1,...,n.

e quindi

1 . KL AAVERYES .
Pi(x) = 7 [sm (n+ 1) + sin ((nfl))} sex € [zj,xj41), 7 =0,...,n.
Un’altra base si puo ottenere applicando il metodo di ortogonalizzazione di
Gram-Schmidt, in cui

i—1
(o) = la) = Soris viloh oon iy = TP

Nel nostro caso & < @;,¢; >= 0 per |[¢ — j| > 1. Poiché ¢;(x) & combinazione
dei ¢i(x), con k = 1,...,4, ne segue che < ¥;,p; >= 0 per i — j > 1, per
cui la relazione di Gram-Schmidt diventa ;(z) = ¢i(x) — 7i,i-1 Yi—1(x), cioe
computazionalmente poco dispendiosa.

Nel nostro caso, malgrado si abbia a disposizione una base ortogonale di V,,
conviene trovare la funzione di migliore approssimazione usando la base delle
@i(z) che da dei calcoli pitt semplici. Per la funzione f(z) = 1 si ha b; = 2v/h,
peri=1,...,n, ciot b=2vhe, dove e ¢ il vettore di n componenti uguali a 1.
Conviene distinguere il caso di n dispari dal caso di n pari.
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Se n & dispari, considerando il vettore di n componenti v = [1,0,1,0, ..., l]T7 si
ha
Av=2e= L b
Vh '
quindi

" =vVhv e gi(z)=Vh Z vi(z) = f(z),
i dispari
e l'errore di approssimazione ¢ nullo.

Se n ¢ pari, per risolvere il sistema conviene trovare una fattorizzazione semplice
di A. Si considera la matrice bidiagonale inferiore

1
1 1
L: . b
1 1
la cui inversa e
- -
-1 1
1 —1 1
L71: —1 )
1
L 1 -1 1 -1 1 |

La matrice L LT coincide con la A eccetto che per il primo elemento della prima
riga, uguale a 1 invece che a 2. Per correggere questa differenza, si considera il
vettore v = L~ ! ey, cioé la prima colonna di L™!, e il vettore e;, primo vettore
della base canonica. Allora

A=LL"+LL '"eiel =LL" + Lve] =L(L" +vel).
Si pone M = LT + veT e quindi il sistema A o = b si trasforma nel sistema
Ma=L"b.

Poiché il vettore b ha tutte le componenti uguali, il vettore t = L™ b ha le
componenti di indice dispari uguali a 2v/h e le componenti di indice pari uguali
a 0. Per trovare M 1, si applica la formula di Sherman-Morrison, per cui

o = M-Vt — LT L TvelL T 6 1T L TvoTt T L TovoTt
N N 1+eTLTv 1+vTv n+1

Si verifica che vTt =2[n/27 Vh, che L~ Tv &il vettore la cui i-esima componente
e (—_l)lfl(n +1 —1), e che L™t ¢ il vettore la cui i-esima componente &
(=1)"'2[(n—14)/2] Vh. Ad esempio, per n = 8 si ha

«_vh

=5 8,2,6,4,4,6,2,8]".
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Si verifica che la funzione g;,(x) assume il valore n/(n + 1) negli intervallini
[, Zi+1] con ¢ pari e il valore (n + 2)/(n + 1) negli intervallini [z;, z;41] con ¢
dispari. Quindi

. 1 V2w
Hf*9n||oo—ni+1 € ||f*9n||2—n+1~

(e) In questo caso la matrice A ha dimensione n + 1 e la sua struttura differisce
dalla precedente per il valore 1 negli angoli in alto a destra e in basso a sini-
stra (& una matrice circolante, di cui sono noti in forma esplicita autovalori
e autovettori). Se n + 1 & pari, considerando il vettore di n + 1 componenti

v=|[1,-1,1,-1,...,-1]7, si ha

Av=0.
Quindi A & singolare e le p;(x), i =1,...,n+ 1, non sono linearmente indipen-
denti.

Se n+1 e dispari, A & non singolare. Considerando il vettore v di n+1 componenti
uguali a 1, si ha

2
Av=4v=—20>b,
Vh
quindi
i A i \/E n+1
a = o v e gnri(z)= 5 wi(z) = f(=),

e lerrore di approssimazione & nullo.

Risoluzione dell’esercizio [15}

a) Per definizione & Ly[f] = gn(z) = 170 f(x:)pi(x). Per cui Ly[f] dipende
linearmente dai valori f(z;) e quindi linearmente da f(z). Inoltre se f(z) > 0 allora
f(zi) > 0 e, poiché ;(x) > 0 ne segue Ly[f](z) > 0, cioe 'operatore & positivo.

b) Soluzione 1: Si applica il teorema di Korovkin. Basta allora verificare la
buona approssimazione delle tre funzioni test f(z) = 1, f(z) = =, f(z) = z*. Vale
pi(2) = p((z —25)/h) = p(t) dove t = (z— )/, quindi pr41(x) = p(t—1) = p(1—t).
Per cui nell’intervallo z € [x;,zit1] vale gn(z) = f(zi)e(t) + f(zit1)e(l —t) con
t € [0,1]. Risulta allora per = € [x;, Tit1]

gn(@) = f(2) = f(@a)p(t) + f(@ir1)p(1 —t) — f(zi + ht), te€][0,1].

Per cui gli errori e, s, e,2 nell’approssimare le funzioni 1, z, z* nel punto = = z; + th
sono

er=¢t)+e(l—-1t)—1

es = wier + h(p(l —t) — t)

e, = xrer + (h° 4 2x:h)p(1 — t) + 2 — 2° = xer + h(2x; + h)p(1 — t) — ht(2x; + ht)
E quindi necessario per la convergenza che ¢(t) + (1 —t) = 1. In questo caso vale

e1 =0, e; =h(p(l—1t)—1t), eg2 = h((2z; + h)p(1l —t) —t(2z; + ht)). Per cui |ez| < hy,
leg2| < ~'h + 8h? per costanti positive v, ' e §. Quindi si ha convergenza.
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Soluzione 2 (senza teorema di Korovkin): La funzione f(x) & continua su un
compatto quindi ¢ uniformemente continua. Allora per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che

|z —yl <6 = |f(x) - fly)| <e
Per x € [x;, zi11], posto t = (z — x;)/h vale

Ln[f](@) =f(z)p(t) + f(zit1)p(l — 1)
=f(zi)e(t) — flzi)e(l —t) + f(zi)p(l — 1) + f@iv1)p(l —t)
=f(zi)(e(t) + o(1 = 1)) + (f(@it1) — f(@i))p(1 — 1)
=f(z:) + o1 = O)(f(@iv1) — f(z1))-

ne segue che
Lo[fl(z)—f(2) = f(z:)—f(@)+p(1-0)(f(zit1)—f(2:)), @€ [, zit1] t= (z—z:)/h.

Quindi maXge(z;,z;41] ‘LTL [f](x) - f(ZC)‘ < maXIG[Zi,Zi+1](|f(xi) - f(.’ﬂ)| + |f($1+1) -
f(zi)]). Se m ¢ sufficientemente grande in modo che |z;4+1 — x;| < ¢ allora per la
uniforme continuita segue che per x € [z, z;y1] vale |L,[f](z) — f(x)| < 2e. Questo
dimostra la convergenza.

c) Nel caso di ¢(t) = 1—tsut € [0,1], vale p(1—t) = tesihae, = 0, e, = h?(t—t?)
quindi la convergenza a zero avviene con O(h?).

Mentre nel caso di () = 1 — 3t> + 2t su t € [0,1], vale p(1 — t) = 3t* — 2t per
cui e; = (—2t3 +3t% — t)h, ey2 = (h? + 2ha;)(—2t> +rt? —t). La convergenza avviene
con O(h).

d) Occorre calcolare la matrice dei prodotti scalari (¢;(z), ¢;(x)) e il vettore dei
termini noti di componenti (y;(x), f(x)); valutare la complessita della risoluzione del
sistema lineare e il condizionamento numerico. Il calcolo dei termini noti richiede
il calcolo di n integrali. Nei due casi, dato il supporto delle p;(x), la matrice &
tridiagonale e di Toeplitz. Per cui il costo della risoluzione & lineare in n 1n tutti

i casi. I valori che determinano gh elementl della matrice sono ag = 2 fo V2dt e
ar =a_1 = fo (1l —t)dt = fo (t))dt. Basta quindi calcolare fo t)dt e
fo )2dt. Per Ap()—l—tbl ha fo dt—1/2 fO dt—1/3 per cui ao—4/6
a1—1/6. Per ¢(t) = 1 — 3t% 4 2¢* si ha fo dt—1/2 fo t)2dt = 13/35, per cui

ap = 26/70, a1 = 9/70. Poiché gli autovalori della matrice trldlagonale simmetrica
di Toeplitz definita dai parametri ap € a1 sono ag + a; cos == n+1’ in tutti e tre i casi il
rapporto tra massimo e minimo autovalore ¢ limitato superiormente da una costante.
La costante pill piccola la fornisce la funzione ¢(t) =1 — t.

e) No, non & possibile avere una convergenza di ordine maggiore di O(h?) come
risulta dall’analisi del punto b). Convergenza migliore si pud avere ampliando il
supporto di ¢(z). Ad esempio usando le funzioni spline cubiche.

Risoluzione dell’esercizio [16]

L, & lineare per definizione e positivo poiche ¢;(z) > 0. Verifichiamo che L,
approssima bene le tre funzioni test 1, z,2%. Osserviamo prima che se z € [z;, Tit1]
allora per gn = Ln(f) vale gn(z) = fi—1pi—1(z) + fivi(z) + fi+10i+1(x). Inoltre, posto
ti = 7 (z — 3(zi + @i11)), vale pi(x) = (L), @iv1(z) = (ti — 2), pi-1(z) = p(ti +2).
In particolare, t; = ¢;(x) mappa x;—1, s, Tit1, Tit+2 rispettivamente in —3,—1,1, 3.

Per la funzione 1, essendo f; = fi—1 = fi+1 = 1, per « € [z;, zi41] si ha (omettiamo
Iindice ¢ in t;)

gn(®) = i—1(x) + i(x) + piy1(z) = @t — 2) + p(t) + @t + 2),
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che vale identicamente 1 per ¢t € [—1,1] e quindi g,(z) = 1 per = € [z;, Tiy1].
Per la funzione z, si consideri prima il caso in cui z € [z;,z;41] e @ # 0,n — 1. Vale
fi = x;, fifl =X; — h, fi+1 =x; + h; per xr € [fEi,fEi+1] si ha

gn(x) =(@i + h)pi-1(z) + zipi(z) + (Ti — h)piv1(x)
=x;(p(t —2) + o(t) + p(t +2)) — ho(t + 2) + ho(t — 2)
=x; + h(p(t —2) — p(t +2))
=z+(x; —x)+h(p(t+1)—pt-1))

da cui si deduce che

lgn(z) — x| <~vh, v <1+ max o(t+1).
te[—1,1]

Rimane da dimostrare la buona approssimazione sull’intervallo [zo, z1] e sull’intervallo
[©rn—1,zx]. Nel caso [zo,z1] si ha gn(x) = zopi—1(x) + zowi(x) + (zo + h)pit1(z) per
cui gn(z) = zo + he(t — 2), e si conclude in modo analogo. Similmente si procede nel
caso it =n — 1.

Per la funzione z*, si consideri prima il caso in cui z € [z;, zit1] e ¢ # 0,n—1. Vale
fi = 1312, fi—l = (IE1 — h)2, f7;+1 = (:Ez =+ h)Q; per x S [:177;,:177;+1] si ha

2

gn () =(xi — h)*pi1(z) + 23 0i(x) + (23 + ) piga ()
=27 (p(t — 2) + @(t) + p(t +2)) + h* (o(t + 2) + ¢ (t — 2)) + 2hai(p(t — 2) — p(t +2))
=i + b (p(t +2) + @(t — 2)) + 2hwi(p(t — 2) — p(t + 2))
=2 + (2} — 2®) + B (p(t +2) + ¢(t — 2)) + 2hzi(p(t — 2) — p(t +2))

da cui si deduce che

‘gn(.’L’) - $2| < ’7h7
per una opportuna costante 7. Rimane da dimostrare la buona approssimazione
sull’intervallo [zo,z1] e sull’intervallo [zn—1,2,]. Nel caso [zo,z1] si ha gn(z) =
xgpi—1(z) + z5pi(x) + (o + h)*pit1(x). Rispetto al caso precedente manca il termine
(2hzo + h?)p(t + 2) che ¢ limitato in modulo da una costante per h per cui si conclude
in modo analogo. Similmente si procede nel caso i =n — 1.

b) Posto ¢; = (z;+zi4+1)/2, la condizione g(c;) = f; si traduce in a;—1p(2)+a;(0)+
aiv1p(—2) = fiperi=1,...,n—2e aop(0) + a1p(2) = fo, an—20(—2) +an_19p(0) =
fn—1. Per cui il sistema lineare diventa Ao = f con A = trid(¢(2),¢(0), o(—2)) e
f=(fi), = (z).

La matrice ¢ dominante diagonale se ¢(0) > ¢(2) + ¢(—2) = 1 — ¢(0) cioe se
1/2 < (0) < 1.

Con la condizione p(t) = p(—t) risulta ¢(2) = p(—2) per cui la matrice ¢ simmetrica
ed & uguale a trid(1 — ¢(0))/2, ¢(0), (1 — ¢(0))/2)

I suoi autovalori sono
g

A= 0(0) + (1= ¢(0)) cos —T

per cui per ¢(0) > 1/2 si ha numero di condizionamento uniformemente limitato. se
invece (0) = 1/2 il numero di condizionamento cresce come O(n?).

¢) I supporti di ¢(t + 2i), per i = —2,—1,0,1,2 hanno intersezione non nulla
col supporto di ¢(t) per cui la matrice del sistema ¢ pentadiagonale, i suoi elementi
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a—2,a-1,0ap,a1, a2 sono dati da

a; = /_33 o(t)p(t + 2i)dt

La condizione di dominanza diagonale &

/Sso(t)dt > > /34,0(t)gp(t+2i)dt

- i=—2,2,i£0" ~

Sappiamo che

3 3
/ P(0)(p(t) + plt +2) + ot — 2))dt = / p(t)dt

-3 -3

Per cui ...

Risoluzione esercizio Si da un cenno alla risoluzione senza dare i dettagli che
vengono lasciati allo studente.

Se u(z) = 31, iz’ allora u(s(z)) = .1 uis(z)’, per cui ogni polinomio p(x) =
u(s(z)) di V & una combinazione lineare dei polinomi s(z)* i cui coefficienti sono i
coefficienti di u(z). Per cui V & lo spazio vettoriale su R una cui base & data dalle
potenze intere di s(x). Si osserva che il grado di s(z)* & km.

Applicando il procedimento di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt ai polinomi
s(z)®, k=0,1,2,..., si ottiene un insieme di polinomi py(z) tali che pi(x) ha grado
km e {pr(z),pr(x)) = 0se h # k.

Poiché i px(x) hanno grado diverso sono linearmente indipendenti.

Inoltre pr(z) & ortogonale a ogni polinomio ¢(z) € V di grado piu basso poiché g(x)
¢ combinazione lineare dei p;(x) per i = 0,...,k — 1 e (p;(z),px(x)) = 0.

Dalla definizione data di prodotto scalare segue la proprieta (s(z)p(zx),q(z)) =
(p(x), s(x)q(z)). Da questa segue a sua volta una relazione ricorrente a tre termini del
tipo

prt1(2) = (8(2) Aks1 — Bry1)pr(e) — Cepr—1().
Infatti poiché q(z) := s(z)pr(z) € V e il suo grado ¢ m(k+1), si ha che piy1 —art+19(x)
ha grado al pit mk per un opportuno ax+i. Quindi possiamo scrivere pri1(z) =
arp18(2)pr(x) + g cipi(@).

Moltiplicando scalarmente per p;(z), per j = 0,1,...,k, usando l'ortogonalita si ha
0 = any1(s(z)pr(x), pi(x)) +oi(pi(z), pi(x)) = cry1(s(x)pi(z), pr(2)) +0ui (pi(z), pi(x)).
Poiché il grado di s(x)p;(x) & mi, se i < k il prodotto scalare (s(z)pi(z),pr(z)) & nullo
per cui a; = 0. Ne segue la relazione a tre termini.

Inoltre se i polinomi sono normalizzati in modo che A = 1 allora il coefficiente C
(s(z)pg (z),Pr—1) con A _ (prg1(@),prt1(x))
i (Pr—1(2)pe—1(@))’ k1= T (@)pk (@),pr41(2))
_ Akt1 _ (pr(z),pE(2))
Cr = & ar@wea @y > O
Dalla relazione a tre termini segue la formula di Christoffel-Darboux nella forma

¢ positivo essendo Cy = Ag41 , per cui

Wl @p(e) = P (W)pe(a)) = (2) = s(0)) Y- o pi@pi(w)

la cui dimostrazione si ottiene trascrivendo e adattando la dimostrazione vista a lezione.
Le proprieta degli zeri richiedono un’analisi piu approfondita. Dimostriamo ora che
se s(z) & iniettiva su [a, b] allora pi(x) ha almeno k zeri semplici nell’intervallo (a, b).
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Se gli zeri semplici in (a,b) fossero h < k, siano essi z1,...,Zn, allora il polinomio
1, (s(z) — s(x:)) € V ha grado mh < mk = grado(pk(z)), per cui (px,q) = 0. Perd
il polinomio py(z)q(x) non cambia segno su [a, b] purche s(z;) # s(x;) per i # j che &
vero se s(z) & iniettiva. Questa proprieta implica che (pk,q) # 0. Assurdo.

Si pud dimostrare che se s(x) & iniettivia su [a, b] allora gli zeri sono esattamente
k. Sotto questa ipotesi di iniettivita si puo dire sostanzialmente di piu. Definiamo
ug(z) tale che pi(z) = ur(s(x)), per semplicita assumiamo che s'(z) > 0 per z € (a,b)
e poniamo a = s(a), f = s(b), t = s(z), x = s~ '(t), dove a < B. Risulta

’ ? w(s~' (1) ? .
pr(z)pr(2)w(z) = uk(t)uh(t)mdt = ug (t)un (t)w(t)dt
dove w(t) > 0 su [o, B]. Quindi i polinomi uy(t) sono polinomi ortogonali standard
rispetto a un prodotto scalare di tipo integrale con opportuno peso. Vale quindi

Upt1(2) = (Apt12 + Brg1)ur(2) — Crur—1(2).

Situazione analoga si ha se s’(z) < 0 poiché o > 8 e cambiando segno al peso e
scambiando gli estremi di integrazione si ottiene f; g (t)un (£)w(t)dt dove 8 < a e
w(t) > 0, quindi ancora un prodotto scalare. Per cui i polinomi ug(y) sono polinomi
ortogonali su [min(q, 8), max(«, 8)] col prodotto scalare con peso w(y). Quindi gli
zeri di ug(t) sono reali e semplici compresi tra (min(«, 8), max(«, 8)) e godono dell
proprieta di interlacing. Se s(x) € iniettiva su [a, b], gli zeri reali di px(x) in (a,b) sono
esattamente k e godono della proprieta di interlacing. Inoltre tutte le proprieta dei
polinomi ortogonali valide per gli ux(y) si estendono a py(z) avendo cura di sostituire
la variabile y con s(z). Si riottengono quindi la relazione a 3 termini, la formula di
Christoffel-Darboux ecc.

Se s(z) non & monotona 'integrale tra a e b pud essere spezzato in una somma di
integrali su intervalli che hanno per estremi a,b e i punti in cui si annulla la derivata
prima di s(z). Trattando ogni singolo intervallo come sopra si deduce che gli zeri di
pr(x) sono compresi tra minge(q,p) $(«) € Maxzeq,5) (). Non & detto che siano k o
che siano distinti. Infatti se 7 & zero di ui(t) allora i valori di £ tali che s(§) = 7 sono
zeri di pi(z). Poiché s(z) non & iniettiva ci possono essere al pitt m valori di £ per cui
5(6) = 1.

Un tipo di analisi similare puo essere condotta come segue. Si osserva ancora
che dalla relazione a tre termini segue che per il polinomio pi(z) = uk(s(z)) vale
pr(x) = det(Tx — s(x)I) dove Ty & una matrice reale simmetrica k x k. Per cui, avendo
Ty autovalori Aq, ..., A; reali distinti che coincidono con gli zeri di ux(z). Allora il
polinomio px(x) si annullerd in quei valori di = per cui s(z) = A\;, peri=1,...,k. Se
s(x) & iniettivo su [a, b] allora dalla proprieta di interlacing dei A; segue la proprieta
di interlacing degli zeri di px(x). Se s(z) non ¢ iniettivo possono esserci piu soluzioni
dell’equazione s(z) = A;.

84



	Introduzione
	Polinomi ortogonali
	Polinomi ortogonali e matrici tridiagonali
	Il teorema del minimax di Courant-Fischer

	Rappresentazione di polinomi ortogonali
	Matrice dei momenti
	Formula di Rodrigues

	Polinomi ortogonali specifici
	Polinomi di Legendre
	Polinomi di Chebyshev di prima specie
	Polinomi di Chebyshev di seconda specie
	Polinomi di Laguerre
	Polinomi di Hermite

	Il problema dell'approssimazione di funzioni
	Il problema dell'approssimazione lineare
	Richiami sugli spazi di Banach e di Hilbert.
	Funzione di migliore approssimazione

	Alcune considerazioni sull'interpolazione
	Costanti di Lebesgue e condizionamento dell'interpolazione

	Osservazioni su ``continuo e discreto''
	Il teorema di Korovkin
	Generalizzazioni
	Polinomi di Bernstein
	Un'applicazione: dimostrazione del teorema di approssimazione di Weierstrass
	Caso multidimensionale


