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1. Verificare che per ogni z,w € C vale I'identita
1
w = 1 (|2 +wl* +i|z + iw]* — |z — w|* — iz — iw|?) (1)

e usarla per dimostrare che per f,g € L?(0,27) vale

! f g(@)dz =" frgn,

o
kEZ

dove fk gk sono 1 coefficienti di Fourier della f e della g, rispettivamente.
Dedurre la stessa uguaglianza studiando le propriete della convoluzione tra f e g(—x).

Soluzione. L’identita si verifica con calcolo diretto, usando che |w|?> = ww. Peranto,
usando (1) e applicando quattro volte la uguaglianza di Parseval

2 1

f(2)g(z) da = 1/ ’ |f(2) + g(@)]* + il f(2) +ig()]* = |f(2) — g(2)* — il f(x) - ig(2)]* do
0 0
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N R+ Gkl il fr 4 Gkl = | — Gal* — il Fe — Gk
keZ

=21y fidi,
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dove nell’ultimo passaggio si ¢ usato ancora (1).

Sia h(z) = g(—x), sappiamo che f x h risulta continua, dato che f,h € L?(0,27). Inoltre la
serie di Fourier di f * h risulta
Z fkhkeikm

keZ

e inoltre la serie risulta assolutamente convergente dato che

1/2 1/2
zms(zw) (ZW) < (1 Fellrz 122

kEZ ke ke
e quindi converge alla funzione f * h. Pertanto
1 27

o | f@hz—yydy =" fihye™

keZ
Quindi osservando che hy = gi si ha

1

L[ fa—ady = ¥ B,

keZ

e ponendo x = 0 si ha la tesi.



2. Sia Jy(z) = ZZO:O(—I)"% con p > 0 soluzione della equazione del secondo ordine

@)+ ) + (1 - ZZ) J,() = 0

e siano {\, }n>0 1 suol zeri che sono distinti e positivi. Verificare che

0 sem#n

1
/ z Jp(Amx) Jp(An) do = 1
0

SO sem=n

Sugg. Per Uortogonalita osservare che se u(x) = Jy(azx) con a > 0 allora

/ 2
u"+u+< 21)2)110
T x

Per calcolare il secondo integrale ricordare lidentita J)/(z) — 2J)(x) = Jpy1(z).

Soluzione Siano u = J,(az) e v = J,(bz) si ha quindi
’ 2 ’ 2
L (- u=0 v+l (- )v=0.
x x? x 2

T

Moltiplicando la prima equazione per u e la seconda per v e sottraendo termine a termine
si ha J )
—(u'v —v'u) = = (v'v —v'u) = (b?
x

dx

e quindi moltiplicando per x
d
dx
e poi integrando su [0,1], se a =\, # A\, = b

— a®)uw
[z(u'v —v'u)] = %(u'v —v'u) = (b — a?)zuv

(A2 22 /0 20y )Ty () die = 2(T )Ty (M) — Ty M) T (M) : 0.

Nel caso A, = A, moltiplichiamo per 222u’ I’equazione per u ottenendo

d d d
%(3321/2 + %(a2x2u2) — 2a%zu® — a(pQuQ) =0
e integrando su [0, 1]
1 1
2a2/ ru? = 2%u? + (a®2® — p2)u2’ .
0 0

Dato che u/(1) = aJ,(a) si ottiene,
! 2 Lo 1 v 2
[ ettaor = i+ 3 (1- ) yta)

3. Sia f : R — R continua e con supporto contenuto in (—1,1). La funzione F(x1,22) =

xof(z1) & tale che
OF

F 0)=0 — 0) =
(21,0) e am(ﬂﬁla ) = f(21)
e pertanto la funzione ¢ : R? — R?
or
BLEQ
¢(x1,22) =
OF

78%1



risulta formalmente tale che divg = g—i + 922 — 0 per x5 > 0 e ¢1(x1,0) = f(x1).

812
Spiegare perche risulta vero solo formalmente e studiare cosa accade con I’estensione ottenuta
tramite

Flaryas) =aa (7% pu)o) =22 [ 10)—p (9” ‘y) ay.

T2

-1

dove p € C§°(R) & l'usuale funzione usate per costruire i mollificatori e p,(z) := e 1 p(ze™!).

4. Sia f(z) = ﬁ Calcolare la norma L?(R) di f * f.

Soluzione. Usando il fatto che
2
1+

Fe ()

e dato che sia e~ 1?l che ﬁ sono continue e di classe L!(IR) possiamo applicare la formula
di inversione. Quindi si ha con un riscalamento

]:(1 —|—1x2) = me ¢

Osserviamo quindi che F(f * f) = [F(f)]? = n2e ¢l ¢ inoltre

IF(f * Pz = 27lf * fIIZ--

Pertanto 2
IF(f * D3 == / ™
R 2
da cui y
T
1F * fllez = ——

5. Risolvere il problema al contorno in due dimensioni

Au =0 inl<az?+y?<4
@:0 inz?+y? =4
on
0
a—z = 8cos®(0) in 2% + 9% =1,

la soluzione ¢ unica? Cosa si puo dire se il dato di Neumann sulla circonferenza interna viene

cambiato in $%(1,6) = cos?(6)?

Soluzione. Una funzione armonica in coordinate polari si scrive nella forma

u(p,0) = co + c1log(p) + Z (anp" + bnp_”) oin® p 0.
n#0

Andando a imporre la condizione di Neumann sul bordo esterno si ha

Ou c n— —n—1\ .in
87’174(2,0) :up(Qve) = *I‘FZH(anP ! _bnp l)e 0|p:2

=—+ Z n (an2"_1 — bn2_"_1) em? —
n#0

pertanto tutti i coefficenti devono annullarsi quindi

1 =0 ap2" 1 —0,27" =0 < ¢ =0 ap = —=.



quindi
u(p,0) =co+ Z by, <2pgn + p”) oind p£0.
n#0

e andando a imporre la condizione sul bordo interno

au pn71 —n— in
%(LQ) = —u,(1,0) = ann (22” - P 1) € 9|p:1
n#0
1 . . . ) .
— Z nby, (22n _ 1) ezn@ — e139 + 3610 + 36—19 + 6—239
n#0
da cui si ricava
1 26

b_s = by =-1 by =—4 bs =

1—26 3(1 — 26)

La soluzione non ¢ ovviamente unica dato che se u € soluzione, anche u + ¢ € soluzione, per ogni
ceR.
Nel secondo caso il problema non ¢ risolubile, dato che, se u & soluzione, allora, se = {(p, ) :

1<p<2}
Oz/Audx:/ a—udS’;«éO,
Q a0 On

2m
/ cos?(0) df = .
0

dato che



